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Wektory w przestrzeni

Jezeli punkt A = (x4,ya, z4) jest poczatkiem wektora, a B = (vp,yp, 25) jego koncem, to

—
AB = [5UB — XA, YB — YA, 2B — ZA]

’ 7 —)
a dhugos¢ wektora AB :

|/@| = \/(953 —xa)®+ (yp — ya)® + (25 — 24)*

Warunek réwnoleglosci wektoréow:

Wektory @ = [y, Yu, 2] 1 U = [Ty, Yo, 20] sa réwnolegle (4 || ) wtedy i tylko wtedy gdy maja
proporcjonalne wspotrzedne czyli wtedy i tylko wtedy gdy 7+ = Z—: =2 & dyer U = AU
Warunek wspoélptaszczyznowosci wektorow:

Wektory , ¢, W sg wspotptaszczyznowe wtedy i tylko wtedy gdy

Ty Yu 2u
Ty Yo Zol| = 0 3)\1)\26R w = )\117+ )\2’1_[
Tw Yw Zw

Wersor niezerowego wektora @ = |2y, Yy, 2,] 0znaczamy przez @ :

Woéwcezas
0 = [|u| cos a, || cos 3, || cos 7], oraz U = [cos a, cos 3, cos7|.

gdzie o, 3,7 to katy jakie wektor « tworzy z kolejnymi osiami uktadu wspétrzednych.
Niech @ = [ug, uy, u,], T = [vs,v,,v.] beda dowolnymi wektorami w R3. Tloczyn skalarny:

wo¥ = |u-|v] cosp, lub UOU = Uy - Vg + Uy - Vy + U - V5

gdzie ¢ jest katem miedzy wektorami o i v. )
Rzut prostokatny « wektora @ na wektor b wyraza sie wzorem:u = % b

Iloczyn wektorowy wektorow o = [u, uy, u.|, U= [vg, vy, v,] to wektor & :

i ]k
W=1UXU=|u, u, u,, oraz |w|=|u]-]|v]sing,
Uy Uy s

gdzie ¢ jest katem miedzy wektorami o i v.

Iloczyn mieszany wektoréw @ = [ug,uy, U], T = [v,0,,0,] @ = [wy, wy,,w,] to liczba
Uy Uy Uy
(u, U, ) : (4, 0,W) = |v, v, v,
Wy, Wy, W,
Zastosowanie iloczynu mieszanego: P = |4 X 0]— pole tréjkata, P = |i x ¥]— pole row-
nolegtoboku V = (@, U,W)|- objetosé czworoécianu V = |(u, v, W)|- objetosé¢ prostopadto-
Scianu.
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1. W trapezie OABC, zachodzi OA = 3C'B. Wyraz:

10.
11.
12.

13.

14.

15.

16.

—_— — — — —_—
a) wektor OA przez wektory OB i OC, b) wektor OB przez wektory OA i OC.

Dane sa wektory @ = [1,0,—1], v = [2,—1,3], @ = [1,1,3] oraz punkty A = (1,—1,2),
B =(0,2,4), C = (—1,—2,3). Oblicz:

a) @+7, b) 5 — 41, ¢) 30—20+30 d) AC
— o — 5 o
e) C £) |al g) |BA| h) [d — 7]
—_—  —
) @o i) @oid i) CAoBA

Dany jest wektor ADB = [1,4,6]. Wyznacz wspétrzedne punktu A wiedzac, ze B = (1,5, —2).

Znajdz wektor o tym samym kierunku i zwrocie co wektor @ = [2, —4, 8] ale o dtugosci réwnej
2.

Oblicz iloczyn skalarny wektorow:

a) U=2—3j+k T=-2i+j—4k b) @=i+k U=3i4+2j—2k

Obliczy¢ iloczyn skalarny « o v wiedzac, ze

a) |ul =2, |v] =3, £(v,q) = Z, b) @ =1, |v] =4, £(v,4) = %ﬂ,
c) |a] =2, [v] =5, L(v,4) = 3, d) |ul =1, |v] =3, LV, u) =

Znalez¢ dhugosé wektora « = 20 — 3w, wiedzac ze wektory Ui w sa prostopadte a ich dhugosci
v=41iw=2.

Sprawdzié, czy punkty A = (1,2,1), B =(2,3,4), C =(0,3,3) i D = (5,5,5) sa wspoOlplasz-
czyznowe.

Czy wektory 4 = [—1,3,5], v =[1,—1,1], @ = [4, —2, 0] sa komplanarne(wspdtptaszczyznowe).
Dane sg punkty A = (3,—1,1), B = (4,3,1). Znajdz wersor wektora AB.
Znajdz dtugosé i cosinusy kierunkowe wektoréw o = [1,1, 1] oraz ¢ = [—1,4, 5]

Oblicz miary katéw pomiedzy wektorami:
a) U = [—4,8,—3] oraz v = [2,1, 1] b) @ = [2,—3,0] oraz ¥ = [—6,0, 4]

Oblicz 4 X U :

a) @ =[-2,1,2], 5=1,0,2] b) i = [1,=1,-2], ¥ = [2,2,4]
)i =—i+3]+2k ¥=—i+2]—5k d)@=—20—3], T=1i42j -5k
Wiedzac, ze Z(u,v) = % oraz |u| = |0] = 1 oblicz:
a) | (7 x ¥) + 2 x 1, b) (2% + 30) x (T —@)]*.
Obliczy¢ iloczyn mieszany (u, U, W) wektoréow:
a) u=[1,2,0], v=[1,-2,-3|, 16 [0,1,3]
b) @=—3i+2j+k¥=j—5k @ =2i+3] —4k.
Zbadac, liniowa niezalezno$¢ nastepujacych wektorow:
a) uy = [1,1], uy = [1, —1] b) uy =[-1,3], uy = [2,—6]
c) uwy =1[0,1,2], _é 0,1, 3] d)u; =1[2,1,0], uy =[1,0,—1], us =[1,1,1
e) uy =[1,2,1], up =[0,1,1], uz = [1,1,1] f) w3 =1[0,1,1], u3 =[1,2,3], uz = [1,1,1]
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Wyznaczy¢ pola trojkata ABC' :

a) o wierzchotkach A = (3,1,4), B =(1,3,5),C = (5,3,6)

b) o wierzchotkach A = (0,0,2), B=(21,1),C=(-1,1,0)
—

¢) rozpigtego na wektorach AB = 1,-1,1] i AC' = [2,1,—3]

Wyznaczyé pola réwnolegtoboku zbudowanego na wektorach @ = [1,—-3,1] i ¢ = [2,—1, 3].

Znajdz rzut prostok@tny @ wektora @ = 2i — j+ k na prosta wyznaczong przez wektor
b=1+2] j — k oraz kat pomiedzy tymi Wektoraml

Sprawdzi¢ czy tréjkat o wierzchotkach A, B, C jest prostokatny:
a) A= (3727 1)7 B = (_17675)7 C= (5737 2)

Znajdz dhugosé wysokosci tréjkata o wierzchotkach A = (4, —4,6), B = (1,3,0),C = (0,5, —2)
prostopadtej do boku taczacego dwa ostatnie wierzchotki.

Dla czworoécianu o wierzchotkach A = (1,2,1), B = (3,2,2), C = (2,5,2), D = (2,3,5)
wyznaczy¢ objetosé¢ i dtugos$c jego wysokosci opuszcezonej z wierzchotka A.

Obliczy¢ pole i objetos¢ réwnolegloscianu rozpietego na wektorach @ = [2,3,4], v = (0,4, —1],
@ = [5,1,3].

Dla jakich wartosci parametru p € R wektory @ = [0,2,1] i ¥ = [1, p, 2p] sa prostopadte?
Wykazaé, ze jezeli 4 + ¢ oraz & — U sg prostopadle to wektory @ i ¥ sa réwnej dtugosci.

Dla jakiego parametru p € R punkty A = (1,1,0), B =(0,1,1), C = (p,1,1) i D = (0,1,2)
leza na jednej pltaszczyznie?

-,

Oblicz iloczyn skalarny wektoréw @ = —2d 4 4b i 0 = 3@ + b jezeli Z(d@,b) = T oraz |d| = 3 i
0] = 2.



