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Pochodna funkcji jednej zmienne;

Definicja 1. (pochodnej funkeji w punkcie)
Jesli funkcja f : D — R, D C R okreslona jest w pewnym otoczeniu punktu xg € D i istnieje
skoniczona granica ilorazu roézniczkowego:

(@) = lim f(zo + Az) — f(z0) — Lm f(x) — f(xo)

Az—0 Ax T—T0 T — X

to funkcje f(z) nazywamy rézniczkowalng w punkcie xg, a granice f'(zg) pochodng funkcji f(z) w
punkcie z.

Definicja 2. (pochodnej jednostronne;j)

Pochodna prawostronna (lewostronna) funkcji f w punkcie xy nazywamy granice prawostronng (le-
wostronna) ilorazu réznicowego
f(z) — f(xo)

r — X9
i oznaczamy odpowiednio przez f'(zo), ( f’ (o))

Twierdzenie 1. (warunek konieczny i dostateczny istnienia pochodnej)
Funkcja f ma pochodng w punkcie xo wtw, gdy

fi(xo) = fL (o).

Pochodne funkcji elementarnych:

Lp. Wzor 1 Wzor 2 Uwagi

L. (¢))=0 ceR

2. (%) = az®~! (O%) = od°~ D’ a € R\ {0}

.| (VA = i ( ) 2 | neN\{0,1}; 2> 0
4. (sinx) = cosx (sin)" = (cos D) g

5. | (cosz) = —sinz | (cosO) = (—sin0) -V

6. (tgz) = 1 (tgO) = LD t#Z+km, keN
7. (ctgz) = —— (ctgd) = — === x#km, keN
8. (@) =a”-Ina (a”) =a” -Ina-T0 a>0

0. (ex)/ — et (eD)/ — €D O

10. (nz) =1 (In0) = x>0

11. (log, ) = —— (log, D) = == a>0,a#0;2>0
12. | (arcsinz)’ = 11_362 (arcsin ) = \/72 lz] <1

13. | (arccosx) = 1__1962 (arccos ) = \/% lz] <1

14. | (arctgr) = 570 (arctg ) = 1552,

15. | (arcctgz) = ljriQ (arcctgO) = IZFDQ
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Podstawowe wzory rachunku rézniczkowego:
Jesli funkcje f,g: D — R, D C R sa rozniczkowalne w punkcie z¢ € D to funkcje f+g¢g,f—g, -9, %
(o ile g(xg) # 0) sa rozniczkowalne w zy € D oraz zachodza wzory:

1) (f £9)(x0) = f'(0) £ g'(20);
2) (f-9)(zo) = f'(w0) - g(wo) + f(x0) - ¢’ (20);

3) (i),(xo) _ f’(xt))g(xo)—f(xo)g’(xo), o ile g(zo) # 0;

g g%(z0)
4) (go f)(zo) = gl(f(xo))f/(fﬁo);
5) S (f(20)) = 5ty 0 ile f(xg) # 0.

Twierdzenie 2. (requta de L’Hospitala)
Jesli funkcje f,g: D — R, D CR sq okreslone i rézniczkowalne w jednym ze zbioréw postaci:
1) D :=(a,zy) —o0<a<uzy< 400,
2) D := (x9,b) —o0<xy<b<+o0,
3) D := (a,x9) U (z9,b) —o0<a<mzy<b<+oo
oraz ¢'(xg) # 0 dla kazdego x € D i istniejg granice: ILm flz) = ILm g(z) = {0, —00, +o0} oraz
T—T0 T—T0
f'(z) f(@)

xllrgjlo 7o € R to istnieje granica xlirgjlo o) i

lim @ = lim f'(@)

o gla)  wom g (z)

Uwaga 1. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe takze dla granic jednostronnych oraz niewtasciwych
(£00).

Rodzaj przeksztalcenr wykorzystywanych w obliczaniu granic za pomoca reguly L’Hospitala

Rodzaj nieoznaczonosci Stosowane przeksztalcenie Otrzymana nieoznaczonosé
000 f'9=§hlbf‘9:%f o lub 22
g J
11 0
00 — 00 f—g=+L 5
fa
1%, o?, 0° f9 =esnf 0-00

Réwnanie stycznej do wykresu funkcji:
Jesli funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie xg to istnieje niepionowa styczna do wykresu funkcji f
w punkcie (zg,yo) postaci:

y —yo = f'(xo)(x — x0).
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Kat przeciecia dwéch funkcji :
Jezeli funkcje f i g posiadaja punkt wspolny (zo,yo) oraz maja w tym punkcie pochodne wlasciwe
to ostry kat ¢ miedzy stycznymi do wykresow tych funkcji w punkcie zy wyraza sie wzorem

f'(zo) — g'(20)
1+ f'(@o) - g'(wo) |
W przypadku gdy 1+ f'(z¢) - ¢’(x0) = 0 to styczne te sa prostopadte.

Uwaga: Ostry kat ¢ miedzy stycznymi do wykresoéw funkcji w punkcie xg mozemy rowniez liczyé ze
WZOru:

¢ = arctan

¢ = /8 - Q,
gdzie a to kat pomiedzy styczng do funkeji f w punkcie xy a dodatnim kierunkiem osi Ox; g to kat
pomiedzy styczng do funkeji g w punkcie zy a dodatnim kierunkiem osi Oz.

Asymptota pozioma:
Prosta y = yo jest asymptota pozioma lewostronna (prawostronna) wykresu funkcji f(z), jesli
Jim f(w) =yo (lim f(z) = yo). gdzie yo € R.

Asymptota pionowa:

Prosta © = 1z jest asymptota pionowa lewostronna (prawostronna) wykresu funkcji f(z), jesli
lim f(x) =oc0lub lim f(z)=—-00 ( lim f(z) = oo lub lim, f(z) = —o0).
=T =T x—)xo x—mo

Asymptota ukosna:
Prosta y = ax+0b gdzie (a,b € R, a # 0) jest asymptota ukosng lewostronng (prawostronna) wykresu

funkeji f(x), jeshi xgrgoo[f(z) (ax +b)] = (g};rilo[f(x) — (ax +b)] = 0), gdzie
lub (

Badanie przebiegu zmiennosci funkcji (etapy):
1) wyznacz dziedzine funkeji,

2) zbadaj podstawowe wlasnosci funkcji tj. parzystosé, nieparzysto$c, okresowos¢, punkty prze-
ciecia wykresu funkcji z osiami wspotrzednych,

3) wyznacz asymptoty (pionowe, poziome, ukosne) oraz oblicz granice na krancach przedzialu
okreslonosci i w otoczeniu punktow niecigglosci (granice jednostronne),

4) zbadaj pierwsza pochodna,

a) oblicz pochodna funkcji,
b) wyznacz miejsce zerowe-tu moga by¢ ekstrema lokalne funkcji,

c) okresl znak pochodnej — wyznaczamy przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema lokalne
funkeji,
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5) zbadaj druga pochodna;

a) wyznacz miejsca zerowe- tu moga by¢ punkty przegiecia,

b) okresl znak drugiej pochodnej-wyznaczamy przedzialy wklestosci i wypuklosei funkeji oraz
punkty przegiecia funkc;ji,

6) zbierz otrzymane informacje o funkcji w tabeli

7) sporzadz wykresu funkcji.
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1. Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodne podanych funkcji we wskazanych punktach:

a) f(z) = 2% 20 € R, b) f(z) =sinz; xo € R, d) f(z) = 1255 w0 # 1.
e) f(m):%; rg=2, f) f(x)=2Va?+5z0=2; g) f(x):%xoz().

2. Korzystajac z definicji pochodnych jednostronnych sprawdzi¢ czy istnieja pochodne funkcji:
a) f(x) = |z| w punkcie z¢ = 0; b) f(x) = x|z| w punkcie zo = 0.

3. Korzystajac ze wzor6w na pochodng funkeji elementarnych, oblicz:

flz) =5x5 — 323 4+ 2273 (b) flx) =32 — 3a* 4 2af

Q
~—

d) f(x)=(42* = 2/1) 22+ V1) (e) f(z) =525 £ fx) ==

9) fl@)=(5z —2%)10 h) f(x) =£pF i) flz)=Va?+2-10

j)  f(x) =cos2z k) flz)=e "t ) f(x)=tan?(3z —4)
3x+4 TL) f( sin x+cos T (l’ — Sgcx?, + IZ 1Og5 T
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4. Dla funkcji danych wzoram f(z) = Intga?, g(z) = V22 oblicz f'(z), ¢'(x) oraz 'G5, ¢(0).

5. Obliczy¢ pochodne :

a) f(z) = ™" b) f(z) =2 o) fl) =102 d) f(z) = (tgz)*
¢) f(x) = V/a® =322 +2 1) fla) =ams g) f(x) =log,sin’z h) f(0) = ;5

Wskazowka: w podpunktach a)-f) wykorzysta¢ metode pochodnej logarytmicznej, w podpunk-
tach g)-h) zamiane podstawy logarytmu.

6. Oblicz pochodna az do 6 rzedu z funkcji:

a)y =e*, b) y = 2% — 423 + 1522 — 162+ 5, «¢) y = cosz.

7. Oblicz podane granice korzystaj@c z reguty de L’Hospitala
A)lm = b) iy e ) lim :123% , ) lim ==t
ol D tm SR ) W)l e
) lim (2~ 25, ) lim (o - L), k) lme, ) Tim_ (2 - 2.
m) lim tgz-Inz, n) lim (e 2"”+x)% o) lim (2arctgz)” i p) lim (tgxz)®*

z—0t z—0 T—+00 I~

8. Napisz rownanie stycznej do wykresu danej funkcji w podanym punkcie:
a) Yy = 1‘2 + 5z — 17 ('anyO) = (175)7 b) Yy = gi ga (Q?o,yo) = (272)7

c)y=v1+a® gdyy =3 d) y =2va? + 5 edy zo =2.

9. Oblicz jaki kat tworzy z osiag OX styczna do krzywej y = 22 — 32 — 6 w 2 = 1.

10. Obliczy¢ katy, pod jakimi przecinaja si¢ wykresy funkeji:
a) f(x)=23 -2 +4x+ 1, g(x) =2+ 4; b) f(z) =27, g(x) = 4".
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Wyznacz ekstrema lokalne i zbadaj monotoniczno$¢ ponizszych funkcji:

a) f(r)=—23+22 -2, b) f(r)=32" —202% + 4822 — 48x — 2, «¢) f(x) = (9‘;;32,
d) fl@) =55 o) flo) = 25 f) f(z) = 2% g) flx) = 20— 3Va?

Okresl przedziaty wypukltosci i punkty przegiecia funkcji:
a) f(z) = =, b) f(z) =224+ 32> —4x+10,  ¢) f(z) =2*Inz,  d) f(z)=arctg .

Wyznacz ekstrema globalne funkecji na odpowiednich przedziatach:
a) f(z) =22% - 32> +1, 2€[0,10], b) f(z)=1+42? =z€l1,1].

Zmajdz wszystkie mozliwe asymptoty podanych funkcji:
2_ nxr
2) f(2) = 11 b) f(@) = 2=t <) f() =2 —2arctgz, d) f(z) =@+ b2

Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji:

a)f(m):%, ] b)f(x) =z —In(xz + 1), ¢) f(z) = 2% + 2* — 162 — 16,
d) f(z) =2z — 3a5, e) f(z) = 1e™, f) f(z) = (z+1)%e ™.

Korzystajac z rozniczki funkcji obliczy¢ przyblizone wartosci podanych funkcji:

a) v7.999,  b) arctg 1,005, ¢) sin29°, e) e f)7m=

Punkt materialny porusza sie ze zmienng predkoscia. Potozenie tego punktu w chwili t jest
opisane wzorem z(t) = 3 -2 + 273 Oblicz przyspieszenie punktu w chwili, w ktérej jego
predkos$é jest rowna 0.

Wytrzymato$é belki o przekroju prostokatnym jest proporcjonalna do dtugosci podstawy tego
przekroju i proporcjonalna do kwadratu wysokosci. Jak nalezy wycia¢ belke o najwiekszej
wytrzymatosci z pnia o srednicy 30cm?

Policzy¢ najwicksza objetos¢ walca, ktorego catkowita powierzchnia jest rowna S.



