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Rachunek catkowy funkcji jednej zmiennej
Zadania:

1. Sprawdz, czy funkcja F(z) = (2% + 5x + 1)cosz jest funkcja pierwotna funkcji
f(x) = (2 4+ 5) cosz — (2* 4+ bz + 1) sinz — 2013 w zbiorze P = [—2019;2019).

2. Sprawdz, czy funkcja F(z) = wxlnoz — 10 jest funkcja pierwotng funkcji
f(z) =In% — 2 w gbiorze P = [1,+00).

3. Wyznaczy¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) = 2* — 3, do ktorej wykresu nalezy punkt (1;3).

4. Wyznaczy¢ zbior, w ktorym wykres dowolnej funkcji pierwotnej funkcji f(z) = 42? — x jest
wypukty.

5. Korzystajac z podstawowych wzoréw na calki funkeji elementarnych oblicz podane calki nie-

oznaczone:
(a) [2?dz; (b) [(a*Vx+ 2 +4x —1)dx; (¢) [(5x — 62 + L + cosa + e¥)dx;
(@) [ () 3 (f) T2 5" dos
(9) | =55 (h) [ ot (i) [ tg?zds;
(7) [ sin® $da; (k) J mzildx (1) [ 2tV da
(m) fﬁ 2Q4\/57d (n) f 2?—1)° @D g (o) [ (% - J;LH + CO*Z%) dx;
(p) [ =522 —du; (r) fmdx; (s) [e"(1— 2;) dx.

6. Korzystaj@c z twierdzenia o calkowaniu przez podstawianie oblicz:

(a) [ ez+2dm f[E\/ZE2 3dx; (¢) [ s—du;

(d) 21221;;% (e) face dr; (f) J(5—3x)"dz;
(9) f(7x+2)4dx (h) [sin®zdz; (1) [22dz;

(j) f \/1:%%;:1:4; (k) 3+S;nczsx Ly (l) fcos(inm)dx’

(m) J(@?+ 2)sin(a® + 3%)dw; - (n) [ oty (0) | Gty arctan 0
(p) [2*In(z* + 2)dz; (r) [ Cf)‘snwfldx (s) f%dx

7. Korzystajqc z twierdzenia o caltkowaniu przez czesci oblicz:
(a) [xsinadz; (b) [z?e *dux; (¢) [ 2?sinxdx;
(d) [(32* 4+ 4x — 1) cosdzdr;  (e) [Inzdz; f) J i”’r/% x;
(9) [z*Inzdz; (h) [zIn®x; (i) [23In®zdz;
() J e* cos3xdx (k) [ 3% cosxdx; (1) [ Z5=dx;
(m) [ =getedr, (n) [ =t (0) [ e
8. Oblicz calki z funkcji wymiernych:
(a) [ Zde; (b) [ 5dr: () [ sz de;
(d) fWZ:}dx (e) f 24+4x+7dx (f) fa:;ﬁ?;xi)?)dx;
o mwre L (h) f%dw (i) | = de;
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9. Oblicz calki z funkcji trygonometrycznych:

f 1+smac—‘,—cosacdaj (b) fcolwcdx; (C) 3+cosxd$;

d) [ cos* zdx; (e) [ sin® zdx; (f) mdx;
g) fsin?’:lrcos?’ xdz; (h) [sin®x cos* xdx; (¢) [ sin3x cosbrd;
) [ sinx sin 3zdu; (k) [ sin®zdz; (1) [ cos™ adux;

10. Oblicz calki z funkcji niewymiernych:

(a) [v/—=2% —4x + bdx; ( ) [ Va? =2z — 1dx; (©) | e

1 ) 1+Vz

) | o) J =rd: (N ] et

f 3+ $2z+1 dlE j‘ 1 r— ld
FRat1+ V2a+1 z\/ z+1
11. Oblicz podane calki oznaczone z wykorzystaniem wzoru Newtona-Leibniza

4 3 w/3 )

a) fx2+d3la;c+2; b) | rgd; o) [ iiﬁ‘éigidﬂ%
3 0 /6
/2 6 2

€
.. 3 .
) [ sin®z cosxdx; {W ef
0
i) f
e

d)
>
g) [ V4 —a%dx, (t =2sinx); h) f In zdz; ; e~ dx;
0 1/e
) ; ;
7) [z —1|dz; k) [ E(x)dz; ) [ xsgn(—2x + 4)dx;
0 -3 —9

12. Korzystajac z interpretacji caltki oznaczonej oblicz pole obszaru D ograniczonego:

a) y=Inz, x=e¢, y=0; b) y=2% y=22% y=8, x> 0;
c) y=ad—2? -z, y=u; d) y =22 —|—5a: y—x+5 y=0;
e) Y¥Y=4d+uz, y¥+r=2 f) y=o,y=qz, y=3
13. Oblicz dtugosé tuku krzywe;j:
a)y—\/l—x2 dla 0 <z <3; b) y=In(cosz) dla 0 <z < %;
) y==i(e"+e ™) dla 0<z <14 d) y=(4—23)2 dla 1<z <8
14. Oblicz objetos¢ bryty powstalej z obrotu figury N wokoét osi OX, gdzie N
a) y=2r—12% y=0; b) y=2% y=+x.
15. Oblicz objetosc:
a) kuli o promieniu R; b) elipsoidy obrotowej.
16. Oblicz pole powierzchni powstaltej z obrotu funkcji:
a) y=Inzx dlal <z < V'3 wokol osi Oy; b) y =6z dla 0 <z <1 wokoét osi Ox;
17. Oblicz $rednia warto$é funkeji f(x) na wskazanym przedziale [a, b] :
a) f(z) ==, [a,b]=][0,100]; b) f(z)=sinz, [a,b] =[0,7];
) f(z) =1z lab]=10,1]; d) f(z) =sgnz, [a,b]=[-2,4];

18. Predkos¢ pewnej rakiety w czasie poczatkowych 8 sekund po starcie wynosi —t\/_ tlm/s|, przez
nastepne 12 sekund wynosi 2t +40[m/s| w chwili ¢, a przez kolejne 10 sekund jest stata. Oblicz
droge pokonana przez rakiete: a) przez poczatkowych 8 sekund, b) przez poczatkowych 20
sekund, ¢) przez poczatkowych 30 sekund, d) od upltywu 15-ej do uptywu 25-tej sekundy.
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Informacje pomocnicze:

przydatne wzory:

2 Jad=agtc
4 Jsinzdv=—cosetc |
| 6. | Jtgadr=—lnfeosz|+c  JzFithm keEN
| 8| [simhadv=coshete |
[ —=—dx =tghz+c _
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Twierdzenie 1. (Podstawowe prawa rachunku catkowego)
Niech funkcje f i g beda ciggle na przedziale [a,b] oraz k € R\ {0}. Wowezas:

o [kf(x)dr=k- [ f(x)dx, gdzie a = const. € R,
o [If(z)£g(a)lde = [ f(x)dz £ [ g(z)da.

Twierdzenie 2. (catkowanie przez podstawienie)
Niech funkcja [ bedzie ciggta na przedziale |a,b] oraz funkcja g ma cigglq pochodng (tzn. funkcja
g'(z) jest ciggla). Wowczas zachodzi ponizszy wzdr na catkowanie przez podstawienie:

/fmwyywwxz/fmﬁ, 1)

gdzie t = g(x) oraz dt = ¢'(z)dx.

Twierdzenie 3. (catkowanie przez czesci)
Niech funkcje f i g majg ciggte pochodne. Wowczas ma miejsce tzw. wzor na catkowanie przez czesci:

/ﬂwﬂmm:fwmm—/fmmmm. 2)
Inne metody calkowania

a) Catkowanie funkcji wymiernych
Calki utamkow prostych pierwszego rodzaju obliczmy albo ze wzoru 22 (tabela calek), albo po-
przez podstawienie. Catki utamkow prostych drugiego rodzaju wyliczmy jak ponizej.

Obliczanie calki ulamkéw prostych drugiego rodzaju

Ax+ B
v dz, (AN =b* —dac < 0).
(ax? 4 bx + )"

Powyzsza catke sprowadzamy do postaci kanonicznej

/ Ax + B i < __i __é)
[a(z —p)2+q» o 1T T4)

nastepnie wykonujac podstawienie z — p = /q/at, mamy

/ Ct+D .
(t2+ 1)
t

Teraz nalezy ja rozbi¢ na dwie calki C' [ e dt oraz D[ mdt. Pierwsza obliczmy przez pod-

stawienie w = t? + 1, a drugg przy stosujac wzor indukcyjny nr 26.

Uwaga 4. Jezeli W(z) = gg; oraz stopieii wielomianu P(x) jest niemniejszy od stopnia wielo-
mianu Q(x) to najpierw nalezy podzieli¢ wielomian P(z) przez Q(z). Jezeli w wyniku tego dzielenia

otrzymamy wielomian Z(x) oraz reszte z dzielenia R(z), to wowczas mozemy zapisac:

(3)
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b) Calkowanie pewnych calek niewymiernych:

1. Jezeli funkcja podcatkowa jest iloczynem funkcji wymiernej oraz pewnej ilosci poteg postaci

n n n1 n2
(ax + b)"’i'll, (ax + b)m%, ... lub (g;fig) T (4R me L gdzie n;,m; € N sa wzglednie pierwsze

to stosujemy odpowiednio podstawienia

+0b
ax _ M

ar +b=t" 1lub =
cr +d

(4)

gdzie M to najmniejsza wspolna wielokrotnosé mq, mao, . ..
. dw d{lf . . . . .
2a. Calke postaci [ J=— sprowadzamy do S Wz i dokonujemy podstawienia z — p =

1
|a|t.

2b. Calke postaci [ vax? + bz + cdx sprowadzamy do [ y/a(z — p)? + gdz i dokonujemy podsta-

wienia x — p = | /ﬁt, a nastepnie stosujemy wzory(wymiennie)

1
/\/x2 +adr = 5:15\/352 +a+ gln]x+\/$2 +al + ¢

lub

2
/\/a2 — 22dx = % alrcsimi + g\/a2 — 224 c.

la|

c) Catkowanie pewnych wyrazen trygonometrycznych:
1. Calke [ W(sinz,cosz,tgx)dz obliczmy przez podstawienie ¢ = tg £. Wowczas mamy:

2 , 2t 1— ¢
r=-——dt, sinxr=-——, coszr= )
1+1¢2 1+¢2 1+1¢2

2. Calke [ W(sin®z,cos® z,sinx cos z)dz obliczmy przez podstawienie ¢ = tgz. Wowczas mamy:

1 t? 1
= ——dt, sin’z= cos’z =
1+¢2

d U .
v 1+ 2 1+ ¢2

3. Catke postaci f sin™ x cos” xdx, n,m € N liczmy:
a) gdy m, n sa parzyste jak podpunkcie 2;
b) gdy m jest nieparzyste, przez podstawienie ¢t = cos z,
¢) gdy n jest nieparzyste, przez podstawienie ¢ = sin x.

4. Calki postaci [ sinazsinbrdz, [ cosaxcosbrdz, [sinaxcosbr obliczmy korzystajac ze wzo-

rOW: .
sinzsiny = 5[005(1’ —y) — cos(x +y)],

1
COS T COSY = i[cos(:c — y) + cos(x + y)],

1
sinz cosy = E[Sin(x —y) + sin(z + y)].
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Interpretacja geometryczna calki oznaczonej (zastosowanie catki oznaczonej do liczenia pol

obszarow ptaskich)
b
Jezeli funkcja podcatkowa f jest nieujemna, to catke oznaczony [ f(x)dx interpretujemy jako pole

a
P obszaru plaskiego ograniczonego wykresem funkcji y = f(x), osia Ox oraz prostymi x =aix =10
(patrz Rysunek 1 a)):

b
P = /f(a:)dx, jezeli f(x) >0 dla z € [a,b].

a

s "
— f(x)

a)

b b)
Rysunek 1: Interpretacja geometryczna catki oznaczonej.
Jezeli funkcja f jest niedodatnia na przedziale [a,b] to pole P obszaru plaskiego ograniczo-
b
nego wykresem funkcji y = f(z), osia Ox oraz prostymi z = a i @ = b réwne jest — [ f(z)dz
a

(patrz Rysunek 1 b)).
b
P = —/f(:c)d:c, jezeli f(x) <0 dla z € [a,b].

Jezeli funkcja f na przedziale [a,b] zmienia znak, to pole P obszaru plaskiego ograniczonego
wykresem funkcji y = f(z), osia Oz oraz prostymi x = a i x = b réwne jest sumie pél potozonych
powyzej osi Ox i ponizej osi (patrz rysunek 2a), gdzie:

c d b
P=rispt b= [t [ @t [ fws
a d

Jezeli krzywe y = f(x) oraz y = g(x) dla = € [a, b] spelniaja nieréwnos¢ f(z) > g(z) co oznacza,

ze wykres funkcji f znajduje sie powyzej wykresu funkcji g, to pole obszaru ograniczonego tymi
krzywymi oraz prostymi x = a, x = b (patrz rysunek 2b) wyraza sie wzorem:

Pz/vuwy@mw
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Rysunek 2: Zastosowanie calki oznaczonej do liczenia pél obszaréw plaskich.

Twierdzenie 5. (podstawowe wlasnosci calki oznaczonej)
Niech funkcje f i g bedq catkowalne na przedziale [a,b], k = const. oraz ¢ € [a,b]. Wowczas:

) [ fla)is =~ | ftayas
b b
b) [k f(x)de =k [ f(z)dx;
c) j(f(x) ig(az))daz = fbf(.r)dmifg(a:)dx;

B | f@)de = [ f)de + [ )i

a a

Definicja 6. Niech funkcja f(x) bedzie catkowalna na przedziale [a, ], to funkcje:
Flz) = / FOdt, dla z € a0

okreslona na przedziale [a, b] nazywaé¢ bedziemy funkcja gornej granicy catkowania.

Twierdzenie 7. (wzor Newtona-Leibniza - cze$é druga glownego twierdzenia rachunku catkowego)
Jesli f jest ciggta na przedziale [a,b] i F jest funkcjq pierwotng funkcji f, to

b
/f(x)dx = F(b) — F(a).
Twierdzenie 8. (podstawianie w calce oznaczonej)
Jezeli za zmienng niezalezng ciggtej funkcji f(x) podstawimy nowq zmienng
r=¢(t), dla tela,pl,
gidze:
o ¢(t) €la,b] dlat € o, f];



dr Krzysztof Zyjewski Informatyka; S-71°.inz. 23 kwietnia 2019

L4 ¢(O{) = a, ¢(6) = ba
o /(1) jest cigglta na przedziale [, ]

to:

b B
/}@Mx:/fw®qut (5)

Dalsze zastosowania calki oznaczonej
Dtugosé krzywej:
Dhugosé krzywej T': y = f(x) dla x € [a, b] (patrz rysunek 3) wyraza sie wzorem:

b

|m=/w+uwwm

a

a b

Rysunek 3: Dlugosé tuku.

Objetosé¢ bryl obrotowych:
Objetos¢ V' bryly powstalej z:

a) obrotu wokot osi Oz obszaru N : a <z <b, 0 <y < f(z) (rysunek 4a) wyraza sie wzorem:
b
V= W/fZ(I)dI,

b) obrotu wokot osi Oy obszaru N : 0 <a <z <b, 0 <y < f(x) (innymi stowy objetos¢ bryly
powstalej z obrotu obszaru "pod krzywa"y = f(z)) (rysunek 4b) wyraza sie wzorem:

b
V= QW/xf(x)dx.
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Rysunek 4: Objetos¢ bryt powstatych z obrotu f ) wokol: a) osi Oz b) Osi Oy.

a)

Pole powierzchni bryl obrotowych:
Pole powierzchni powstatej z obrotu:

a) wokot osi Oz wykresu funkeji f(x) dla a < x < b, wyraza sie wzorem:
b
P= 27r/f(a:)\/1 + (f'(x))?dx,

b) wokot osi Oy wykresu funkcji f(z) dla 0 < a <z < b, wyraza sie wzorem:

a)

Rysunek 5: Pole powierzchni bryt powstalych z obrotu f(z) wokol: a) osi Oz b) Osi Oy.

Twierdzenie 9. (I-sze twierdzenie o wartosci Sredniej)

Niech funkcja f : [a,b] — R bedzie ciggta na przedziale [a,b] oraz niech funkcja g(x) ma staly znak
w przedziale [a,b] (nieujemna lub niedodatnia) i g(x) bedzie catkowalna w sensie Riemanna na [a,b].
Wowczas istnieje liczba ¢ € [a,b] taka, Ze:

b
/ f(@)g(x)dz = f(0 / g(z)de. (6)
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Whiosek 10. (twierdzenie o wartosci sredniej)
Jezeli g(x) = 1, to z twierdzenia 9 mamy, Ze istnieje ¢ € [a,b] takie, Ze:

1) = 5= [ fa)d (7

Wartosé p = f(c) nazywamy wartoscig Sredniq funkcji f(x) na przedziale [a, b].

10



