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Rachunek caªkowy funkcji jednej zmiennej

Zadania:

1. Sprawd¹, czy funkcja F (x) = (x2 + 5x + 1) cosx jest funkcj¡ pierwotn¡ funkcji
f(x) = (2x+ 5) cosx− (x2 + 5x+ 1) sinx− 2013 w zbiorze P = [−2019; 2019].

2. Sprawd¹, czy funkcja F (x) = x ln 1
x2
− 10 jest funkcj¡ pierwotn¡ funkcji

f(x) = ln 1
x2
− 2 w zbiorze P = [1,+∞).

3. Wyznaczy¢ funkcj¦ pierwotn¡ funkcji f(x) = x2 − 3, do której wykresu nale»y punkt (1; 3).

4. Wyznaczy¢ zbiór, w którym wykres dowolnej funkcji pierwotnej funkcji f(x) = 4x2 − x jest
wypukªy.

5. Korzystaj¡c z podstawowych wzorów na caªki funkcji elementarnych oblicz podane caªki nie-
oznaczone:
(a)

∫
x2dx; (b)

∫
(x2
√
x+ x3 + 4x− 1)dx; (c)

∫
(5x− 6x2 + 1

x
+ cosx+ ex)dx;

(d)
∫

dx
5√
x2

; (e)
∫

3xdx; (f)
∫

2x · 51−xdx;

(g)
∫

x2dx
x2+1

; (h)
∫

exdx
3ex−2 ; (i)

∫
tg2 xdx;

(j)
∫

sin2 x
2
dx; (k)

∫
4

x2+1
dx; (l)

∫
x
√
x−x 4√x
3√x dx;

(m)
∫ √

x−2 3√
x2+4

5√
5x3

6 3√x dx; (n)
∫ (x2−1)3

x
dx; (o)

∫ (
5
3x
− 4√

x2+1
+

5√3
cos2 x

)
dx;

(p)
∫

cos 2x
cos2 x sin2 x

dx; (r)
∫

1
sin2 x cos2 x

dx; (s)
∫
ex
(

1− e−x

x2

)
dx.

6. Korzystaj¡c z twierdzenia o caªkowaniu przez podstawianie oblicz:
(a)

∫
ex

ex+2
dx; (b)

∫
x
√
x2 − 3dx; (c)

∫
x

3x2−2dx;

(d)
∫

2x+1
2x2+2x+5

dx; (e)
∫
xex

2
dx; (f)

∫
(5− 3x)10dx;

(g)
∫

(7x+ 2)4dx; (h)
∫

sin3 xdx; (i)
∫

lnx
x
dx;

(j)
∫

x dx√
16−9x4 ; (k)

∫
sinx

3+2 cosx
dx; (l)

∫ cos(lnx)
x

dx;

(m)
∫

(x2 + x) sin(x3 + 3
2
x2)dx; (n)

∫
x2

cos2(x3+1)
dx; (o)

∫
dx

(x2+1) arctanx
dx;

(p)
∫
x3 ln(x4 + 2)dx; (r)

∫
sin3 x
cosx+1

dx; (s)
∫

sinx cosx
1+cos2 x

dx;

7. Korzystaj¡c z twierdzenia o caªkowaniu przez cz¦±ci oblicz:
(a)

∫
x sinxdx; (b)

∫
x2e−xdx; (c)

∫
x2 sinxdx;

(d)
∫

(3x2 + 4x− 1) cos 4xdx; (e)
∫

lnxdx; (f)
∫

lnx
3√
x5
dx;

(g)
∫
x4 lnxdx; (h)

∫
x ln3 x; (i)

∫
x3 ln2 x dx;

(j)
∫
e4x cos 3xdx (k)

∫
3x cosxdx; (l)

∫
x

cos2 x
dx;

(m)
∫

x arcsinx√
1−x2 dx; (n)

∫ x ln(
√
1+x2+x)√
1+x2

dx; (o)
∫

x2 sinx
cos3 x

dx;

8. Oblicz caªki z funkcji wymiernych:
(a)

∫
2x
x+1

dx; (b)
∫

x+2
x2−2xdx; (c)

∫
1

x(x+1)2
dx;

(d)
∫

x2

x2+2x−3dx; (e)
∫

3
x2+4x+7

dx; (f)
∫ x(x+2)

x2+2x+3
dx;

(g)
∫

8x+2
2x2+4x+3

dx; (h)
∫

x4−x3+x2+1
x3+x

dx; (i)
∫

2x2+x−4
x3−x2−2xdx;
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9. Oblicz caªki z funkcji trygonometrycznych:
(a)

∫
1

1+sinx+cosx
dx; (b)

∫
1

cosx
dx; (c)

∫
1

3+cosx
dx;

(d)
∫

cos4 xdx; (e)
∫

sin3 xdx; (f)
∫

1
4 sin2 x+9 cos2 x

dx;

(g)
∫

sin3 x cos3 xdx; (h)
∫

sin2 x cos4 xdx; (i)
∫

sin 3x cos 5xdx;
(j)

∫
sinx sin 3xdx; (k)

∫
sin8 xdx; (l)

∫
cos7 xdx;

10. Oblicz caªki z funkcji niewymiernych:
(a)

∫ √
−x2 − 4x+ 5dx; (b)

∫ √
x2 − 2x− 1dx; (c)

∫
dx√

2x2+4x+3
;

(d)
∫

1√
2+3x−2x2dx; (e)

∫
1+
√
x

1−
√
x
dx; (f)

∫
1√

x+ 3√xdx;

(g)
∫

3+ 6√2x+1
3√2x+1+ 4√2x+1

dx; (h)
∫

1
x

√
x−1
x+1

dx;

11. Oblicz podane caªki oznaczone z wykorzystaniem wzoru Newtona-Leibniza

a)
4∫
3

dx
x2+3x+2

; b)
3∫
0

1
x2+9

dx; c)
π/3∫
π/6

1+cos2 x
1+cos 2x

dx;

d)
π/2∫
0

sin3 x cosxdx; e)
6∫
0

6x
3
√

(x2+4)5
dx; f)

e2∫
e

1
x lnx

dx;

g)
2∫
0

√
4− x2dx, (t = 2 sin x); h)

e∫
1/e

lnxdx; ; i)
0∫
−1
xe−xdx;

j)
2∫
0

|x− 1|dx; k)
5∫
−3
E(x)dx; l)

5∫
−2
x sgn(−2x+ 4)dx;

12. Korzystaj¡c z interpretacji caªki oznaczonej oblicz pole obszaru D ograniczonego:
a) y = lnx, x = e, y = 0; b) y = x2, y = 2x2, y = 8, x ≥ 0;
c) y = x3 − x2 − x, y = x; d) y = x2 + 5x, y = x+ 5, y = 0;
e) y2 = 4 + x, y2 + x = 2; f) y = x, y = 1

4
x, y = 4

x
.

13. Oblicz dªugo±¢ ªuku krzywej:
a) y =

√
1− x2 dla 0 ≤ x ≤ 1

2
; b) y = ln(cosx) dla 0 ≤ x ≤ π

3
;

c) y = 1
2
(ex + e−x) dla 0 ≤ x ≤ 1; d) y = (4− x 2

3 )
3
2 dla 1 ≤ x ≤ 8.

14. Oblicz obj¦to±¢ bryªy powstaªej z obrotu �gury N wokóª osi OX, gdzie N :
a) y = 2x− x2, y = 0; b) y = x2, y =

√
x.

15. Oblicz obj¦to±¢:
a) kuli o promieniu R; b) elipsoidy obrotowej.

16. Oblicz pole powierzchni powstaªej z obrotu funkcji:
a) y = lnx dla 1 ≤ x ≤

√
3 wokóª osi Oy; b) y = 6x dla 0 ≤ x ≤ 1 wokóª osi Ox;

17. Oblicz ±redni¡ warto±¢ funkcji f(x) na wskazanym przedziale [a, b] :
a) f(x) =

√
x, [a, b] = [0, 100]; b) f(x) = sinx, [a, b] = [0, π];

c) f(x) = 1
1+x2

, [a, b] = [0, 1]; d) f(x) = sgn x, [a, b] = [−2, 4];

18. Pr¦dko±¢ pewnej rakiety w czasie pocz¡tkowych 8 sekund po starcie wynosi 7
2
t 3
√
t[m/s], przez

nast¦pne 12 sekund wynosi 2t+ 40[m/s] w chwili t, a przez kolejne 10 sekund jest staªa. Oblicz
drog¦ pokonan¡ przez rakiet¦: a) przez pocz¡tkowych 8 sekund, b) przez pocz¡tkowych 20
sekund, c) przez pocz¡tkowych 30 sekund, d) od upªywu 15-ej do upªywu 25-tej sekundy.
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Informacje pomocnicze:

przydatne wzory:

Lp. Wzór Uwagi

1.
∫
dx = x+ c

2.
∫
adx = ax+ c

3.
∫
xαdx = 1

α+1x
α+1 + c α ∈ R \ {−1}

4.
∫

sinxdx = − cosx+ c

5.
∫

cosxdx = sinx+ c

6.
∫

tg xdx = − ln | cosx|+ c x 6= π
2 + kπ, k ∈ N

7.
∫

ctg xdx = ln | sinx|+ c x 6= kπ, k ∈ N
8.

∫
sinhxdx = coshx+ c

9.
∫

coshxdx = sinhx+ c

10.
∫

1
cosh2 x

dx = tghx+ c

11.
∫

1
sinh2 x

dx = − ctghx+ c

12.
∫
axdx = 1

ln aa
x + c a > 0

13.
∫
exdx = ex + c

14.
∫

1
xdx = ln |x|+ c x 6= 0

15.
∫

1
cos2 xdx = tg x+ c x 6= π

2 + kπ, k ∈ N
16.

∫
1

sin2 x
dx = −ctg x+ c x 6= kπ, k ∈ N

17.
∫

1√
a2−x2dx = arcsin x

a + c a 6= 0

18.
∫

1
a2+x2dx = 1

a arctg x
a + c a 6= 0

19.
∫

1√
x2+a

dx = ln
∣∣x+

√
x2 + a

∣∣+ c a ∈ R
20.

∫
1

a2−x2dx = 1
2a ln

∣∣a+x
a−x

∣∣+ c a > 0, |x| 6= a

21.
∫ f ′(x)

f(x) dx = ln |f(x)|+ c

22.
∫

1
ax+bdx = 1

a ln |ax+ b|+ c

23.
∫

cosn xdx = 1
n sinx cosn−1 x+ n−1

n

∫
cosn−2 xdx n ≥ 2

24.
∫

sinn xdx = − 1
n cosx sinn−1 x+ n−1

n

∫
sinn−2 xdx n ≥ 2

25.
∫ √

x2 + adx = 1
2x
√
x2 + a+ a

2 ln |x+
√
x2 + a|+ c

26.
∫

dx
(x2+1)n = 1

2n−2
x

(1+x2)n−1 + 2n−3
2n−2

∫
1

(1+x2)n−1dx n ≥ 2

27.
∫ √

a2 − x2dx = a2

2 arcsin x
|a| +

x
2

√
a2 − x2 + c

3
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Twierdzenie 1. (Podstawowe prawa rachunku caªkowego)
Niech funkcje f i g b¦d¡ ci¡gªe na przedziale [a, b] oraz k ∈ R \ {0}. Wówczas:

•
∫
kf(x)dx = k ·

∫
f(x)dx, gdzie a = const. ∈ R,

•
∫

[f(x)± g(x)]dx =
∫
f(x)dx±

∫
g(x)dx.

Twierdzenie 2. (caªkowanie przez podstawienie)
Niech funkcja f b¦dzie ci¡gªa na przedziale [a, b] oraz funkcja g ma ci¡gª¡ pochodn¡ (tzn. funkcja
g′(x) jest ci¡gªa). Wówczas zachodzi poni»szy wzór na caªkowanie przez podstawienie:∫

f [g(x)] · g′(x)dx =

∫
f(t)dt, (1)

gdzie t = g(x) oraz dt = g′(x)dx.

Twierdzenie 3. (caªkowanie przez cz¦±ci)
Niech funkcje f i g maj¡ ci¡gªe pochodne. Wówczas ma miejsce tzw. wzór na caªkowanie przez cz¦±ci:∫

f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)−
∫
f ′(x)g(x)dx. (2)

Inne metody caªkowania

a) Caªkowanie funkcji wymiernych
Caªki uªamków prostych pierwszego rodzaju obliczmy albo ze wzoru 22 (tabela caªek), albo po-

przez podstawienie. Caªki uªamków prostych drugiego rodzaju wyliczmy jak poni»ej.

Obliczanie caªki uªamków prostych drugiego rodzaju∫
Ax+B

(ax2 + bx+ c)n
dx, (4 = b2 − 4ac < 0).

Powy»sz¡ caªk¦ sprowadzamy do postaci kanonicznej∫
Ax+B

[a(x− p)2 + q]n
dx,

(
p = − b

2a
, q = −4

4a

)
;

nast¦pnie wykonuj¡c podstawienie x− p =
√
q/a t, mamy∫
Ct+D

(t2 + 1)n
dt.

Teraz nale»y ja rozbi¢ na dwie caªki C
∫

t
(t2+1)n

dt oraz D
∫

1
(t2+1)n

dt. Pierwsz¡ obliczmy przez pod-
stawienie w = t2 + 1, a drug¡ przy stosuj¡c wzór indukcyjny nr 26.

Uwaga 4. Je»eli W (x) = P (x)
Q(x)

oraz stopie« wielomianu P (x) jest niemniejszy od stopnia wielo-
mianu Q(x) to najpierw nale»y podzieli¢ wielomian P (x) przez Q(x). Je»eli w wyniku tego dzielenia
otrzymamy wielomian Z(x) oraz reszt¦ z dzielenia R(x), to wówczas mo»emy zapisa¢:

P (x)

Q(x)
= Z(x) +

R(x)

Q(x)
. (3)

4
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b) Caªkowanie pewnych caªek niewymiernych:

1. Je»eli funkcja podcaªkowa jest iloczynem funkcji wymiernej oraz pewnej ilo±ci pot¦g postaci

(ax+ b)
n1
m1 , (ax+ b)

n2
m2 , . . . lub

(
ax+b
cx+d

) n1
m1 ,

(
ax+b
cx+d

) n2
m2 , . . . gdzie ni,mi ∈ N s¡ wzgl¦dnie pierwsze

to stosujemy odpowiednio podstawienia

ax+ b = tM lub
ax+ b

cx+ d
= tM (4)

gdzie M to najmniejsza wspólna wielokrotno±¢ m1, m2, . . .

2a. Caªk¦ postaci
∫

dx√
ax2+bx+c

sprowadzamy do
∫

dx√
a(x−p)2+q

i dokonujemy podstawienia x − p =√
1
|a|t.

2b. Caªk¦ postaci
∫ √

ax2 + bx+ cdx sprowadzamy do
∫ √

a(x− p)2 + qdx i dokonujemy podsta-

wienia x− p =
√

1
|a|t, a nast¦pnie stosujemy wzory(wymiennie)

∫ √
x2 + adx =

1

2
x
√
x2 + a+

a

2
ln |x+

√
x2 + a|+ c;

lub ∫ √
a2 − x2dx =

a2

2
arcsin

x

|a|
+
x

2

√
a2 − x2 + c.

c) Caªkowanie pewnych wyra»e« trygonometrycznych:

1. Caªk¦
∫
W (sinx, cosx, tg x)dx obliczmy przez podstawienie t = tg x

2
. Wówczas mamy:

dx =
2

1 + t2
dt, sinx =

2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
.

2. Caªk¦
∫
W (sin2 x, cos2 x, sinx cosx)dx obliczmy przez podstawienie t = tg x. Wówczas mamy:

dx =
1

1 + t2
dt, sin2 x =

t2

1 + t2
, cos2 x =

1

1 + t2
.

3. Caªk¦ postaci
∫

sinm x cosn xdx, n,m ∈ N liczmy:
a) gdy m, n s¡ parzyste jak podpunkcie 2;
b) gdy m jest nieparzyste, przez podstawienie t = cosx,
c) gdy n jest nieparzyste, przez podstawienie t = sinx.

4. Caªki postaci
∫

sin ax sin bxdx,
∫

cos ax cos bxdx,
∫

sin ax cos bx obliczmy korzystaj¡c ze wzo-
rów:

sinx sin y =
1

2
[cos(x− y)− cos(x+ y)],

cosx cos y =
1

2
[cos(x− y) + cos(x+ y)],

sinx cos y =
1

2
[sin(x− y) + sin(x+ y)].
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Interpretacja geometryczna caªki oznaczonej (zastosowanie caªki oznaczonej do liczenia pól
obszarów pªaskich)

Je»eli funkcja podcaªkowa f jest nieujemna, to caªk¦ oznaczon¡
b∫
a

f(x)dx interpretujemy jako pole

P obszaru pªaskiego ograniczonego wykresem funkcji y = f(x), osi¡ Ox oraz prostymi x = a i x = b
(patrz Rysunek 1 a)):

P =

b∫
a

f(x)dx, je»eli f(x) ≥ 0 dla x ∈ [a, b].

a) b)
Rysunek 1: Interpretacja geometryczna caªki oznaczonej.

Je»eli funkcja f jest niedodatnia na przedziale [a, b] to pole P obszaru pªaskiego ograniczo-

nego wykresem funkcji y = f(x), osi¡ Ox oraz prostymi x = a i x = b równe jest −
b∫
a

f(x)dx

(patrz Rysunek 1 b)).

P = −
b∫

a

f(x)dx, je»eli f(x) ≤ 0 dla x ∈ [a, b].

Je»eli funkcja f na przedziale [a, b] zmienia znak, to pole P obszaru pªaskiego ograniczonego
wykresem funkcji y = f(x), osi¡ Ox oraz prostymi x = a i x = b równe jest sumie pól poªo»onych
powy»ej osi Ox i poni»ej osi (patrz rysunek 2a), gdzie:

P = P1 + P2 + P3 =

c∫
a

f(x)dx−
d∫
c

f(x)dx+

b∫
d

f(x)dx.

Je»eli krzywe y = f(x) oraz y = g(x) dla x ∈ [a, b] speªniaj¡ nierówno±¢ f(x) ≥ g(x) co oznacza,
»e wykres funkcji f znajduje si¦ powy»ej wykresu funkcji g, to pole obszaru ograniczonego tymi
krzywymi oraz prostymi x = a, x = b (patrz rysunek 2b) wyra»a si¦ wzorem:

P =

b∫
a

[f(x)− g(x)]dx.

6
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a) b)
Rysunek 2: Zastosowanie caªki oznaczonej do liczenia pól obszarów pªaskich.

Twierdzenie 5. (podstawowe wªasno±ci caªki oznaczonej)
Niech funkcje f i g b¦d¡ caªkowalne na przedziale [a, b], k = const. oraz c ∈ [a, b]. Wówczas:

a)
a∫
b

f(x)dx = −
b∫
a

f(x)dx;

b)
b∫
a

k · f(x)dx = k
b∫
a

f(x)dx;

c)
b∫
a

(
f(x)± g(x)

)
dx =

b∫
a

f(x)dx±
b∫
a

g(x)dx;

d)
b∫
a

f(x)dx =
c∫
a

f(x)dx+
b∫
c

f(x)dx.

De�nicja 6. Niech funkcja f(x) b¦dzie caªkowalna na przedziale [a, b], to funkcj¦:

F (x) =

x∫
a

f(t)dt, dla x ∈ [a, b]

okre±lon¡ na przedziale [a, b] nazywa¢ b¦dziemy funkcj¡ górnej granicy caªkowania.

Twierdzenie 7. (wzór Newtona-Leibniza - cz¦±¢ druga gªównego twierdzenia rachunku caªkowego)
Je±li f jest ci¡gªa na przedziale [a, b] i F jest funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f, to

b∫
a

f(x)dx = F (b)− F (a).

Twierdzenie 8. (podstawianie w caªce oznaczonej)
Je»eli za zmienn¡ niezale»n¡ ci¡gªej funkcji f(x) podstawimy now¡ zmienn¡

x = φ(t), dla t ∈ [α, β],

gidze:

• φ(t) ∈ [a, b] dla t ∈ [α, β];

7
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• φ(α) = a, φ(β) = b;

• φ′(t) jest ci¡gªa na przedziale [α, β]

to:
b∫

a

f(x)dx =

β∫
α

f
[
φ(t)

]
φ′(t)dt. (5)

Dalsze zastosowania caªki oznaczonej
Dªugo±¢ krzywej:
Dªugo±¢ krzywej Γ : y = f(x) dla x ∈ [a, b] (patrz rysunek 3) wyra»a si¦ wzorem:

|Γ| =
b∫

a

√
1 + (f ′(x))2dx.

Rysunek 3: Dªugo±¢ ªuku.

Obj¦to±¢ bryª obrotowych:
Obj¦to±¢ V bryªy powstaªej z:

a) obrotu wokóª osi Ox obszaru N : a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x) (rysunek 4a) wyra»a si¦ wzorem:

V = π

b∫
a

f 2(x)dx,

b) obrotu wokóª osi Oy obszaru N : 0 ≤ a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x) (innymi sªowy obj¦to±¢ bryªy
powstaªej z obrotu obszaru "pod krzyw¡"y = f(x)) (rysunek 4b) wyra»a si¦ wzorem:

V = 2π

b∫
a

xf(x)dx.

8
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a) b)
Rysunek 4: Obj¦to±¢ bryª powstaªych z obrotu f(x) wokóª: a) osi Ox b) Osi Oy.

Pole powierzchni bryª obrotowych:
Pole powierzchni powstaªej z obrotu:

a) wokóª osi Ox wykresu funkcji f(x) dla a ≤ x ≤ b, wyra»a si¦ wzorem:

P = 2π

b∫
a

f(x)
√

1 + (f ′(x))2dx,

b) wokóª osi Oy wykresu funkcji f(x) dla 0 ≤ a ≤ x ≤ b, wyra»a si¦ wzorem:

P = 2π

b∫
a

x
√

1 + (f ′(x))2dx.

a) b)
Rysunek 5: Pole powierzchni bryª powstaªych z obrotu f(x) wokóª: a) osi Ox b) Osi Oy.

Twierdzenie 9. (I-sze twierdzenie o warto±ci ±redniej)
Niech funkcja f : [a, b] → R b¦dzie ci¡gªa na przedziale [a, b] oraz niech funkcja g(x) ma staªy znak
w przedziale [a, b] (nieujemna lub niedodatnia) i g(x) b¦dzie caªkowalna w sensie Riemanna na [a, b].
Wówczas istnieje liczba c ∈ [a, b] taka, »e:

b∫
a

f(x)g(x)dx = f(c)

b∫
a

g(x)dx. (6)

9
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Wniosek 10. (twierdzenie o warto±ci ±redniej)
Je»eli g(x) ≡ 1, to z twierdzenia 9 mamy, »e istnieje c ∈ [a, b] takie, »e:

f(c) =
1

b− a

b∫
a

f(x)dx. (7)

Warto±¢ µ = f(c) nazywamy warto±ci¡ ±redni¡ funkcji f(x) na przedziale [a, b].
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