
dr Krzysztof �yjewski Analiza matematyczna 3; Matematyka S-I0.lic. 22 stycznia 2019

Ogólna teoria miary i caªki:

3. caªkowanie

Zadania

1. Niech b¦d¡ dane ci¡gi funkcyjne

a) fn : R→ R, fn(x) := n · χ[n,n+ 1
n
](x).

b) fn(x) :=

{
n dla 0 < x < 1

n

0 w przeciwnym przypadku

c) fn(x) :=

{
n2 dla 0 < x < 1

n

0 w przeciwnym przypadku

d) fn(x) :=

{
1
n

dla 0 < x < n

0 w przeciwnym przypadku

Oblicz lim
n→∞

fn,
∫
R

lim
n→∞

fndx, lim
n→∞

∫
R
fndx oraz przeanalizuj istotno±¢ zaªo»e« twierdze« 1 i 2 dla

ci¡gów fn.

2. Wyznacz granic¦ ci¡gu caªek Lebesgue'a:

a) lim
n→∞

+∞∫
0

n√x
1+x2

dx;

b) lim
n→∞

π∫
0

sinx
n√x dx;

c) lim
n→∞

1∫
0

(
1 + x

n

)
e−xdx;

d) lim
n→∞

+∞∫
0

(
(1+x)n

1+(1+x)n

)
e−2xdx.

3. Zwery�kuj prawdziwo±¢ twierdzenia 1 dla caªki Riemana na przedziale [0, 1] z ciagiem funkcyj-
nym

fn(x) :=

{
1 je»eli x = qi dla pewnych 1 ≤ i ≤ n

0 w przeciwnym razie

gdzie qi to ró»ne liczby wymierne z przedziaªu [0, 1].

4. Wyznacz je±li istniej¡ caªki Lebesgue'a:

a)
1∫
0

∞∑
n=1

1
n2 3√x−1dx wskazówka:

∞∑
n=1

1
n2 = π2

6
,

b)
+∞∫
0

∞∑
n=1

(−1)n
2n

e−2
nxdx

1
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5. Wyka», »e istniej¡ i oblicz podane caªki

a)
π∫
0

π
2∫
0

sin(x+ y)dxdy,

b)
1∫
0

2∫
0

x · sgn (x+ y − 1)dxdy,

c)
1∫
0

1∫
0

x−y
x2+y2

dxdy,

d)
∫∫
A

cos(x+ y)dxdy, gdzie A jest obszarem ograniczonym prostymi y = 0, y = x, x+ y =

π
2
,

e)
∫∫∫
A

(xy2 + z)dxdydz, gdzie A = {(x, y, z) ∈ R3; 0 ≤ x ≤ 1, |y| ≤ x.|z| ≤ x}

6. Wyka», »e podane caªki w sensie Lebesque'a nie istniej¡:

a)
1∫
0

1∫
0

1
x−ydxdy

b
+∞∫
1

+∞∫
1

x2−y2
(x2+y2)2

dxdy

c)
1∫
−1

1∫
−1

xy
(x2+y2)2

dxdy (wykona¢ po zadaniu 7, a caªki iterowane istniej¡!!!)

7. Wprowadzaj¡c odpowiednie wspóªrz¦dne obliczy¢ caªki po wskazanych obszarach

a)
∫∫∫
A

(x2 + y2 + z2)dxdydz gdzie A = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ z ≤ 1}

b)
∫∫
A

f(x, y)dxdy gdzie A = {(x, y) ∈ R2; (x− 2)2 + (x+ 1)2 < 1} oraz

f(x, y) =

{
ln
√

(x− 2)2 + (x+ 1)2 dla (x, y) 6= (2,−1)

0 dla (x, y) = (2,−1),

c)
∫∫∫
A

ze−
9x2+4y2

2 dxdydz gdzie A = {(x, y, z) ∈ R3; x2

4
+ y2

9
≤ 1, −1 ≤ z ≤ 2},

d)
∫∫∫
A

zdxdydz gdzie A = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 + z2 < 1,
√
x2 + y2 < z, z > 0},

8. Dokonuj¡c odpowiednie podstawienie wyznacz caªki Lebesgue'a

a)
∫∫
A

(x+ y)dxdy gdzie A = {(x, y) ∈ R2; 0 ≤ x ≤ y ≤ 2x, x+ y ≤ 1};

b)
∫∫
A

y2

x4y4+1
dxdy gdzie A = {(x, y) ∈ R2; 0 < y < x};

9. Oblicz (granice ci¡gów funkcyjnych)

a) lim
n→∞

∫∫
A
n sin x

n
dxdy, gdzie A jest trójk¡tem o wierzchoªkach (0, 0), (0, 1), (1, 2),

b) lim
n→∞

∫∫
A

n
√
x2 + y2 · χ(0,∞)(x · y) + (1− x2 − y2) · χ(−∞,0)(x · y)dxdy,

gdzie A = {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 ≤ 1}.
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Informacje pomocnicze

Twierdzenie 1. (tw. Lebegue'a o monotonicznym przechodzeniu pod znakiem caªki)
Niech A ∈ F . Je»eli (fn) : A→ [0,+∞] jest:

a) niemalej¡cym ci¡giem nieujemnych (tzn. 0 ≤ f1(x) ≤ f2(x) ≤ · · · ) funkcji mierzalnych

lub

b) nierosn¡cym ci¡giem (tzn. f1(x) ≥ f2(x) ≥ f3(x) ≥ · · · ) funkcji caªkowalnych

oraz
f(x) = lim

n→∞
fn(x) dla x ∈ A.

Wówczas

lim
n→∞

∫
A

fndµ =

∫
A

fdµ.

Twierdzenie 2. (Lebegue'a o zbie»no±ci zmajoryzowanej)
Niech (fn) b¦dzie ci¡giem funkcji mierzalnych okre±lonych na zbiorze A. Ponadto istnieje caªkowalna
na zbiorze A funkcja g taka, »e |fn| ≤ g dla ka»dego naturalnego n. Wówczas granica lim

n→∞
fn jest

funkcj¡ caªkowaln¡ oraz

lim
n→∞

∫
A

fndµ =

∫
A

lim
n→∞

fndµ.

Twierdzenie 3. (caªkowanie szeregów nieujemnych wyraz za wyrazem)
Je»eli (fn) jest ci¡giem nieujemnych funkcji mierzalnych okre±lonych na zbiorze A, to∫

A

∞∑
n=1

fndµ =
∞∑
n=1

∫
A

fndµ.

Twierdzenie 4. (o caªkowaniu szeregów)

Niech (fn) b¦dzie ci¡giem funkcji caªkowalnych na zbiorze mierzalnym A. Je»eli
∞∑
n=1

∫
A

|fn|dµ <∞, to

funkcja
∞∑
n=1

fn jest caªkowalna oraz

∫
A

∞∑
n=1

fndµ =
∞∑
n=1

∫
A

fndµ.

Twierdzenie 5. (o przeliczalnej addytywno±ci wzgl¦dem dziedziny caªkowania)
Dla ka»dego ci¡gu (fn) parami rozª¡cznych zbiorów mierzalnych An zachodzi:∫

∞⋃
n=1

An

fndµ =
∞∑
n=1

∫
An

fndµ

o ile caªka z lewej strony wzoru istnieje.
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Twierdzenie 6. (caªkowanie przez podstawienie)
Niech ϕ : U → V b¦dzie dyfeomor�zmem (odwzorowanie ró»nowarto±ciowe, nieosobliwe klasy C1,
takie, »e ϕ−1 jest ci¡gªe), gdzie U, V ⊂ Rn, U−zbiór otwarty. Ponadto, niech b¦dzie dana funkcja f
okre±lona na zbiorze ϕ(U). Wówczas:

a) funkcja f jest caªkowalna na zbiorze ϕ(U) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f(ϕ(t))J (ϕ),

b) je»eli funkcja f jest mierzalna i nieujemna lub caªkowalna na ϕ(U), to zachodzi tzw. wzór na
caªkowanie przez podstawienie:∫

ϕ(U)=V

f(x)dx =

∫
U

f
(
ϕ(t)

)∣∣J (ϕ(t))
∣∣dt (w sensie Lebegue'a),

gdzie J (ϕ) oznacza jakobian przeksztaªcenia ϕ.

Twierdzenie 7. (wªasno±ci caªki )
W ustalonej przestrzeni z miar¡ (Ω,F , µ) caªka wzgl¦dem miary µ posiada nast¦puj¡ce wªasno±ci:

1) je»eli istnieje caªka
∫
A

f dµ oraz c ∈ R, to

∫
A

c f dµ = c

∫
A

f dµ.

2) je»eli funkcje mierzalne f, g : A→ R s¡ nieujemne lub caªkowalne i ich suma jest okre±lona ma
zborze A, to ∫

A

(f + g) dµ =

∫
A

f dµ+

∫
A

g dµ.

3) je»eli B,C ∈ F oraz B ∩ C = ∅, to∫
B∪C

f dµ =

∫
B

f dµ+

∫
C

f dµ

o ile istniej¡ caªki po prawej lub lewej stronie wzoru.

4) je»eli istniej¡ caªki
∫
A

f dµ i
∫
A

g dµ oraz f ≤ g, to

∫
A

f dµ ≤
∫
A

g dµ.

5) je»eli funkcja f : A→ [0,+∞] jest mierzalna, B ⊂ A i B ∈ F , to∫
B

f dµ ≤
∫
A

f dµ.
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6) je»eli funkcja f : A ∪B → R jest mierzalna, A,B ∈ F oraz µ(B) = 0, to∫
A∪B

f dµ =

∫
A

f dµ =

∫
A\B

f dµ.

7) je»eli funkcja f : A→ R jest mierzalna i µ(A) = 0, to∫
A

f dµ = 0.

8) je»eli funkcja f : A→ [0,+∞] jest mierzalna, to∫
A

f dµ = 0 ⇔ µ({x ∈ A; f(x) 6= 0}) = 0,

czyli f jest równa zero prawie wsz¦dzie.

9) je»eli funkcja f jest caªkowalna na zbiorze A oraz B ⊂ A i B ∈ F , to funkcja f jest caªkowalna
na zbiorze B.

10) je»eli istnieje caªka
∫
A

f dµ, to ∣∣∣∣∣∣
∫
A

f dµ

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
A

|f | dµ

(funkcja f jest caªkowalna na zbiorze A ⇔ funkcja |f | jest caªkowalna na tym zbiorze.)

11) je»eli funkcja f : A→ R jest mierzalna, funkcja g : A→ [0,+∞] jest caªkowalna oraz |f | ≤ g,
to funkcja f jest caªkowalna.

12) funkcja f : A → R mierzalna i ograniczona okre±lona na zbiorze A miary sko«czonej jest
caªkowalna oraz ∣∣∣∣∣∣

∫
A

f dµ

∣∣∣∣∣∣ ≤ sup
x∈A
|f(x)| · µ(A).

13) iloczyn f · g : A → R funkcji ograniczonej f : A → R i caªkowalnej g : A → R jest funkcj¡
caªkowaln¡.

14) je»eli funkcja f : A→ R jest caªkowalna, to

µ
(
{x ∈ A : f(x) = +∞ lub f(x) = −∞}

)
= 0.

15) je»eli funkcja f : A → R jest caªkowalna, to zbiór {x ∈ A; f(x) 6= 0} mo»na przedstawi¢ w
postaci przeliczalnej ilo±ci zbiorów miary sko«czonej.

16) je»eli funkcja f : A→ R jest caªkowalna, to

∀ε>0∃δ>0∀A⊃B∈F µ(B) < δ ⇒
∫
B

|f(x)|dµ < ε.

(bezwzgl¦dna ci¡gªo±¢ caªki wzgl¦dem miary).
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