
dr Krzysztof �yjewski Analiza matematyczna 3; MatematykaS-I0.lic. 2 pa¹dziernika 2018

Funkcje wielu zmiennych

Informacje pomocnicze

De�nicja 1. Niech funkcja f : D ⊆ R2 → R b¦dzie klasy Cp(D). Drug¡,..., n-t¡ ró»niczk¦ funkcji
f w punkcie (x, y) b¦dziemy oznacza¢ poprzez d2f(x, y)(dx, dy), ..., dnf(x, y)(dx, dy) i de�niowa¢
wzorami:

d2f(x, y)(dx, dy) = d
(
df(x, y)(dx, dy)

)
, ..., dnf(x, y)(dx, dy) = d

(
dn−1f(x, y)(dx, dy)

)
.

Zatem :

d2f(x, y)(dx, dy) =
∂2f

∂x2
(x, y)(dx)2 + 2

∂2f

∂x∂y
(x, y)dx dy +

∂2f

∂y2
(x, y)(dy)2

oraz

dnf(x, y)(dx, dy) =
n∑
k=0

(n
k

) ∂nf

∂xk∂yn−k
(x, y)(dx)k(dy)n−k. (1)

Twierdzenie 2. (wzór Taylora z reszt¡ Lagrange'a)
Niech f : D ⊆ R2 → R, gdzie D jest obszarem zawieraj¡cym odcinek o ko«cach P0 = (x0, y0),
P1 = (x0 + h1, y0 + h2). Je±li funkcja f ∈ Cn(D), to istnieje θ ∈ (0, 1) taka, »e

f(x0 + h1, y0 + h2) = f(x0, y0) + df(x0, y0)(h1, h2) +
1

2!
d2f(x0, y0)(h1, h2) + . . .+

1

(n− 1)!
dn−1f(x0, y0)(h1, h2) +

1

n!
dnf(x0 + θh1, y0 + θh2)(h1, h2),

Twierdzenie 3. (kryterium Sylwestera)

Niech d2f(x)(h) =
k∑

i,j=1

∂2f
∂xi∂xj

(x)hihj, b¦dzie forma kwadratow¡. Rozwa»my macierz:

A =


∂2f

∂x1∂x1
(x0) ... ∂2f

∂x1∂xk
(x0)

...
...

...
∂2f

∂xk∂x1
(x0) ... ∂2f

∂xk∂xk
(x0)

 .
Wówczas forma d2f(x0)(h) jest:

• dodatnio okre±lona je»eli wszystkie minory gªówne Ai, i = 1, 2, ..., k macierzy A s¡ dodatnie.

• ujemnie okre±lona je»eli minory gªówne speªniaj¡ warunki A1 < 0, A2 > 0, A3 < 0, A4 > 0, ...

• nieokre±lona w pozostaªych przypadkach.

Algorytm wyznaczania ekstremów globalnych (absolutnych) funkcji dwóch zmiennych
w obszarze domkni¦tym:

1. Wyznaczamy punkty krytyczne na istnienie ekstremów lokalnych wewn¡trz obszaru otwartego;
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2. Wyznaczamy szukamy punktów, w których funkcja mo»e mie¢ ekstrema warunkowe. W tym
celu skªadamy funkcj¦ dwóch zmiennych z funkcj¡ okre±laj¡c¡ brzeg obszaru (brzeg nale»y
podzieli¢ na sum¦ cz¦±ci, które mo»na opisa¢ równaniami y = ϕ(x) lub x = ψ(y)).

3. Porównujemy warto±ci funkcji w powy»szych punktach i ustalamy warto±¢ najmniejsz¡ i naj-
wi¦ksz¡ w tym obszarze domkni¦tym.

Twierdzenie 4. (metoda mno»ników Lagrange'a )
Niech f : D ⊆ Rn → R. Je»eli funkcja f(x1, x2, ..., xn) przy k (gdzie k < n) warunkach postaci:

g1(x1, x2, ..., xn) = 0, g2(x1, x2, ..., xn) = 0, ... gk(x1, x2, ..., xn) = 0 (2)

posiada w punkcie (x1, x2, ..., xn) ekstremum lokalne, to istniej¡ takie mno»niki λ1, ..., λk ∈ R, »e
∂f
∂x1

(x1, x2, ..., xn) + λ1
∂g1
∂x1

(x1, x2, ..., xn) + ...+ λk
∂gk
∂x1

(x1, x2, ..., xn) = 0,
∂f
∂x2

(x1, x2, ..., xn) + λ1
∂g1
∂x2

(x1, x2, ..., xn) + ...+ λk
∂gk
∂x2

(x1, x2, ..., xn) = 0,
...
∂f
∂xn

(x1, x2, ..., xn) + λ1
∂g1
∂xn

(x1, x2, ..., xn) + ...+ λk
∂gk
∂xn

(x1, x2, ..., xn) = 0.

Algorytm wyznaczania ekstremów warunkowych
Niech f : D ⊆ Rn → R. Chc¡c wyznaczy¢ ekstrema warunkowe funkcji f(x1, x2, ..., xn) przy k
warunkach postaci (2) nale»y szuka¢ punktów x1, x2, ..., xn, w których mog¡ istnie¢ ekstrema lokalne
funkcji:

Φ(x1, x2, ..., xn) := f(x1, x2, ..., xn) + λ1g1(x1, x2, ..., xn) + ...+ λkgk(x1, x2, ..., xn),

gdzie λ1, ..., λk ∈ R s¡ czynnikami (mno»nikami) staªymi. W tym celu z ukªadu n+ k równa«:

∂Φ
∂x1

(x1, x2, ..., xn) = 0,
...
∂Φ
∂xn

(x1, x2, ..., xn) = 0,

g1(x1, x2, ..., xn) = 0,
...

gk(x1, x2, ..., xn) = 0

z n+ k niewiadomymi x1, x2, ..., xn, λ1, ..., λk wyznaczamy x1, x2, ..., xn.

Twierdzenie 5. (twierdzenie o funkcji uwikªanej)
Niech funkcja F (x, y) b¦dzie okre±lona na otoczeniu punktu (x0, y0). Ponadto niech na otoczeniu tego
punktu posiada ci¡gªe pochodne cz¡stkowe ∂F

∂x
, ∂F
∂y

oraz

F (x0, y0) = 0 i
∂F

∂y
(x0, y0) 6= 0.

Wówczas:
a) w pewnym otoczeniu punktu x0 istnieje dokªadnie jedna funkcja y = y(x) speªniaj¡ca warunki
y0 = y(x0) i F (x, y) = 0 dla ka»dego x z tego otoczenia;
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b) funkcja y = y(x) jest ci¡gªa w pewnym otoczeniu punktu x0 i ma w nim ci¡gª¡ pochodn¡ dan¡
wzorem:

dy

dx
= −

∂F
∂x
∂F
∂y

.

Uwaga 6. Dla funkcji uwikªanej trzech zmiennych F (x, y, z) o ile funkcja F jest ci¡gªa, posiada
ci¡gªe pochodne cz¡stkowe ∂F

∂x
, ∂F
∂y
, ∂F
∂z

oraz

F (x0, y0, z0) = 0 i
∂F

∂z
(x0, y0, z0) 6= 0,

to w pewnym otoczeniu punktu (x0, y0) funkcja z = z(x, y) ma ci¡gªe pochodne cz¡stkowe pierwszego
rz¦du, które wyra»aj¡ si¦ wzorami

dz

dx
= −

∂F
∂x
∂F
∂z

,
dz

dy
= −

∂F
∂y

∂F
∂z

.
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Zadania

1. Wyznacz najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ warto±¢ funkcji f(x, y) = x2y(2 − x − y) w trójk¡cie do-
mkni¦tym ograniczonym prostymi x = 0, y = 0, x+ y = 6.

2. Wyznacz najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ warto±¢ funkcji f(x, y) = x2y w obszarze domkni¦tym ogra-
niczonym krzywymi y = e2x, y = e−x, y = ex−2.

3. Wyznacz najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ warto±¢ funkcji f(x, y) = x2 − y2 + 2 w kole x2 + y2 ≤ 1.

4. Wyznacz ekstrema warunkowe funkcji:
a) f(x, y) = y2 − x2 przy warunku 1

9
x2 + y2 = 1;

b) f(x, y) = x2 + xy + y2 przy warunku x+ y = 1.

5. Wyznacz odlegªo±¢ punktu (−1, 5, 0) od krzywej opisanej ukªadem

{
x = y2

x+ z = 1.

6. Znajd¹ pierwsz¡ i drug¡ pochodn¡ funkcji uwikªanej y = y(x) okre±lonej równaniem:
a) x3y − xy3 = 4; b) ln

√
x2 + y2 = arctg y

x
.

7. Znajd¹ y′(0), y′′(0) wiedz¡c, »e y = y(x) jest funkcj¡ uwikªan¡ zadan¡ równaniem
x2 − xy + 2y2 + x− y − 1 = 0 o ile y(0) = 1.

8. Znajd¹ pierwsz¡ i drug¡ pochodn¡ funkcji uwikªanej y = y(x) okre±lonej równaniem
x2 + y2 + 2x− 6y + 2 = 0 dla x0 = 1.

9. Wyznacz ekstrema funkcji uwikªanej y = y(x) okre±lonej równaniem:
a) x3 + y3 − 3xy = 0; b) x2y2 − x4 + y4 − 5 = 0; c) x2 − 4x+ y2 = 5.

10. Wyznacz ekstrema funkcji uwikªanej z = z(x, y) okre±lonej równaniem
x2 + y2 + z2 − 2x+ 2y − 4z − 10 = 0.

11. Napisz wzór Taylora z reszt¡ Lagrange'a dla:
a) f(x, y) = sin2(x+ y), (x0, y0) = (π

8
, π

8
), n = 2;

b) f(x, y) = ex+2y, (x0, y0) = (0, 0), n = 3;
c) f(x, y) = (x+ y)3, (x0, y0) = (−1, 1), n = 4.

12. Rozwi« dane funkcje w szereg Maclaurina:
a) f(x, y) = (1 + x)2(1 + y3); b) f(x, y) = 2x3 + y2 + x2y.
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