dr Krzysztof Zyjewski Analiza matematyczna 3; Matematyka S-1°.lic. 5 grudnia 2018

Calka powierzchniowa

1. Oblicz podane calki powierzchniowe niezorientowane:
a) [[ (2% — 42* — 4y*)dS, gdzie S to czes¢ plaszezyzny z = 1+ 2z +2y dlaz € [0,2] 1y € [0,2];

b) ff(QyQ + 2)dS, gdzie S to cze$¢ powierzchni z = 22 — y? spelniajaca warunek x? + y? < 1;
¢) ffzdS, gdzie S to czesé sfery 22 + y* + 2% = 16 spelniajaca warunek z > 22 + y?%;

d) TI(QZ‘ +1)dS, gdzie S to czes¢ walca © = /4 — y2 dla z € [0, 1];

e) ffﬁm&?, gdzie S to powierzchnia dana wzorem z = $y?, jezeli |z| + |y| < 2.

f) ff 2?2 + y2dS, gdzie S to cze$¢ powierzchni stozka 22 + y? = %22 dla z € [0,2] (tacznie z
”pofistawaj’)

g) [[(y+z++a® — 22)dS, gdzie S to czesé powierzchni bocznej walca 22 +y? = o dla z € [0, 4]
orag a > 0;

h) [[(zy + yz + 22)dS, gdzie S to cze$é powierzchni bocznej stozka z = (/a2 + y? wyciete]
S

walcem 22 + y? = 4ux;
i) [[ 2%dS, gdzie S to jest okreslona rownaniami x = 3 cos ¢ cosw, y = 3sinp cosw, z = 3sinw

S
dla0<p<2m,0<w<3;

2. Oblicz pole powierzchni S :
a) wycigtej walcem x? + y*> = R? z powierzchni z = 22 — y?;
b) paraboloidy z = %(zQ + y?) ograniczonej plaszczyznami z =01 z = 2 (dla z > 0);
¢) okreslonej réwnaniami z = rcos, y = rsing, x = 4p, gdzie 0 <r < 3,0 < ¢ < 2.
3. Oblicz mase paraboloidy obrotowej danej wzorem z = %(m2+y2) zawartej miedzy plaszczyznami
z=01z=1, jezeli w kazdym jej punkcie jej gestos¢ rowna sie trzeciej wspolrzednej punktu
powierzchni.

4. Oblicz catkowity tadunek elektryczny rozmieszczony na powierzchni z = /4 — 22, gdzie 0 <
x <loraz 0 <y <1, jezeli gestos¢ tadunku w punkcie (z,vy, 2) jest dana wzorem = + y + z.

5. Oblicz podane catki powierzchniowe zorientowane:
a) || zdydz, gdzie S to dodatnia strona powierzchni & = 3 —y — z oile 0 < y < 3 oraz

s
0<2<3—y;
b) [[ #*y?zdzdy, gdzie S to zewnetrzna strona dolnej polowy powierzchni 22 + y? + 2% = 9;

S
¢) [[ 2?zdydz+xyzdzde + (2 +yz*)dady, gdzie S to zewnetrzna strona powierzchni 22+ 2% = 4
S

dla z < 0 oraz y € [0, 3];
d) [[ z*dydz + y*dzdx + z*dxdy, gdzie S jest zewnetrzng strona powierzchni bocznej stozka
S

>+ =22dla0< 2 <2
e) [[ zdzdx + (x + y)dady, gdzie S to powierzchnia okreslona parametrycznie x(u,v) = u,

S

y(u,v) =u—wv, z(u,v) =2u+v, dla (u,v) € [0,1] x [0, 1];

f) [[(y—2)dydz+ (z — x)dzdx + (x — y)dzdy, gdzie S to powierzchnia okreslona parametrycznie
s

x(u,v) =vcosu, y(u,v) =vsinu, z(u,v) = v, dla (u,v) € [0,27] x [0, 1];
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6. Korzystajac z twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego oblicz podane catki powierzchniowe:
a) [[423dydz + 4y*dzde — 62*dxdy, gdzie S jest zewnetrzna strona bryly ograniczonej przez
S

> +yt=a 2=0,2=4
b) [[ 2*dydz + y*dzdx + 2*dxdy, gdzie S to zewnetrzna strona powierzchnia zlozonej ze stozka

S

z = \/x? + y? oraz plaszczyzny z = 2;

¢) [[ xdydz — y*dzdx + (2* + 2* — 1)dxdy, gdzie S jest zewnetrzna strong elipsoidy obrotowej
S

x2 2 22 1.

X + Yy -+ 9 = 1,

d

) JJ (2% + y*)dydz + zzdzdx + (y* — x*)dxdy, gdzie S jest zewnetrzng strong paraboloidy
S
obrotowej z = x2 + y? — 4 znajdujacej sie ponizej plaszczyzny Oxy.

7. Korzystajac z twierdzenia Stokesa oblicz podane calki krzywoliniowe:
[xdx + zzdy + zdz, gdzie K to dodatnio zorientowany okrag o rownaniach

K vHy=1
z =2
b) [(z—2z2)dz+ (x+3y+2)dy+ (14+y)dz, gdzie K to dodatnio zorientowana krawedz trojkata

K
o wierzchotkach A = (1,0,0), B = (0,1,0), C' = (0,0, 1);
¢) [yidx — 2*dy + 2%dz, gdzie K to dodatnio zorientowana krawedz przecigcia powierzchni
2z =1— 2% — y? z plaszczyznami uktadu wspotrzednych dla = >0, y > 0, z > 0.

8. Udowodnij, ze objeto$¢ bryly ograniczonej zamknieta powierzchnia gltadka S, ktora jest zorien-

towana dodatnio moze by¢ wyrazona wzorem:

1
V= 3 Lf xdydz + ydzdzr + zdxdy.

9. Niech pole wektorowe W = [P, Q, R] oraz funkcja u beda okreslone na pewnym obszarze V C R?
oraz takie, zeby ponizsze wyrazenia mialy sens. Wykaz, ze:

a) jezeli W =gradF(z,y, z) to div(gradF)= axg + %Zg + %if,
b) div(rotW)= 0,
c) rot(gradF) 0;
d) rot(F - W)=gradF x W + F-rotW,
¢) div(F - W)=gradF o W + F-div\¥,
gdzie - oznacza zwykle mnozenie, a symbole X, o to odpowiednio iloczyn wektorowy i iloczyn
skalarny.



