
dr Krzysztof �yjewski Analiza matematyczna 3; Matematyka S-I0.lic. 5 grudnia 2018

Caªka powierzchniowa

1. Oblicz podane caªki powierzchniowe niezorientowane:
a)
s
S

(z2− 4x2− 4y2)dS, gdzie S to cz¦±¢ pªaszczyzny z = 1+ 2x+ 2y dla x ∈ [0, 2] i y ∈ [0, 2];

b)
s
S

(2y2 + z)dS, gdzie S to cz¦±¢ powierzchni z = x2 − y2 speªniaj¡ca warunek x2 + y2 ≤ 1;

c)
s
S

zdS, gdzie S to cz¦±¢ sfery x2 + y2 + z2 = 16 speªniaj¡ca warunek z ≥ x2 + y2;

d)
s
S

(2x+ 1)dS, gdzie S to cz¦±¢ walca x =
√
4− y2 dla z ∈ [0, 1];

e)
s
S

x2
√
1 + 2zdS, gdzie S to powierzchnia dana wzorem z = 1

2
y2, je»eli |x|+ |y| ≤ 2.

f)
s
S

√
x2 + y2dS, gdzie S to cz¦±¢ powierzchni sto»ka x2 + y2 = 1

4
z2 dla z ∈ [0, 2] (ª¡cznie z

�podstaw¡�)
g)
s
S

(y+z+
√
a2 − x2)dS, gdzie S to cz¦±¢ powierzchni bocznej walca x2+y2 = a2 dla z ∈ [0, 4]

oraz a > 0;
h)
s
S

(xy + yz + xz)dS, gdzie S to cz¦±¢ powierzchni bocznej sto»ka z =
√
x2 + y2 wyci¦tej

walcem x2 + y2 = 4x;
i)
s
S

z2dS, gdzie S to jest okre±lona równaniami x = 3 cosϕ cosω, y = 3 sinϕ cosω, z = 3 sinω

dla 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ ω ≤ π
2
;

2. Oblicz pole powierzchni S :
a) wyci¦tej walcem x2 + y2 = R2 z powierzchni z = x2 − y2;
b) paraboloidy z = 1

2
(x2 + y2) ograniczonej pªaszczyznami x = 0 i z = 2 (dla x ≥ 0);

c) okre±lonej równaniami x = r cosϕ, y = r sinϕ, x = 4ϕ, gdzie 0 ≤ r ≤ 3, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

3. Oblicz mas¦ paraboloidy obrotowej danej wzorem z = 1
2
(x2+y2) zawartej mi¦dzy pªaszczyznami

z = 0 i z = 1, je»eli w ka»dym jej punkcie jej g¦sto±¢ równa si¦ trzeciej wspóªrz¦dnej punktu
powierzchni.

4. Oblicz caªkowity ªadunek elektryczny rozmieszczony na powierzchni z =
√
4− x2, gdzie 0 ≤

x ≤ 1 oraz 0 ≤ y ≤ 1, je»eli g¦sto±¢ ªadunku w punkcie (x, y, z) jest dana wzorem x+ y + z.

5. Oblicz podane caªki powierzchniowe zorientowane:
a)
s
S

xdydz, gdzie S to dodatnia strona powierzchni x = 3 − y − z o ile 0 ≤ y ≤ 3 oraz

0 ≤ z ≤ 3− y;
b)
s
S

x2y2zdxdy, gdzie S to zewn¦trzna strona dolnej poªowy powierzchni x2 + y2 + z2 = 9;

c)
s
S

x2zdydz+xyzdzdx+(x2+yz2)dxdy, gdzie S to zewn¦trzna strona powierzchni x2+z2 = 4

dla z ≤ 0 oraz y ∈ [0, 3];
d)
s
S

x2dydz + y2dzdx + z2dxdy, gdzie S jest zewn¦trzn¡ stron¡ powierzchni bocznej sto»ka

x2 + y2 = z2 dla 0 ≤ z ≤ 2;
e)
s
S

zdzdx + (x + y)dxdy, gdzie S to powierzchnia okre±lona parametrycznie x(u, v) = u,

y(u, v) = u− v, z(u, v) = 2u+ v, dla (u, v) ∈ [0, 1]× [0, 1];
f)
s
S

(y−z)dydz+(z−x)dzdx+(x−y)dxdy, gdzie S to powierzchnia okre±lona parametrycznie

x(u, v) = v cosu, y(u, v) = v sinu, z(u, v) = v, dla (u, v) ∈ [0, 2π]× [0, 1];
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6. Korzystaj¡c z twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego oblicz podane caªki powierzchniowe:
a)
s
S

4x3dydz + 4y3dzdx − 6z4dxdy, gdzie S jest zewn¦trzn¡ stron¡ bryªy ograniczonej przez

x2 + y2 = a2, z = 0, z = 4;
b)
s
S

x2dydz+ y2dzdx+ z2dxdy, gdzie S to zewn¦trzna strona powierzchnia zªo»onej ze sto»ka

z =
√
x2 + y2 oraz pªaszczyzny z = 2;

c)
s
S

xdydz − y2dzdx + (x2 + z2 − 1)dxdy, gdzie S jest zewn¦trzn¡ stron¡ elipsoidy obrotowej

x2

4
+ y2 + z2

9
= 1;

d)
s
S

(z2 + y2)dydz + xzdzdx + (y2 − x2)dxdy, gdzie S jest zewn¦trzn¡ stron¡ paraboloidy

obrotowej z = x2 + y2 − 4 znajduj¡cej si¦ poni»ej pªaszczyzny Oxy.

7. Korzystaj¡c z twierdzenia Stokesa oblicz podane caªki krzywoliniowe:
a)

∫
K

xdx + xzdy + zdz, gdzie K to dodatnio zorientowany okr¡g o równaniach

K :

{
x2 + y2 = 1,

z = 2;

b)
∫
K

(x−2z)dx+(x+3y+z)dy+(1+y)dz, gdzie K to dodatnio zorientowana kraw¦d¹ trójk¡ta

o wierzchoªkach A = (1, 0, 0), B = (0, 1, 0), C = (0, 0, 1);
c)

∫
K

y2dx − x2dy + z2dz, gdzie K to dodatnio zorientowana kraw¦d¹ przeci¦cia powierzchni

z = 1− x2 − y2 z pªaszczyznami ukªadu wspóªrz¦dnych dla x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0.

8. Udowodnij, »e obj¦to±¢ bryªy ograniczonej zamkni¦t¡ powierzchni¡ gªadk¡ S, która jest zorien-
towana dodatnio mo»e by¢ wyra»ona wzorem:

V =
1

3

x

S

xdydz + ydzdx+ zdxdy.

9. Niech pole wektorowe ~W = [P,Q,R] oraz funkcja u b¦d¡ okre±lone na pewnym obszarze V ⊂ R3

oraz takie, »eby poni»sze wyra»enia miaªy sens. Wyka», »e:

a) je»eli ~W =gradF (x, y, z) to div(gradF )= ∂2F
∂x2

+ ∂2F
∂y2

+ ∂2F
∂z2

;

b) div(rot ~W )= 0,

c) rot(gradF )= ~0;

d) rot(F · ~W )=gradF × ~W + F ·rot ~W,

e) div(F · ~W )=gradF ◦ ~W + F ·div ~W,
gdzie · oznacza zwykªe mno»enie, a symbole ×, ◦ to odpowiednio iloczyn wektorowy i iloczyn
skalarny.
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