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Caªka krzywoliniowa

1. Oblicz caªki krzywoliniowe niezorientowane:
a)
∫
K

1
x−yds, gdzie K: y = 1

2
x− 2 dla 0 ≤ x ≤ 4;

b)
∫
K

(y − x)ds, gdzie K: y = x3 dla 1 ≤ x ≤ 2;

c)
∫
K

xyds, gdzie K to brzeg prostok¡ta o wierzchoªkach (0, 0), (4, 0), (4, 2), (0, 2);

d)
∫
K

x2yds, gdzie K to brzeg ªuk okr¦gu x2 + y2 = 16 le»¡cy w drugiej ¢wiartce okr¦gu;

e)
∫
K

(x+ y)ds, gdzie K to brzeg trójk¡ta o wierzchoªkach A = (0, 0), B = (0, 1), C = (0, 1);

f)
∫
K

y2ds, gdzie K jest ªukiem cykloidy: x(t) = t− sin t, y(t) = 1− cos t dla t ∈ [0, 2π];

g)
∫
K

|y|ds, gdzie K: x(t) = cos t, y(t) = sin t dla t ∈ [0, 2π];

h)
∫
K

√
x2 + y2ds, gdzie K: x(t) = cos t+ t sin t, y(t) = sin t− t cos t dla t ∈ [0, 2π];

i)
∫
K

2xyzds, gdzie K: x(t) = cos t, y(t) = sin t, z(t) = 3t dla t ∈ [π
4
, π
3
].

2. Korzystaj¡c z interpretacji geometrycznej caªki krzywoliniowej oblicz dªugo±¢ ªuku krzywej:
a) póªokr¦gu x2 + y2 = 9 dla x ≥ 0; b) y = lnx dla x ∈ [2, 5];
c) kardioidy o równaniu r(ω) = 1 + cosω dla ω ∈ [−π, π].

3. Korzystaj¡c z interpretacji geometrycznej caªki krzywoliniowej oblicz pole powierzchni walco-
wej utworzonej przez:
a) walec x2 + y2 = 1 ograniczony pªaszczyznami z = −x i z = 5 + y;

b) elips¦ x2

9
+ y2

5
= 1 w pªaszczy¹nie Oxy oraz pªaszczyzn¦ z = y dla y ≥ 0.

4. Oblicz mas¦ krzywej y = lnx dla x ∈ [
√
3,
√
8] o g¦sto±ci liniowej %(x, y) = x2.

5. Oblicz caªk¦ krzywoliniow¡
∫
K

2xydx − x2dy, gdzie K = AB od punktu A = (0, 0) do punktu

B = (2, 1), gdzie K to:
a) odcinek prostej; b) ªuk paraboli y = 1

4
x2;

c) ªuk paraboli x = 2y2; d) to ªamana ACB, gdzie C = (2, 0).

6. Oblicz caªki zorientowane:
a)
∫
K

xdy − ydx, gdzie K : x(t) = cos t, y(t) = sin t dla t ∈ [0, π
2
];

b)
∫
K

x2dx+ 2xydy, gdzie K to górny ªuk elipsy 9x2 + 4y2 = 36 skierowany dodatnio;

c)
∫
K

ydx−xdy
x2+y2

, gdzie K jest skierowanym ujemnie okr¦giem x2 + y2 = R2;

d)
∫
K

xydx− x2dy, gdzie K to ªuk hiperboli y = 1
x
dla x ∈ [1, 4];

e)
∫
K

(x2 + y2)dx− xydy, gdzie K : x(t) = t, y(t) = et dla t ∈ [0, 1];

f)
∫
K

(2a− y)dx− (a− y)dy, gdzie K to ªuk cykloidy x(t) = a(t− sin t), y(t) = a(1− cos t) dla

t ∈ [0, 2π];
g)
∫
K

2x(y − 1)dx+ x2dy, gdzie K kontur �gury ograniczonej liniami y = x2, y = 9 obiegaj¡cy

�gur¦ przeciwnie do ruchu wskazówek zegara;
h)
∫
K

xdx+ ydy + zdz, gdzie K : x(t) = 2t, y(t) = t2, z = 1− t dla t ∈ [0, 1].
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7. Oblicz pole obszaru ograniczonego:
a) krzyw¡ K : x(t) = a cos3 t, y(t) = a sin3 t, gdzie a > 0 oraz t ∈ [0, 2π];
b) parabol¡ y = x2 i prost¡ y = 1.

8. Korzystaj¡c z twierdzenia Greena oblicz caªki:
a)
u

K

(x+y)dx−(x2+y2)dy, gdzieK jest brzegiem trójk¡taABC o wierzchoªkachA = (1, 1), B =

(3, 2), C = (2, 3) zorientowanym dodatnio;
b)
u

K

xydx+ xdy, gdzie K to zorientowany ujemnie brzeg elipsy 4x2 + 2y2 = 2;

c)
u

K

(xy + x + y)dx + (xy + x − y)dy, gdzie K to zorientowany dodatnio okr¡g o równaniu

x2 + y2 = 2x;
d)
u

K

ex(1 − cos y)dx − ex(1 − sin y)dy, gdzie K jest zorientowanym dodatnio brzegiem �gury

ograniczonej przez y = sinx, y = 0 dla x ∈ [0, π];
e)
u

K

y3dx − x3dy, gdzie K jest zorientowanym dodatnio brzegiem pier±cienia ograniczonym

przez x2 + y2 = 1 oraz x2 + y2 = 4.

9. Sprawd¹ czy caªki po krzywej zamkni¦tej K s¡ równe zero:
a)
u

K

2xydx+ x2dy;

b)
u

K

xdx+ydy
x2+y2

, gdzie punkt (0, 0)nie nale»y do krzywej K.

10. Oblicz prac¦ pola siªy ~F = [x3+y3, xy] wzdªu» paraboli y = x2 wykonana od punktu A = (0, 0)
do punktu B = (2, 4).

11. Niech A = (0, 0), B = (4, 0). Nie korzystaj¡c z warunku ∂P
∂y

= ∂Q
∂x

wyka», »e caªka
∫
AB

xdy−ydx

zale»y od drogi caªkowania.

12. Oblicz caªk¦ krzywoliniow¡
B∫
A

y2dx+ 2xdy, gdzie A = (−1, 1), B = (1, 1) caªkuj¡c po:

a) po odcinku AB;
b) po dolnym póªokr¦gu x2 + (y − 1)2 = 1;

A nast¦pnie sprawd¹ czy jej warto±¢ zale»y od drogi caªkowania.

13. Znajd¹ funkcj¦ F (x, y) (o ile istnieje), której ró»niczk¡ zupeªn¡ jest wyra»enie:
a) (4x3y3 − 3y2 + 5)dx+ (3x4y2 − 6xy − 4)dy;
b) [(x+ y + 1)ex − ey]dx+ [ex − (x+ y + 1)ey]dy;

c) (3x2 + 2x sin x
y
+ x2

y
)dx− x3

y2
cos x

y
dy;

d)
(

1
y
sin x

y
− y

x2
cos y

x
+ 1
)
dx+

(
1
x
cos y

x
− x

y2
sin x

y
+ 1

y2

)
dy;

e) [cos(x+ y2) + 3y]dx+ [2y cos(x+ y2) + 3x]dy;

f)
(

1
x
− y2

(x−y)2

)
dx+

(
x2

(x−y)2 −
1
y

)
dy;

g) yzdx+ (xz + z)dy + (xy + y + 2z)dz.
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14. Udowodnij, »e wyra»enie podcaªkowe jest ró»niczk¡ zupeªn¡ pewnej funkcji, a nast¦pnie oblicz
caªk¦:
a)
∫
AB

xy2dx+ yx2dy, gdzie A = (2, 0), B = (0, 2);

b)
∫
AB

(x+ ln y)dx+ (x
y
+ sin y)dy, gdzie A = (1, 1), B = (0, π);

c)
∫
AB

(3x2 − 3yz)dx+ (3y2 − 3xz)dy + (3z2 − 3xy)dz, gdzie A = (1,−2, 1), B = (3, 1,−2).

15. Udowodnij, caªka nie zale»y od drogi caªkowania, a nast¦pnie oblicz j¡:

a)
(3,−4)∫
(0,1)

xdx+ ydy;

b)
(6,8)∫
(1,0)

xdx+ydy√
x2+y2

, gdzie droga caªkowania nie zawiera punktu (0, 0);

c)
(2,π)∫
(1,π)

(
1− y2

x2
cos y

x

)
dx+

(
sin y

x
+ y

x
cos y

x

)
dy, gdzie droga caªkowania nie przecina osi Oy;

d)
(2,3,5)∫
(1,1,2)

(x3 − 5yz)dx+ (y3 − 5xz)dy + (z3 − 5xy)dz.
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