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Caªka potrójna

1. Oblicz caªki iterowane:

a)
1∫
−1
dx

1∫
0

dy
2∫
0

(4y − z)dz; b)
1∫
0

dz

π
4∫
0

dy
2∫
0

x cos ydx;

c)
2∫
0

(
1∫
0

(
3∫
0

(1− 4x+ 6y2)dz

)
dx

)
dy; d)

1∫
0

dz
2∫
−1
dx

1∫
0

zxexydy.

2. Oblicz caªki potrójne po wskazanych prostopadªo±cianach V :
a)
∫∫∫
V

xy2zdxdydz, gdzie V = [0; 1]× [−1; 1]× [1; 3];

b)
∫∫∫
V

x
yz
dxdydz, gdzie P = [1; 2]× [1; e]× [1; e];

c)
∫∫∫
V

sinx sin(x+ y) sin(x+ y + z)dxdydz, gdzie V = [0;π]× [0; π]× [0;π];

d)
∫∫∫
V

1√
x+y+z+1

dxdydz, gdzie V = [0; 1]× [0; 2]× [0; 3].

3. Podane caªki podwójne zamie« na sumy iloczynów caªek pojedynczych:
a)
∫∫∫
V

z ln(xyyx)dxdydz, gdzie V = [1; e]× [1; e]× [0; 1];

b)
∫∫∫
V

x ln2 y√x
cos z

dxdydz, gdzie V = [1, e]× [1, 2]× [−π
3
; π
3
].

4. Oblicz caªki potrójne:

a)
π∫
1

dx
x∫
0

dy
x+y∫
0

cos(y + z)dz; b)
1∫
−1

√1−x2∫
0

√x2+y2∫
0

zdz

 dy

 dx.

5. Zamie« kolejno±¢ caªkowania:

a)
2∫
−2
dx

0∫
−
√
4−x2

dy

√
4−x2−y2∫

−
√

4−x2−y2
f(x, y)dz; b)

1∫
0

(
1−y∫
0

(
y+z∫
0

f(x, y, z)dx

)
dz

)
dy.

6. Wskazane obszary, lub obszary ograniczone podanymi powierzchniami, opisa¢ jako obszary nor-
malne wzgl¦dem wskazanej pªaszczyzny:
a) walec x2 + y2 ≤ 9, −2 ≤ z ≤ 4, wzgl¦dem Oxz;
b) y = x2, x = y2, z = xy, z = 0 wzgl¦dem Oxy;
c) paraboloid¦ obrotow¡ x2 + y2 ≤ z ≤ 5 wzgl¦dem Oyz;
d) y = x2 + z2, y = 8− x2 − z2 wzgl¦dem Oxz.

7. Zamie« caªk¦ potrójn¡
∫∫∫
G

f(x, y, z)dxdydz na caªki iterowane, je±li G jest obszarem ograni-

czonym poprzez:
a) x2 + y2 = 9, z = −3, z = 2; b) x2 + y2 + z2 = 25, z = 3 dla z ≥ 3;

c) x = y2 + z2, x = 18− y2 − z2; d) z =
√
x2 + y2, z = 5.
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8. Oblicz caªki potrójne po wskazanych obszarach G :
a)
∫∫∫
G

dxdydz
(2+x+y+z)2

, gdzie G to obszar ograniczony przez x = 0, y = 0, z = 0; x+ y + z + 1 = 0;

b)
∫∫∫
G

ydxdydz, gdzie G to obszar ograniczony przez z = y, z = 0; y = 1− x2;

c)
∫∫∫
G

12xyzdxdydz, gdzie G to obszar ograniczony przez y = x2, y + z − 1 = 0, z = 0;

d)
∫∫∫
G

1dxdydz, gdzie G to obszar ograniczony przez x = 0, y = 0, z = 0, x + y = 4,

x+ y + z = 4, 16− x2 − y2 = 4z;
e)
∫∫∫
G

y cos(x+z)dxdydz, gdzieG to obszar ograniczony przez y =
√
x, y = 0, z = 0, z = π

2
−x.

9. Wprowadzaj¡c wspóªrz¦dne walcowe obliczy¢ podane caªki po wskazanych obszarach:
a)
∫∫∫
G

z
√
x2 + y2dxdydz, gdzie G to obszar ograniczony przez walec x2+y2 = 2x i pªaszczyzny

z = 4, z = −2;
b)
∫∫∫
G

√
x2 + y2dxdydz, gdzie G to obszar ograniczony przez sto»ek x2+ y2 = z2 i pªaszczyzn¦

z = 1;

b)
∫∫∫
G

√
x2 + y2dxdydz, gdzie G to obszar ograniczony przez x2 + y2 = z, z = 1, z = 4.

10. Wprowadzaj¡c wspóªrz¦dne sferyczne obliczy¢ podane caªki po wskazanych obszarach:
a)
∫∫∫
G

√
x2 + y2 + z2dxdydz, gdzieG to obszar ograniczony przez x2+y2+z2 = 9, x2+y2+z2 =

4, x ≤ 0, z ≤ 0;
b)
∫∫∫
G

xyzdxdydz, gdzie G to obszar ograniczony przez x2 + y2 + z2 = 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0;

c)
∫∫∫
G

(x2 + y2 + z2)2dxdydz, gdzie G to obszar ograniczony przez x2 + y2 + z2 = 4z;

d)
∫∫∫
G

1
x2+y2+z2

dxdydz, gdzie G to obszar ograniczony przez (x2 + y2 + z2)2 = 8z.

11. Dokonuj¡c odpowiedniej zamiany zmiennych oblicz wskazane caªki podwójne po obszarze G:
a)
∫∫∫
G

ydxdydz, gdzie G to obszar ograniczony przez x = 0, x = 1, x + y = 2,

x+ y = 4, x+ y + z = 4, x+ y + z = 5;

b)
∫∫∫
G

(18x2 + 8y2)ezdxdydz, gdzie G to obszar ograniczony przez x2

4
+ y2

9
≤ 1, |z| < 5.

12. Oblicz warto±ci ±rednie podanych funkcji na wskazanych obszarach:
a) f(x, y, z) = xy2z3 na V = [0, 3]× [0, 2]× [0, 1];
b) f(x, y, z) = x2 + y2 na obszarze ograniczonym x2 + y2 = 16, z2 = x2 + y2 dla z ≥ 0.

13. Korzystaj¡c z caªki potrójnej oblicz obj¦to±¢ bryªy ograniczonej przez:
a) trójwymiarow¡ elipsoid¦ x2

4
+ y2

9
+ z2 = 1;

b) walec x2 + y2 − 2y = 3 i pªaszczyzny x = 0, y = 0, z = 0, z = 1;
c) walec x2 + y2 = 1 i kul¦ x2 + y2 + z2 = 4;
d) sto»ek z2 = x2 + y2 i kul¦ x2 + y2 + z2 = 8;
e) paraboloid¦ z = x2 + y2 i pªaszczyzn¦ z = 1;

f) paraboloid¦ z = 6− x2 − y2 i sto»ek z =
√
x2 + y2.

14. Oblicz mas¦ kuli x2 + y2 + z2 = 4, której g¦sto±¢ %(x, y, z) w ka»dym punkcie jest równa
odlegªo±ci tego punktu od ±rodka kuli.

2


