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Caªka podwójna

Zadania

1. Oblicz caªki iterowane:

a)
4∫
0

dx
3∫
−2
xydy; b)

1∫
−2
dy

5∫
1

(x+ y)dx;

c)
4∫
−2

(
2∫
0

y2

x2+y2
dx

)
dy; d)

2π∫
0

(
a∫
0

r2 sin2 ωdr

)
dω, a > 0.

2. Oblicz caªki podwójne po wskazanych prostok¡tach P :
a)
∫∫
P

(x3 − 2xy + 4)dxdy, gdzie P = [1; 2]× [−1; 4];

b)
∫∫
P

x sin(xy)dxdy, gdzie P = [0; 1]× [π; 2π];

c)
∫∫
P

xydxdy√
x2+y2+1

dxdy, gdzie P = [0; 1]× [0; 1];

d)
∫∫
P

(x lnx+ 2xy)dxdy, gdzie P = [1; 2]× [0; 1];

e)
∫∫
P

(12x2y3 + 1
xy

)dxdy, gdzie P = [1; 2]× [1; 2].

3. Podane caªki podwójne zamie« na sumy iloczynów caªek pojedynczych:
a)
∫∫
P

cos(x− y)dxdy, gdzie P = [0, π
4
]× [0, π

3
];

b)
∫∫
P

xy ln x
y
dxdy, gdzie P = [1, e]× [1, 2].

4. Oblicz caªki podwójne:

a)
3∫
1

dx

√
x∫

1

y
x
dy; b)

2π∫
0

(
2+sin y∫

0

x
2
dx

)
dy;

c)
1∫
0

(√
x∫

x

(x+ y)dy

)
dx; d)

1∫
0

dy

√
y∫

y2

x
y
dx.

5. Zamie« kolejno±¢ caªkowania:

a)
2∫
0

dx
2x∫
x

f(x, y)dy; b)
1∫
−2

(
4∫
y2
f(x, y)dx

)
dy;

c)
2∫
−6
dx

2−x∫
x2

4
−1

f(x, y)dy; d)
1∫
−1

(
1−x2∫

−
√
1−x2

f(x, y)dy

)
dx;

e)
e∫
1

(
ln y∫
0

f(x, y)dx

)
dy; f)

π∫
0

dx
2∫

sinx

f(x, y)dy;

g)
1∫
−1

(
|x|∫

−
√
4−x2

f(x, y)dy

)
dx; h)

2∫
0

( √
2x∫

√
2x−x2

f(x, y)dy

)
dx.

6. Niech f(x, y) b¦dzie ci¡gªa. Wyka» wzór Dirichleta dla dowolnego a > 0 :

a∫
0

dx

x∫
0

f(x, y)dy =

a∫
0

dy

a∫
y

f(x, y)dx.
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7. Zamie« caªk¦ podwójn¡
∫∫
D

f(x, y)dxdy na caªki iterowane, je±li D jest obszarem ograniczonym

poprzez:
a) x2 + y = 2, y3 = x2; b) x = y2, x = 1

2
y2 + 1;

c) x2 + 6x+ y2 − 4y − 12 = 0.

8. Oblicz caªki podwójne po wskazanych obszarach D :
a)
∫∫
D

(x2y + 4xy + y2x)dxdy, gdzie D to obszar ograniczony przez y = 2x, y = x2 − 2x;

b)
∫∫
D

(x2 + y)dxdy, gdzie D to trójk¡t o wierzchoªkach A = (−1, 2), B = (2,−1), C = (5, 5);

c)
∫∫
D

(2x+ 3y)dxdy, gdzie D to obszar ograniczony przez y = 1− |x|, y = −1;

d)
∫∫
D

2ydxdy, gdzie D to obszar ograniczony przez y =
√
x, y = 0, x+ y = 2;

e)
∫∫
D

xydxdy, gdzie D to ¢wiartka elipsy x2

4
+ y2

9
≤ 1 dla x ≥ 0, y ≥ 0;

f)
∫∫
D

| cos(x+ y)|dxdy, gdzie D = [0, π]× [0, π];

g)
∫∫
D

max{2x, y}dxdy, gdzie D = [0, 2]× [0, 1];

h)
∫∫
D

x2dxdy, gdzie D to obszar okre±lony przez nierówno±¢ |x|+ |y| ≤ 1;

i)
∫∫
D

xydxdy, gdzie D to obszar okre±lony przez xy = 2, |x− y| = 1;

j)
∫∫
D

sgn(y − x2)dxdy, gdzie D = [0, 2]× [0, 2];

9. Narysowa¢ obraz D prostok¡ta ∆ = [0; 1]× [2; 4] w przeksztaªceniu T :

{
x = u+ v;

y = u− v.

10. Wprowadzaj¡c wspóªrz¦dne biegunowe obliczy¢ podane caªki po wskazanych obszarach:
a)
∫∫
D

e(x
2+y2)dxdy, gdzie D to obszar ograniczony przez x2 + y2 ≤ 3;

b)
∫∫
D

xy2
√
x2 + y2dxdy, gdzie D to obszar ograniczony przez x2 + y2 ≤ 1, x ≤ 0, y ≥ 0;

c)
∫∫
D

√
x2 + y2dxdy, gdzie D to obszar ograniczony przez y = x, y =

√
3x, x2 + y2 = 1;

d)
∫∫
D

cos
√
x2 + y2dxdy, gdzie D to obszar ograniczony przez x2 + y2 = π2

4
, x2 + y2 = π2;

e)
∫∫
D

(x2 + y2)dxdy, gdzie D to obszar ograniczony przez x2 + y2 − 4y ≤ 0;

f)
∫∫
D

(3− 2y)dxdy, gdzie D to obszar ograniczony przez x2 + y2 ≤ 1;

g)
∫∫
D

xdxdy, gdzie D to obszar ograniczony przez x2 + y2 − 2y ≤ 0, y = x dla y ≤ x;

11. Oblicz warto±ci ±rednie podanych funkcji na wskazanych obszarach:
a) f(x, y) = sinx cos y na D = [0, π]× [0, π

2
];

b) f(x, y) = |x− y| na obszarze ograniczonym y = 3− 2x, y = 0, x = 0.

12. Oblicz pole powierzchni pªaskiej ograniczonej przez:
a) y = 2x+ 2, xy = 4, y =

√
x− 1, x = 0; b) y = 2x, y = 2−2x, y = 4;

c) y = ex, y = lnx, x+ y = 1, x = 2; d) y = 2x+ 2, xy = 4, y =
√
x− 1, x = 0;

e) x2 + y2 = 1, y = x2 + 1, x+ y = 3 y = 0; f) elipsy o równaniu
(
x
3

)2
+ y2 = 1.
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13. Oblicz obj¦to±¢ bryªy ograniczonej przez:
a) z = 0, y = 1, y = x2, z = x2 + y2; b) x = 0, y = 0, z = 0, z = 5− 2x− y;
c) y = 1, y = 5, z = x2 − 6, z = −2; d) z = 0, y = 1, y = x2, z = x2 + y2;
e) x2 + y2 + z2 = 9, x2 + y2 = 1; f) x2 + y2 + z2 = 2, z = x2 + y2;
g) x2 + y2 − 2y = 0, z = x2 + y2, z = 0; h) z = 0, x2 + y2 = 1, x2 + y2 = 9, z = 1

x2+y2
;

14. Oblicz pola powierzchni pªatów okre±lonych nast¦puj¡co:
a) pole pªata hiperboloidy parabolicznej z = x2 − y2 le»¡cej wewn¡trz walca x2 + y2 = 1;

b) pole pªata sto»ka z =
√
x2 + y2 wyci¦t¡ przez walec x2 + y2 = 2x;

c) pole pªata sfery x2 + y2 + z2 = 16 le»¡cej pomi¦dzy pªaszczyznami z = 1, z = 2;

d) pole pªata powierzchni 2z = x2 odci¦tej pªaszczyznami 2y = x, ; y = 2x, x = 2
√

2;
e) pole powierzchni paraboloidy hiperbolicznej z = xy le»¡cej wewn¡trz walca x2 + y2 = 1.

15. Dla funkcji:

f(x, y) =

{
x−y

(x+y)3
dla (x, y) 6= (0, 0);

0 dla (x, y) = (0, 0)

oblicz
1∫
0

dx
1∫
0

f(x, y)dy,
1∫
0

dy
1∫
0

f(x, y)dx. Co mo»esz wówczas powiedzie¢ o caªkowalno±ci w

sensie Riemanna funkcji f(x, y) na prostok¡cie [0, 1]× [0, 1].

16. Stosuj¡c Reguª¦ Leibniza dla caªki
1∫
0

xy−1
lnx

dx wyka», »e
1∫
0

x−1
lnx

= ln 2.

17. Wyka», »e
∞∫
0

e−x
2
dx =

√
π
2
.

18. Oblicz caªk¦ niewªa±ciw¡
∫∫
D

dxdy√
x2+y2

, gdzie D to obszar ograniczony przez 0 < x2 + y2 ≤ 1.

19. Dla jakich m ∈ R caªka
∫∫
D

dxdy
(x2+y2)m

, gdzie D speªnia x2 + y2 ≥ 1, jest zbie»na?

20. Dokonuj¡c odpowiedniej zamiany zmiennych oblicz wskazane caªki podwójne po obszarze D:
a)
∫∫
D

(x + y)dxdy, gdzie D to obszar ograniczony przez 2x + y = 2, 2x + y = 3, x − y = −1,

x− y = 1;
b)
∫∫
D

xydxdy, gdzie D to obszar ograniczony przez xy = 1, xy = 2, y = x2, y = 3x2.

21. Czy obszar D ograniczony wskazanymi krzywymi jest obszarem normalnym wzgl¦dem osi Ox?
osi Oy? a mo»e tylko regularny?
a) D to obszar ograniczony przez y = x2, y =

√
x;

b) D to obszar ograniczony przez y = 0, x = 2, y = x2, y = x2;
c) D to obszar ograniczony przez x2 + y2 = 8;
d) D to obszar ograniczony przez y = 1

x
, y = x, y = 2x, x > 0;

e) D to obszar ograniczony przez y = −1, y = 1, x = −y2, x = y2 + 2;
f) D to obszar ograniczony przez y = | sinx|, y = −1, x = −π

2
, x = π

2
.
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