1. Majac do dyspozycji 100 metréw biezacych siatki, chcemy ogrodzi¢ prostokatne pastwisko.
Jedna strona pastwiska biegnie wzdtuz kanalu o prostej linii brzegowej, wiec nie musimy
grodzi¢ tej strony. Jakie powinny by¢ wymiary pastwiska, aby jego powierzchnia byta naj-
wieksza?

Rozwigzanie:
Powiedzmy, ze wymiary pastwiska wynosza x i y. Wowczas 2x + y = 100 (przyjmujemy, ze
strona pastwiska o dtugosci y znajduje sie przy kanale). Powierzchnia pastwiska wynosi

P = zy = x(100 — 2x).

Widzimy, ze powierzchnia pastwiska jest funkcja jednej zmiennej x. Funkcja ta jest parabolg
o ujemnym wspotczynniku przy z? i pierwiastkach 0 i 50, zatem najwicksza swojg wartosé
przyjmuje dla x = 25. Dla tej wartosci z mamy y = 50.

2. Rozwiaz uklad rownan

xy?2d =2
2y =4
yz2x3 = 8.

Rozwiazanie: Zauwazmy najpierw, ze x # 0, y # 01 z # 0.

Dzielac pierwsze rownanie przez drugie i drugie przez trzecie otrzymujemy:

Stad
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Podstawiajac otrzymane réwnosci do pierwszego réwnania otrzymujemy 3% = 1.
Ostatecznie (x,y,z) = (2,1,1) lub (z,y,2) = (=2, —1,—1).

3. Znajdz wszystkie wielomiany P(x) majace wlasnosé
zP(x —1) = (x — 2)P(x)

dla kazdej wartosci zmiennej x.

Rozwigzanie:

Wstawiajac x = 0, x = 2 otrzymamy P(0) = 0 oraz P(1) = 0.

Zatem P(x) = xz(z — 1)Q(x), gdzie Q(z) jest pewnym wielomianem spetniajacym réwnosé

z(r—1)(z—2)Q(x — 1) = (x — 2)x(z — 1)Q(x).

Czyli Q(x — 1) = Q(z), wiec wielomian Q(z) jest staly. Ostatecznie P(z) = cx(z — 1), gdzie
c jest dowolng staltg.



4. Rozpatrzmy okrag przechodzacy przez trzy punkty: B(8,0), C(0,2) i D(0,6).

Okrag ten przecina o$ odcietych w punkcie B(8,0) i w jeszcze jednym punkcie A(a,0). Znajdz
ten punkt A, czyli znajdz warto$é pierwszej wspotrzedne;.
Rozwiazanie 1 (analityczne):

Srodek okregu ma wspohrzedne E (SJFT“, 4), Rys. 1, zatem réwnanie okregu ma postac

2
(z_S—;—a) +(y—4)* =72

Podstawiajac do powyzszego réwnania kolejno wspotrzedne punktow A i C' i wykonujac
odpowiednie dzialania algebraiczne otrzymujemy

—16a + 64 = 4r*,  16a + 16 = 47>

Odejmujac stronami pierwsze rownanie od drugiego otrzymamy
32a =48, a= —.

Uwaga. Zauwazmy, ze powyzsze rozumowanie mozemy uogolni¢ na dowolne polozenie
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punktow A, B, C'i D na odpowiednich osiach, Rys. 2. Jezeli punkty te maje odpowied-
nio wspotrzedne

A(a,0), B(b,0), C(0,c), D(0,d),

2



to otrzymamy, ze

|ab| = |ed].

Rozwiazanie 2 (geometryczne): Katy <ABC i <CDA sa oparte na tym samym tuku
AC, a wiec maja taka sama miare, Rys. 3. Wynika z tego, ze trojkaty AOBC i AODA
sa podobne, poniewaz maja ponadto wspolny kat przy wierzchotku O. Dzielac przez siebie
dhugosci odpowiednich bokéw otrzymujemy
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Uwaga. Zauwazmy, ze powyzsze rozumowanie daje jeszcze dalej idace uogolnienie niz Roz-
wigzanie 1. Mianowicie proste przecinajace okrag nie musza by¢ prostopadte, Rys. 4. Jezeli
nieréwnolegle proste przecinaja sie w punkcie O (potozenie punktu O wzgledem okregu nadal
nie ma znaczenia, Rys. 5) i jedna przecina okrag w punktach A i B, a druga w punktach C i
D, to otrzymujemy, ze

|OA||OB| = |0C||OD|.




5. Umiesémy punkty A i B na pewnym okregu O, a punkt C' na zewnatrz tego okregu. Niech
punkt M bedzie srodkiem ciezkosci trojkata ANABC. Jaka figure zakresli punkt M, jezeli
punkty A i B beda poruszaly sie po okregu O zachowujac odlegtos¢?

Rozwigzanie:

Rys. 6

Oznaczmy srodek okregu O przez O. Srodek C” odcinka AB zakresli okrag o srodku w punkcie
O. Srodek ciezkosci trojkata AABC jest obrazem punktu ¢’ w jednoktadnosci o $rodku w
punkcie C' i skali 2/3. Szukana figura bedzie zatem okrag o srodku lezacym w 2/3 odcinka
CO o promieniu dhugosci §|OC"|. Rys. 6.

Uwaga. W powyzszym rozumowanie nie wykorzystywaliémy faktu, ze punkt C' lezy na

zewnatrz okregu 0. W istocie polozeniu punktu C' wzgledem okregu O nie ma znaczenia.
Rys. 7.

Rys. 7



