VI Warmirisko-Mazurskie Zawody Matematyczne
rozwiazania zadan (szkolty ponadgimnazjalne)

Zad. 1. Pokaz, ze wielomian

DB+ +1

przyjmuje tylko wartosci dodatnie.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze dla dowolnego € R mamy 2% > 0 oraz 22 > 0. Poniewaz dla 2 < 0 mamy

rowniez x° > 0 oraz x > 0 to, biorac pod uwage, ze 1 > 0, pokazalismy dodatnio$¢ wielomianu
dla z < 0.

W przedziale = € (0,1) stuszne sg nieréwnosci 22 > 2° oraz 1 > x. Laczac drugi sktadnik z
trzecim oraz czwarty z piatym pokazujemy dodatnio$¢ wielomianu dla = z tego przedziatu.

Ostatecznie, dla > 1 mamy 28 > 2° oraz 22 > 2. Laczac teraz pierwszy sktadnik z drugim
oraz trzeci z czwartym pokazujemy dodatnio$¢ wielomianu w ostatniej czesci x > 1 prostej
rzeczywistej.

Zad. 2.
Pokaz, ze liczba v/5n + 2 jest niewymierna dla dowolnej liczby naturalnej n.
Rozwiazanie:

Mamy pokazaé, ze 5n + 2 nie jest kwadratem liczby naturalnej. Zauwazmy, ze kwadraty liczb
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 maja jako ostatnig cyfre tylko 1, 4, 5, 6, 9. Z regut mnozenia liczb
wielocyfrowych wynika, ze wszystkie kwadraty liczb naturalnych tez koriczg sie tylko takimi
cyframi, lub zerem.

Ostatniej cyfra liczby postaci 5n 4+ 2 moze by¢ tylko 2 (dla n bedacego liczbg parzysta) albo 7
(dla nieparzystego n). Poniewaz zauwazyliémy powyzej, ze kwadrat liczby naturalnej nie moze
koniczy¢ sie ani cyfra 2, ani cyfra 7, wiec 5n + 2 nie moze by¢ pelnym kwadratem.

Uwaga: Jeden z zawodnikéw znalazl prostsze rozwigzanie wykorzystujace zapis liczby naturalnej
w systemie piatkowym. Wtedy ostatnig cyfra liczby pod pierwiastkiem moze by¢ tylko 2, a
kwadraty liczb naturalnych w systemie piatkowym koricza sie tylko cyframi 0, 1, 4.

Zad. 3 Jakie jest najwicksze mozliwe pole prostokata, ktérego wierzchotki leza na bokach
tojkata réwnobocznego o boku a?

Rozwiazanie:

Przypomnijmy, ze wysokoé¢ w trojkacie réwnobocznym o boku a jest rowna @a, a pole tego

trojkata wynosi @(12.

Nietrudno przekonac sie, ze nasz prostokat ma jeden bok na boku trojkata, na przyktad na
podstawie. Niech dlugosc tego boku prostokata bedzie b, a jego wysokoséniech bedzie h (patrz
Rys. 1). Po wyjeciu tego prostokata z trojkata pozostaja trzy trojkaty. Trojkat na gorze jest
trojkatem réwnobocznym o boku b. Dwa tréjkaty, z lewej i prawej strony, ztoza sie w trojkat
réwnoboczny o wysokosci h, i podstawie a — b. Mamy wiec h = @(a —b), i pole naszego
prostokata jest réwne

bh = ?b(a —b).
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RYSUNEK 1. Prostokat wpisany w tréjkat rownoboczny

Funkcja kwadratowa b(a—b) zeruje sie dlab = 01 b = a. Pomiedzy zerem i a funkcja ta przyjmuje
wartoéci dodatnie, najwieksza w $rodku. Pole najwiekszego prostokata jest wiec réwne
3
bh = %aQ

Maksymalny prostokat pokrywa wiec potowe pola tréjkata réwnobocznego.

Zad. 4 Ai B sy ustalonymi punktami danego okregu. Trzeci punkt C porusza sie po tym
samym okregu. Opisz figure utworzona przez $rodki ciezkosci trojkatow ABC.

Rozwiazanie:

Oznaczmy przez A', B', C’ $rodki bokéw naprzeciwlegtych wierzchotkom A, B, C, odpowiednio,
przez O oznaczmy Srodek danego okregu, a przez R jego promien. Poniewaz $rodek ciezkosci
S trojkata ABC dzieli odcinek C'C’ w stosunku 2 : 1, wiec szukang figura jest obraz naszego
okregu w jednoktadnosci o srodku w punkcie C” i skali % Jest to wiec okrag o promieniu %R
i o srodku M (patrz Rys. 2) bedacym obrazem punktu O w tej jednoktadnosci, czyli srodku
ciezkosci trojkata AOB.

Zad. 5 Czasteczka fulerenu Cgp ma 60 atomoéw wegla, ktore znajduja sie w wierzchotkach
pewnego wielogcianu wypuktego P. Wieloscian P ma $ciany dwoch rodzajow: pieciokaty foremne
i szesciokaty foremne. W kazdym wierzchotku wieloscianu P spotykaja sie trzy Sciany: dwie
szesciokatne i jedna pieciokatna. Ile §cian pieciokatnych, a ile §cian szesciokatnych ma wielo$cian
pP?

W rozwiazaniu skorzystaj z faktu, ze w kazdym wielo$cianie wypuklym liczba jego $cian S,
liczba krawedzi K i liczba wierzchotkéw W zwiazane sg wzorem Eulera

S—K+W=2

Rozwiazanie:
Niech s bedzie liczba $cian szesciokatnych, a p liczba Scian pieciokatnych. Rozetnijmy nasz
wieloscian na oddzielne §ciany. Mamy w nich tacznie 6s + 5p wierzchotkéw i tyle samo bokéw.

Przy ponownym sklejaniu tych oddzielnych $cian w wielo$cian P otrzymujemy trzy razy mniej
wierzchotkéw i dwa razy mniej krawedzi.



RYsSUNEK 2. Okrag utworzony przez srodki ciezkosci trojkatow ABC

Jest tak dlatego, ze w kazdym wierzchotku spotykaja sie trzy wierzchotki trzech sklejanych $cian.
Podobnie kazda krawedz powstaje z dwoch bokéw sklejanych z soba §cian.

Mamy wiec
6s + 5p K 6s + 5p

W =
3 7 2
Poniewaz W = 60, otrzymujemy stad ze 6s + 5p = 180, a liczba krawedzi K = 90. Ze wzoru
Eulera otrzymujemy dalej ze s +p =5 = K — W 4 2 = 32. Uklad réwnan
6s + 5p = 180
s+p=32

ma jedyne rozwigzanie s = 20,p = 12.

Chociaz wegiel towarzyszy cztowiekowi od stuleci to dopiero w latach 70-dziesiatych ubiegtego
wieku odkryto, ze atomy wegla moga taczy¢ sie w ogromne czasteczki, nazywne teraz fulerenami.
Wystepuja one w sadzy w kominie, w popiele ogniska, ale w bardzo malych ilosciach.

Wieloscian P mozna zobaczy¢ w nastepujacy sposéb. Wezmy dwudziesto$cian foremny, ktory
ma 20 scian bedacych trojkatami réwnobocznymi, 12 wierzchotkow i K = S+ W —2 = 30
krawedzi. W kazdym wierzchotku spotyka sie 5 tréjkatnych $cian. Scinamy wszystkie wierz-
chotki otrzymujac w ten sposéb 12 dodatkowych §cian pieciokatnych, a wiec tacznie 32 $ciany i
60 wierzchotkéw. Trojkatne sciany w ktorych obetniemy wszystkie katy staja sie szesciokatami.
Jest ich w dalszym ciggu 20. To jest nasz wieloscian. I jest to rowniez ksztalt pitki noznej!
Ksztalt ten zostal wybrany jako oficjalna pitka zanim odkryto fulereny, ale przyroda miala ten
pomyst duzo wczesniej.



