
VI Warmi«sko�Mazurskie Zawody Matematy
znerozwi¡zania zada« (szkoªy ponadgimnazjalne)Zad. 1. Poka», »e wielomian
x8 − x5 + x2 − x + 1przyjmuje tylko warto±
i dodatnie.Rozwi¡zanie:Zauwa»my, »e dla dowolnego x ∈ R mamy x8 ≥ 0 oraz x2 ≥ 0. Poniewa» dla x ≤ 0 mamyrównie» x5 ≥ 0 oraz x ≥ 0 to, bior¡
 pod uwag�, »e 1 > 0, pokazali±my dodatnio±¢ wielomianudla x ≤ 0.W przedziale x ∈ (0, 1) sªuszne s¡ nierówno±
i x2 > x5 oraz 1 > x. �¡
z¡
 drugi skªadnik ztrze
im oraz 
zwarty z pi¡tym pokazujemy dodatnio±¢ wielomianu dla x z tego przedziaªu.Ostate
znie, dla x ≥ 1 mamy x8 ≥ x5 oraz x2 ≥ x. �¡
z¡
 teraz pierwszy skªadnik z drugimoraz trze
i z 
zwartym pokazujemy dodatnio±¢ wielomianu w ostatniej 
z�±
i x ≥ 1 prostejrze
zywistej.Zad. 2.Poka», »e li
zba √

5n + 2 jest niewymierna dla dowolnej li
zby naturalnej n.Rozwi¡zanie:Mamy pokaza¢, »e 5n + 2 nie jest kwadratem li
zby naturalnej. Zauwa»my, »e kwadraty li
zb
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 maj¡ jako ostatni¡ 
yfr� tylko 1, 4, 5, 6, 9. Z reguª mno»enia li
zbwielo
yfrowy
h wynika, »e wszystkie kwadraty li
zb naturalny
h te» ko«
z¡ si� tylko takimi
yframi, lub zerem.Ostatniej 
yfr¡ li
zby posta
i 5n + 2 mo»e by¢ tylko 2 (dla n b�d¡
ego li
zb¡ parzyst¡) albo 7(dla nieparzystego n). Poniewa» zauwa»yli±my powy»ej, »e kwadrat li
zby naturalnej nie mo»eko«
zy¢ si� ani 
yfr¡ 2, ani 
yfr¡ 7, wi�
 5n + 2 nie mo»e by¢ peªnym kwadratem.Uwaga: Jeden z zawodników znalazª prostsze rozwi¡zanie wykorzystuj¡
e zapis li
zby naturalnejw systemie pi¡tkowym. Wtedy ostatni¡ 
yfr¡ li
zby pod pierwiastkiem mo»e by¢ tylko 2, akwadraty li
zb naturalny
h w systemie pi¡tkowym ko«
z¡ si� tylko 
yframi 0, 1, 4.Zad. 3 Jakie jest najwi�ksze mo»liwe pole prostok¡ta, którego wierz
hoªki le»¡ na boka
htójk¡ta równobo
znego o boku a?Rozwi¡zanie:Przypomnijmy, »e wysoko±¢ w trójk¡
ie równobo
znym o boku a jest równa √
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a, a pole tegotrójk¡ta wynosi √

3
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a2.Nietrudno przekona¢ si�, »e nasz prostok¡t ma jeden bok na boku trójk¡ta, na przykªad napodstawie. Nie
h dªugo±¢ tego boku prostok¡ta b�dzie b, a jego wysoko±¢nie
h b�dzie h (patrzRys. 1). Po wyj�
iu tego prostok¡ta z trójk¡ta pozostaj¡ trzy trójk¡ty. Trójk¡t na górze jesttrójk¡tem równobo
znym o boku b. Dwa trójk¡ty, z lewej i prawej strony, zªo»¡ si� w trójk¡trównobo
zny o wysoko±
i h, i podstawie a − b. Mamy wi�
 h =

√
3

2
(a − b), i pole naszegoprostok¡ta jest równe

bh =

√
3

2
b(a − b).1
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Rysunek 1. Prostok¡t wpisany w trójk¡t równobo
znyFunk
ja kwadratowa b(a−b) zeruje si� dla b = 0 i b = a. Pomi�dzy zerem i a funk
ja ta przyjmujewarto±
i dodatnie, najwieksz¡ w ±rodku. Pole najwi�kszego prostok¡ta jest wi�
 równe
bh =

√
3

8
a2Maksymalny prostok¡t pokrywa wi�
 poªow� pola trójk¡ta równobo
znego.Zad. 4 A i B s¡ ustalonymi punktami danego okr�gu. Trze
i punkt C porusza si� po tymsamym okr�gu. Opisz �gur� utworzon¡ przez ±rodki 
i�»ko±
i trójk¡tów ABC.Rozwi¡zanie:Ozna
zmy przez A′, B′, C ′ ±rodki boków naprze
iwlegªy
h wierz
hoªkom A, B, C, odpowiednio,przez O ozna
zmy ±rodek danego okr�gu, a przez R jego promie«. Poniewa» ±rodek 
i�»ko±
i

S trójk¡ta ABC dzieli od
inek CC ′ w stosunku 2 : 1, wi�
 szukan¡ �gur¡ jest obraz naszegookr�gu w jednokªadno±
i o ±rodku w punk
ie C ′ i skali 1

3
. Jest to wi�
 okr¡g o promieniu 1

3
Ri o ±rodku M (patrz Rys. 2) b�d¡
ym obrazem punktu O w tej jednokªadno±
i, 
zyli ±rodku
i�»ko±
i trójk¡ta AOB.Zad. 5 Cz¡ste
zka fulerenu C60 ma 60 atomów w�gla, które znajduj¡ si� w wierz
hoªka
hpewnego wielo±
ianu wypukªego P . Wielo±
ian P ma ±
iany dwó
h rodzajów: pi�
iok¡ty foremnei sze±
iok¡ty foremne. W ka»dym wierz
hoªku wielo±
ianu P spotykaj¡ si� trzy ±
iany: dwiesze±
iok¡tne i jedna pi�
iok¡tna. Ile ±
ian pi�
iok¡tny
h, a ile ±
ian szes
iok¡tny
h ma wielo±
ian

P?W rozwi¡zaniu skorzystaj z faktu, »e w ka»dym wielo±
ianie wypukªym li
zba jego ±
ian S,li
zba kraw�dzi K i li
zba wierz
hoªków W zwi¡zane s¡ wzorem Eulera
S − K + W = 2Rozwi¡zanie:Nie
h s b�dzie li
zb¡ ±
ian sze±
iok¡tny
h, a p li
zb¡ ±
ian pie
iok¡tny
h. Rozetnijmy naszwielo±
ian na oddzielne ±
iany. Mamy w ni
h ª¡
znie 6s + 5p wierz
hoªków i tyle samo boków.Przy ponownym sklejaniu ty
h oddzielny
h ±
ian w wielo±
ian P otrzymujemy trzy razy mniejwierz
hoªków i dwa razy mniej kraw�dzi.
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Rysunek 2. Okr¡g utworzony przez ±rodki 
i�»ko±
i trójk¡tów ABCJest tak dlatego, »e w ka»dym wierz
hoªku spotykaj¡ si� trzy wierz
hoªki trze
h sklejany
h ±
ian.Podobnie ka»da kraw�d¹ powstaje z dwó
h boków sklejany
h z sob¡ ±
ian.Mamy wi�

W =

6s + 5p

3
, K =

6s + 5p

2
.Poniewa» W = 60, otrzymujemy st¡d »e 6s + 5p = 180, a li
zba kraw�dzi K = 90. Ze wzoruEulera otrzymujemy dalej »e s + p = S = K − W + 2 = 32. Ukªad równa«

6s + 5p = 180

s + p = 32ma jedyne rozwi¡zanie s = 20, p = 12.Cho
ia» w�giel towarzyszy 
zªowiekowi od stule
i to dopiero w lata
h 70-dziesi¡ty
h ubiegªegowieku odkryto, »e atomy w�gla moga ª¡
zy¢ si� w ogromne 
z¡ste
zki, nazywne teraz fulerenami.Wyst�puj¡ one w sadzy w kominie, w popiele ogniska, ale w bardzo maªy
h ilo±
ia
h.Wielo±
ian P mo»na zoba
zy¢ w nast�puj¡
y sposób. We¹my dwudziesto±
ian foremny, któryma 20 ±
ian bed¡
y
h trójk¡tami równobo
znymi, 12 wierz
hoªków i K = S + W − 2 = 30kraw�dzi. W ka»dym wierz
hoªku spotyka si� 5 trójk¡tny
h ±
ian. �
inamy wszystkie wierz-
hoªki otrzymuj¡
 w ten sposób 12 dodatkowy
h ±
ian pi�
iok¡tny
h, a wi�
 ª¡
znie 32 ±
iany i
60 wierz
hoªków. Trójk¡tne ±
iany w który
h obetniemy wszystkie k¡ty staj¡ si� sze±
iok¡tami.Jest i
h w dalszym 
i¡gu 20. To jest nasz wielo±
ian. I jest to równie» ksztaªt piªki no»nej!Ksztaªt ten zostaª wybrany jako o�
jalna piªka zanim odkryto fulereny, ale przyroda miaªa tenpomysª du»o w
ze±niej.


