XXII WARMINSKO-MAZURSKIE ZAWODY MATEMATYCZNE
Olsztyn, 29 maja 2025 r.
Kategoria: klasa 7-8 szkoly podstawowej

Zadanie 1. Masz do dyspozycji prostokatna kartke papieru o polu powierzchni 112 cm?.
Jakie wymiary (bedacymi liczbami naturalnymi) powinna posiadaé¢ kartka, aby mozliwe
byto wyciecie z niej jak najwiekszej liczby kwadratoéw o réznych polach, ktérych dtugosci
bokéw sa kolejnymi liczbami naturalnymi? Znajdz wszystkie mozliwosci.

Rozwigzanie:

Szukamy wymiaréw axb, gdzie a-b = 112. Chcemy wycia¢ kwadraty o bokach bedacych
kolejnymi liczbami catkowitymi (1,2,3,...).

Wtedy:

" n(n+1)(2n+1)

2
5T

Sprawdzmy dla réznych wartosci n:

e Dlan=6: %8 =91 em? < 112 cm?

e Dlan=T: % =140 ¢m? > 112 cm?

Zatem mozemy wycia¢ maksymalnie 6 kwadratow o bokach 1, 2, 3, 4, 51 6 cm.

Aby wyciaé kwadraty o bokach 1, 2, 3, 4, 51 6 cm, potrzebujemy kartki, ktérej naj-
mniejszy wymiar wynosi co najmniej 6 cm (aby pomiesci¢ najwiekszy kwadrat).

Znajdzmy pary liczb catkowitych (a,b) takie, ze a-b =112, gdy a > 6ib> 6

Dzielniki liczby 112 = 24 - 7= 16 - 7: 1, 2, 4, 7, 8, 14, 16, 28, 56, 112

Pary spetniajace nasze warunki to:

(7,16), (8,14), (14, 8), (16, 7)

Ze wzgledu na symetrie, mamy dwa unikalne prostokaty: 7x16 i 8x14.
Przyktadowy rozktad dla 7x16

1x1

2x2
3x3

6x6 5x5
4x4

Wariant 8 x14 nie moze by¢ zrealizowany, bo po roztozeniu kwadratéw o boku 6 i 5
nie bedzie juz miejsca na kwadrat o boku 4.
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Zadanie 2. Dane sa dodatnie liczby rzeczywiste x, y takie, ze

5T — Yy
4o + 3y
jest liczbg wymierna. Wykaz, ze liczba
r—Y
r+y
tez jest wymierna.
Rozwigzanie:
Niech .
r—Y
=q, €Q.
dx 4 3y a 1€Q
Wtedy
TY L (de +3y) =5 — dgz+3qy =5
= x = br — x = br —
q Az + 3y q Y Y q ay Y
r 1+ 3¢q
— br—4dgr=y+3qy = x(b—4¢) =y(1+3¢g) = - = e
Y —aq

Poniewaz ¢ € Q, to réwniez % € Q. W konsekwencji

—1
+1

rT—y
r+y

QR | (8

jest ilorazem dwoch liczb wymiernych, a zatem jest liczba wymierna.
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Zadanie 3. Dhugo$¢ boku tréjkata réwnobocznego jest rowna 1. Wyznacz $rednice
okregow wpisanych w ten trojkat jak na rysunku ponizej.

Rozwigzanie:
Niech 7 bedzie promieniem okregu. Wéwezas |AD| = /37 (twierdzenie Pitagorasa,
trojkat prostokatny o jednym z katéw réwnym 30 stopni).

A wiec

2V3r+r) =1 = 2(V3+1)=1 =

Stad srednica
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Zadanie 4. Na parkingu magazynu stato pomiedzy 50 a 100 samochodéw transporto-
wych tgcznie - tiry oraz dostawczaki. Tiry ustawily sie w jednej kolumnie, a dostawczaki
obok w drugiej w taki sposob, ze obydwa konwoje byty réwnej dtugosci. Ile byto tirow, a
ile dostawczakow, jesli kazdy tir ma diugos$é 37 metrow i zachowywaly one miedzy sobg
odstepy 3 m, a dostawczaki sg dhugie na 15 metrow i zachowuja odstep 2 metry?

Rozwiazanie: Oznaczmy przez x - liczbe tiréw, y - liczbe dostawczakow.

Poniewaz konwoje majg réwna dtugosé, mozemy zapisa¢ rownanie:

37x+3(x—1) =15y +2(y — 1)

Przeksztatcamy:
37x +3x —3 =15y + 2y — 2

40z — 3 =17y — 2
40z — 17y = 1

Algorytm Euklidesa daje rozwiazanie szczegdlne: x = 3, y = 7 (suma pojazdéw to 10).

Rozwiazanie ogdlne mozemy zapisa¢ jako: v = 3+ 17k, y = 7+ 40k, gdzie k jest liczba
catkowitg.

Z warunku tacznej liczby pojazdéw (50 < x + y < 100) znajdujemy, ze k = 1 jest
jedyna odpowiednig wartoscia.

Stad = = 20, y = 47.

Odpowiedz: Byto 20 tiréw oraz 47 dostawczakow.
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Zadanie 5. Mniejszy okrag jest opisany na kwadracie ABC D, a wiekszy ma $rodek
w punkcie A i promien = |AB| = 1. Oblicz pole zacieniowanej na rysunku figury.

Rozwigzanie:

Poniewaz odcinki mniejszego kota uzupehiajace kwadrat do kota sa przystajace, wiec
odcinki kota przylegajace do bokow BC i C'D mozna zastapi¢ tymi, ktére przylegaja do
bokéw AB i DA. W ten sposéb na pole zacieniowanej figury sktada sie % wiekszego kota
oraz figura ograniczona tukiem BD wickszego okregu i bokami BC' i C'D kwadratu. Zatem
pole to jest réwne %W + (1 — %) =7+ 1L



