XXII WARMINSKO-MAZURSKIE ZAWODY MATEMATYCZNE
Olsztyn, 29 maja 2025 r.
Kategoria: klasa 3—4 szkoly ponadpodstawowej

Zadanie 1. Z 25 malych kwadracikoéw o rozmiarze 1x1 utozono jeden duzy kwadrat
5x5, sklejajac je ze soba bokami jeden do drugiego. Ile kwadratéow stworzono w wyniku
tej konstrukeji?

Rozwigzanie:

Musimy policzy¢ nie tylko oryginalne mate kwadraty 1x1, ale réwniez wszystkie wick-
sze kwadraty, ktére powstaja z potaczenia tych matych. W konstrukeji siatki kwadratowe;j
mozemy znalez¢ kwadraty réznych rozmiarow:

1. Kwadraty 1x1: mamy ich 5 x 5 = 25

2. Kwadraty 2x2: mamy ich 4 x 4 = 16 (bo kwadrat 2x2 moze mie¢ lewy gorny rég
w dowolnym z 4 x 4 miejsc)

3. Kwadraty 3x3: mamy ich 3 x 3 =9

4. ...1 tak dalej...

Catkowita liczba kwadratéw wszystkich rozmiaréow to suma:

25+16+9+4+1=55.
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Zadanie 2. Dany jest ciag (a,),n > 1 okreslony wzorem:

1
a, = .
n++vn?—1
Oblicz sume 2025 poczatkowych wyrazoéw tego ciagu.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze:
1
=\Vn—vn?—-1
n+vn?—1

Wyrazenie pod pierwiastkiem mozemy rozpisac:

' 1_2n—2«/7n2_1_(n—|—1)+(n—1)—2\/(n+1)(n—1) C(VarI-va—i)
n—vn?—1= 5 = 5 = 5
Zatem
/ 5 (\/n+1—\/n—1>2 vVn+1l—+vn—1 \/n+1 \/n—l
n—\/n—lz\l 5 = 7 = 5~ 5

Wowczas szereg zapisujemy:

2025

5= S (P -V) = (V) (VI VD) oo (V- )
n=1
Po skasowaniu wyrazéw pozostaje

g \/2025 . \/2026 1 45++/2026 —1 44+ /2026

2 2 2 V2 V2
Upraszczajac,
V2026 = v/2 - 1013 = v/2 /1013,
wiec
S =+/1013 + 22V/2.
Ostatecznie:

[N~}
(=]
N
ot
—_

= 22v2 + V1013.
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Zadanie 3. Oblicz pole pieciokata, wiedzac, ze kazda z przekatnych odcina od niego
trojkat o jednostkowym polu.
Rozwigzanie:

Poniewaz kazdy bok jest wspolng podstawa dwoch trojkatoéw o jednakowych polach,
wiec ich wierzchotki leza na prostych réwnolegtych do bokéw. Stad kazda z przekatnych
pieciokata jest réwnolegta do taczacej z nig boku. Niech F' bedzie punktem przeciecia
przekatnych BD i C'E pieciokata ABC' DE. Na pole pieciokata sktadaja sie pola trojkatow
ABE, BFE, ECD i zaznaczone na rysunku x pole zacienionego trojkata BC'F'. Trojkaty
ABE i BFE przystaja, poniewaz ABFE jest rownolegtobokiem. Zatem pole pieciokata
jest rowne 3 + z i pozostaje wyznaczy¢ z. Pole trojkata C'F'D jest réwne 1 — x i stad
dostajemy

r  Sper |BF|  Spre 1

1—=x SCFD |FD| SFDE LL’7
pOIlieW&Z SEFD = SECD_SC’FD = 1_SCFD = SBCD_SCFD =x.7 rozwi@zania otrzy—
manej proporcji (zwiagzanej ze ztotym podzialem) dostajemy jedyny dodatni pierwiastek
réwnania kwadratowego 22 +x — 1 = 0,
czyli x = _1%*/3 Stad szukane pole jest rowne 3 + x = 52—\/5
Zwracam uwage, ze rozpatrywany pieciokat nie musi by¢ foremny. Jesli uczen zatozy,

ze jest, trzeba bedzie cia¢ punkty.
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Zadanie 4. Niech A bedzie podzbiorem zbioru {1,2,...,2025} majacym wiecej niz
1015 elementéw. Udowodnij, ze zbior A zawiera potege dwojki lub istnieja dwa rdézne
elementy a,b € A, ktérych suma jest potega dwdjki.

Rozwigzanie:

Zastosujemy metode szufladkows.

Niech

P =1{1,2,4,8,16,32,64, 128,256,512, 1024}

— zbiér wszystkich poteg dwojki nie wiekszych od 2025. Zalézmy wprost, ze A nie
zawiera zadnej potegi dwojki. Pokazemy, ze wtedy w A musza sie znalezé dwa rdzne
elementy sumujace sie do potegi dwojki.

Rozwazmy zbior

X =1{1,2,...,2025} \ P.
Kazdy x € X nalezy do doktadnie jednego przedziatu

(28, 2Ry k=1,2,...,10,

bo 219 = 1024 < 2025 < 2048 = 21!,
Dla kazdego x € X przyporzadkujemy mu liczbe

Yy = 2k+1 -,
gdzie k jest taki, ze 28 < x < 281, Wtedy = +y = 2"*! jest potega dwojki, a poniewaz

xr ¢ P, mamy takze y # x. Ponadto tatwo sprawdzié, ze operacja
z— y=2"_g
jest odwrotna do samej siebie na zbiorze X, czyli dzieli X na roztaczne pary {z,y}.
Poniewaz
IX| = 2025 — 11 = 2014

w ten sposob otrzymujemy doktadnie

2014 = 1007
2
par dwuelementowych.
Jesli A nie zawiera zadnej potegi dwojki, to co najmniej dwa elementy zbioru A sa w
jednej parze. Zatem ich suma jest potega dwdojki.
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Zadanie 5. Dany jest wielomian W (x) = 2 + 82 + 822 — 32z — 44.
a) Wykaz, ze liczba /5 + /3 — 2 jest pierwiastkiem wielomianu W (z).
b) Zbadaj, ile pierwiastkéw ma wielomian W (x).

Rozwigzanie:

a) Oznaczmy x = v/5 + /3 — 2. Wtedy (podnoszac rozsadnie do kwadratu; pomijam
szczegOly techniczne), mamy kolejno:

r4+2=V5+V3=22+4zx—4=2V15 = 2* + 82% + 82? — 322 — 44 = 0.

b) Mamy W'(z) = 423 + 242% + 16z — 32. Latwo zauwazy¢, ze © = —2 jest miejscem
zerowym pochodnej. W konsekwencji W' (x) = 4(x +2) (22 4+ 4z — 4). Miejscami zerowymi
pochodnej sg wiec: z1 = —2 — 2v/2, 29 = —2, 13 = —2 + 2v/2. Ze znakéw pochodnej
wynika, ze wielomian W (z) kolejno: maleje w przedziale (—oo, 1], ro$nie w [z1, x5], maleje
W [z2, 23] 1 rosnie w [z3, 00).

Teraz wezmy pod uwage nastepujace fakty:

W (x) jest funkcja ciagta
VE+V3—2¢ (x3,00)
Wi(xe) =W (=2)=4>0

o lim, . o W(x)=+o0.

Zatem istniejg 4 pierwiastki tego wielomianu.



