XXII WARMINSKO-MAZURSKIE ZAWODY MATEMATYCZNE
Olsztyn, 29 maja 2025 r.
Kategoria: klasa 1-2 szkoly ponadpodstawowej.

Zadanie 1. Niech p > 5 bedzie liczbg pierwsza. Wykaz, ze liczba (p'? — 65p° + 64)2
jest podzielna przez 2025.

Rozwigzanie:

Rozwigzmy zadanie uzywajac z wtasnoéci podzielnoéci. Nalezy dowie$¢, ze (p'?—65p°+
64)? jest podzielne przez 2025 = 45% = 9% - 52,

Wystarczy pokazaé, ze wyrazenie p'?2 — 65p° + 64 jest podzielne przez 45 = 9 - 5,
poniewaz woéwczas jego kwadrat bedzie podzielny przez 452 = 2025.

Rozpocznijmy od przeksztatcenia wyrazenia wewnatrz nawiasu:

p'? — 65p° + 64 = p'? — 64p° — p° 4 64 = p®(p® — 64) — (p° — 64) = (p° — 1)(p° — 64)

== +p+ D+ 1) —p+1)(p-2)P*+ 20+ (p+2)(p° — 2p+4)

Rozwazmy iloczyn A= (p—2)(p+2)(p — 1)(p+ 1).

Poniewaz z zalozenia, p nie jest podzielne przez 5, wiec A jest podzielne przez 5,
poniewaz wsrod pieciu kolejnych liczb catkowitych wiekszych niz 5 jedna z nich powinna
by¢ podzielna przez 5.

Ponadto, poniewaz p nie dzieli sie przez 3, wiec w iloczynie A musza by¢ dwie liczby
podzielne przez 3. Zatem p jest podzielne przez 9.
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Zadanie 2. Oblicz pole trojkata rownobocznego ABC przedstawionego na rysunku
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Przesunmy wierzchotek B na prosta prostopadta. Otrzymamy kilka trojkatéw prosto-
katnych.

Rozwigzanie:
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|AE* +10% = a?
Z twierdzenia Pitagorasa mamy: { |CF|? + 6* = a?

oraz wiemy, ze |AFE| = |FG|
|ICG]? + 16* = a?

oraz |CG| +|FG| = |CF).
Zapiszmy to nastepujaco:

2% +100 = a?
y? + 36 = a?
(y — x)* + 256 = a?

Z ostatniego rownania mamy:



a’ = (y —x)* + 256 = y* — 2zy + 3 + 256 = (a® — 100) — 22y + (a® — 36) + 256
Zatem

0=a?—2zy + 120
czyli

22y = a® + 120

Podniesmy stronami do kwadratu:

42y = a* 4 240a® + 14400
4(a®> —100)(a® — 36) = a* + 240a> + 14400
4a® — 544a* 4 14400 = a* 4 240a® + 14400

3a* = 7844

184§ p o 196V

Ale a jest dodatnie, zatem a® = &
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Zadanie 3. Dwaj bracia maja do dyspozycji jeden rower. Chca dojecha¢ do domu
ciotki oddalonego o 10 km. Wiadomo, ze naraz tylko jeden z nich moze jecha¢ na rowerze.
Kazdy z nich idzie pieszo z predkoscia 5 km/h, a na rowerze jedzie 20 km/h. Jaki jest

najkrétszy czas dotarcia braci do ciotki?

Rozwigzanie:
Niech x bedzie taki, ze:

e Pierwszy brat (A) jedzie na rowerze odlegto$¢ z, nastepnie idzie pieszo odlegtosé
(10 - I),

e drugi brat (B) idzie pieszo odlegto$¢ x, nastepnie jedzie na rowerze odlegto$¢ (10—x).

Czas podrézy brata A:

ta = = + -z
20 5
Czas podroézy brata B:
ty = x n 10 — =z
5 20

Musi zachodzié¢ t4 = tp:
T 10—z =« 10—=x

2075 T3 20

x4+ 4(10 — z) = 4x + (10 — x)
r+40 —4xr =42+ 10 — x

—3z +40 = 3z + 10

30 = 6z
r =5 km

Wtedy: s s -
ty=—4+-=-"41="h

AT 5T T

5 5 1 5
tg=c 4 > =14+-="°n

B=gt = 17y

Najkrotszy czas dotarcia braci do ciotki wynosi: 75 minut.
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Zadanie 4. Przeciwleglte boki kwadratu podzielono odpowiednio na dwie i cztery row-
ne czesci, a nastepnie kwadrat podzielono odcinkami jak na rysunku otrzymujac tréjkaty
i czworokaty, w tym trzy przystajace rownolegtoboki (zacieniowane). Jaka cze$cia pola
wyjéciowego kwadratu jest pole jednego z tych réwnolegtobokéw?

Rozwigzanie:

Odcinamy od wyjsciowego kwadratu kolejno czerwony (1), zielony (2) i niebieski (3)
trojkat. Przesuwamy je tak, jak na rysunku i otrzymujemy wklesty szesciokat sktadajacy
sie z siedmiu przystajacych rownolegtobokéw. Zatem szukane pole to % pola kwadratu.
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Zadanie 5. Rozwiaz réwnanie

'+ (5—a*2® —3ax +4=0

w zaleznosci od parametru a.
Rozwigzanie:
Zaczynamy od przeksztalcenia réwnania wzgledem parametru a. Mamy

'+ (5—a*)r? —3ax+4=0
przepisane jako rownanie kwadratowe w a:
2*a* +3ra— (x4+5x2+4) = 0.

Nastepnie obliczamy pierwiastki tej réwnania wzgledem a.

A = (3z)? + 427 (z* + 52? + 4) = 42° + 202" + 252% = 2?(227 + 5)?,

stad
—3x + |z| (22 + 5) r?+1 2 +4
a = — a= lub a=-— .
212 x x
Mamy wiec:
at+va®—4 —a+t+Va?—16
T2 = ) T34 = .
2 2
Wtedy
a?—4>0 <= a/>2, -1620 <= o >4
Stad

1) la] <2: brak rozwiazan rzeczywistych.

2 lal =2 = z==+1.

++va? -4
3)2<al <4 = xl,gz%.
at+Va®—4
4) |CL|:4 - .73172:#, I3’4::F2.
+a® 4 —a+Va? —16
5) ‘CL’>4 - :CLQ:% T34 = a a .

2 ’ 2



