XXI WARMINSKO-MAZURSKIE ZAWODY MATEMATYCZNE
Olsztyn, 24 maja 2024 r.
Kategoria: klasa 3—4 szkoly ponadpodstawowej

Zadanie 1. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych n podzielnych przez 7, ktére
spelniajg warunek:

log, 2n + log, 4n + logg 8n < 14.

Rozwigzanie:

log, 2 + logy n + log, 4 + log, n + logg 8 + loggn < 14
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Suma wszystkich liczb naturalnychn < 64 podzielnych przez 7:7+ 14 4+ 21 + 28 + 35+
42 449 + 56 + 63 = 315.
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Zadanie 2. Dla jakich wartosci parametru o rownanie

(1 —sina)r? — 4z +1 —sina = 0, 1 —sina # 0,
ma dwa rézne pierwiastki?
Rozwigzanie:
Mamy, ze 1 —sina € (0,2), wiec przyjmijmy: t = 1 — sina € (0, 2).
Wtedy:

te’ —4x +t=0
A=16—4t> >0
4(4 —1*) >0

2-1)2+1) >0, te(0,2)

Zatem
t€(0,2).
1 —sina € (0,2)
l—sina>0oraz1l—sina < 2
sinaw < 1 oraz sina > —1
sina # —1 oraz sina # 1
Ostatecznie:

a#g-l—lmr;kEZ.
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Zadanie 3. Wykaz, ze liczba

J2everi—vs

jest catkowita.
Rozwigzanie: Niech \?/2 + 5+ \3/2 — /5 = k. Wtedy, réwnowaznie:

(\3/2+\/5+\3/2—\/5>3:k3
4+3(€/(2+\/S)2(2— V) + 2+ VB2 - VER) = &

4—3(\3/2+\/5+\‘°/2—\/5):k3
Wi(k) =k +3k—4=0

Dalej, zapisujac wielomian W (k) w postaci W (z) = (k — 1)(k? + k + 4), stwierdzamy, ze
liczba k jest catkowita i wynosi 1.
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Zadanie 4. Punkt K lezy wewnatrz trojkata ABC. Wykaz, ze

|AK|+ |BK| < |AC| + |BC].
Rozwigzanie: Niech M oznacza przeciecie prostej AK z prosta BC'. Z nieréwnosci
trojkata otrzymujemy:
|AC| + |CM| > |AM| = |AK |+ |K M|
|KM|+ |MB| > |KB]

Dodajac stronami:
|AC| + |CM| + |KM|+ |MB| > |AK| + |KM| + | K B|

|AC| + |CM| + |MB| > |AK| + |KB|
|AC| + |BC| > |AK| + |K B|
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Zadanie 5. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym ZAC B = 45°. Punkt O jest
srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC, punkt H jest punktem przeciecia wysokosci
trojkata ABC' (ortocentrum). Prosta przechodzaca przez punkt O i prostopadta do prostej
CO przecina prostg AC' i BC' odpowiednio w punktach K i L. Wykazac, ze

(OK| +|KH| = |OL| + |LH]|.

Rozwigzanie:

Niech D bedzie spodkiem wysokosci poprowadzonej z wierzchotka B, niech E bedzie
spodkiem wysoko$ci poprowadzonej z wierzchotka C' i niech G bedzie punktem symetrycz-
nym do punktu H wzgledem prostej AC; odcinki BG i AC przecinaja sie w punkcie D.
Zauwazmy, ze BH | AC, CH 1. AB.

Ponadto mamy

LACG = ZACH (z wlasnosci symetrii),

LACG = ZABG (z podobiefistwa trojkatéow DGC, DHC, AEC, ABD),

Wigc punkty A, B, C, G leza na jednym okregu (twierdzenie odwrotne do twierdzenia o
katach wpisanych opartych na tym samym huku).

W trojkacie BC'D zachodza réwnosci ZBC'D = 45° 1 ZBDC = 90°, skad wyznaczamy
LCBG = 45°. Zatem £ZGOC = 2/GBC = 90° (kat srodkowy i wpisany oparty na tym
samym tuku). Stad GO L CO, totez punkty G,K,O leza na jednej prostej w tej wtasnie
kolejnosci. Wobec tego

|OK| + |KH| = |OK| + |KG| = |0G],

czyli |OK| 4 |K H| jest réwna promieniowi okregu opisanego na tréjkacie ABC'. Analo-
gicznie dowodzimy, ze temu promieniowi jest réwna |OL| + |LH]|.

Uwaga: Rysunek pogladowy pokazujacy docelowy (a nie poczatkowy) rozktad punk-
tow.




