XXI WARMINSKO-MAZURSKIE ZAWODY MATEMATYCZNE
Olsztyn, 24 maja 2024 r.
Kategoria: klasa 1-2 szkoly ponadpodstawowej.

Zadanie 1. Oblicz:

\/1+2025~\/1—|—2024-\/1+2023~\/1+2022-2020

Rozwigzanie: Korzystajac ze wzoréw skréconego mnozenia mozemy zapisac:

2022 - 2020 = (2021 + 1) (2021 — 1) = 2021* — 1,
stad

V1420222020 = V1 + 20212 — 1 = 2021.

Postepujac analogicznie mozna doprowadzi¢ wyrazenie podane w zadaniu do postaci

V142025 - 2023 = 2024.
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Zadanie 2. Dane s trzy wiadra o pojemnosci 3 litry, 5 litréw oraz 8 litréw. Ostatnie
wiadro 8-litrowe jest wypetnione woda do petla. Przelewajac wode pomiedzy wiadrami
nalezy odmierzy¢ dwie rowne porcje wody po 4 litry. Wiadra nie maja miarek posrednich,
mozna przelewaé jedynie do pelnosci wiadra, aby wiedzie¢ ile przelano.

W odpowiedzi zapisz ciag kolejnych krokéw prowadzacy do docelowego stanu wiader.

Rozwigzanie:

Stan poczatkowy 0/3, 0/5, 8/8.

Uzupeliamy do pelna srednie wiadro uzupetniajac z duzego.
Stan: 0/3, 5/5, 3/8.

Uzupeliamy najmniejsze wiadro odlewajac ze sredniego.
Stan: 3/3, 2/5, 3/8.

7 matego przelewamy do najwiekszego.

Stan: 0/3, 2/5, 6/8.

Ze Sredniego przelewamy do malego.

Stan 2/3, 0/5, 6/8.

Z najwickszego przelewamy do sredniego.

Stan 2/3, 5/5, 1/8.

Ze Sredniego przelewamy do matego.

Stan 3/3, 4/5, 1/8.

7 matego przelewamy do najwigkszego.

Stan 0/3, 4/5, 4/8.
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Zadanie 3. Niech punkt D bedzie srodkiem boku BC' trojkata ABC. Wykaz, ze:

|AB| + |AC|
—

Rozwigzanie: Wykonujac symetrie $rodkowa punktu A o érodku D otrzymujemy E.
Wtedy czworokat ABCE jest rownolegltobokiem. Wtedy z nieréwnosci trojkata:

|AD| <

|AC| + |CE| > |AE| =2 - |AD|
ale |CE| = |AB|, zatem

|AC| + |AB| > 2-|AD|.
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Zadanie 4. Wyznacz wszystkie pary liczb catkowitych takich, ze:

xy — 2z — 3y = 4.
Rozwigzanie:
Dodajemy 6 do obu stron réwnania:
xy —2x — 3y +6=10

Teraz zauwazmy, ze lewg strone mozna przeksztalci¢, uzywajac wspolnego czynnika:
xy—2r—3y+6=x(y—2)—3(y—2)=(z—3)(y—2)
Teraz mamy réwnanie:

(x—3)(y—2) =10

Teraz musimy znalez¢ wszystkie pary liczb catkowitych (x—3) i (y—2), ktérych iloczyn
wynosi 10. Dzielniki liczby 10 to: &1, 42, +5, +10.
lLz—-3=1,y—2=10

2.2-3=10,y—2=1
3.xr—3=—-1,y—2=-10
4.2—-3=-10,y—2=-1
5. x—3=2,y—2=95
6.x—3=5,y—2=2
7.2 —3=-2,y—2=-5
8. x—3=-5y—2=-2
Teraz przeksztalémy kazdg pare z powrotem do wartosci x i y:
l.x=4y=12
22x=13,y=3
.x=2y=—8

4o rx=-7y=1

. x=05,y="7

6. xr=8,y=4
T.2=1y=-3
8.o=-2,y=0
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Zadanie 5. W trojkacie ABC na boku AC istniejg takie punkty K'i L, ze AB = AK
i BL = LC (punkt L lezy miedzy punktami A i K). Punkt M jest srodkiem tuku BC,
niezawierajacego punktu A, okregu opisanego na tréjkacie ABC. Wykazaé, ze punkty B,
L, K i M leza na jednym okregu.

Rozwigzanie:

Niech ZBKA = a. Wtedy ZBAK = 180° — 2« oraz
1
/CBM = §AOAB =90° — a.

Punkty L i M sg jednakowo oddalone od punktéw B i C, dlatego prosta LM jest syme-
tralna odcinka BC, stad
/ZBML =90°—- ZCBM = a.

Zatem /BKL = o = ZBM L, wigc na pomocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia
o katach wpisanych opartych na tym samym tuku punkty B, L, K, M leza na jednym
okregu.



