Rozwigzania: kategoria liceum 3-4

Zadanie 1. Czy mozna przedstawié liczbe C jako sume 17 kolejnych liczb
naturalnych?

a) Jedli C = 20232022,
b) Jeéli C = 20222023

Rozwigzanie:

Niech to bedg liczby x,x + 1,x + 2, ..., x + 16 gdzie x jest liczbg
naturalng. Wtedy

a) x+(x+D+(x+2)+(x+3)+ -+ (x+16) =17x+ 136 =
17(x + 8) = 20232022,
Liczba 2023 ma dzielnik 17 oraz liczba 20232°%22 ma dzielnik 17.
Dlatego réwnanie 17(x + 8) = 20232%°22 ma rozwigzanie w liczbach
naturalnych.

b) x+(x+1D+(x+2)+(x+3)+-+(x+16)=17x+ 136 =
17(x + 8) = 20222923 | Liczba 17 nie jest dzielnikiem ani liczby 2022
ani liczby 20222923 Dlatego réwnanie 17(x + 8) = 20222%%°23nje ma
rozwigzania w liczbach naturalnych.

Odpowiedz: a) TAK, b) NIE

Zadanie 2. Funkcja f: R — R jest $cisle rosngca w swojej dziedzinie i dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y spetnia nastepujgcy warunek
flx-f(x)+y) = f(x?) + f(y). Znalezé wszystkie takie funkcje.
Rozwigzanie:
Niech
x=0.
Wtedy réwnanie

fl-fO)+y) =)+ f).

przyjmuje postaé

fO)=10)+ 1),

czyli wiemy juz, ze funkcja f ma wtasnosé

f(0) = 0.



Dalej, ktadac y = 0, dostajemy
flx £O0) = FOA.
Poniewaz f jest funkcjg $cisle rosnaca, to
x- f(x) =x?

Zatem f(x) = x. tatwo sprawdzi¢, ze funkcja ta spetnia warunki zadania.

Zadanie 3. Pajgk porusza sie po ostrostupie prawidtowym czworokatnym,
ktorego wszystkie krawedzie sg tej samej dtugosci. Startuje ze srodka krawedzi
bocznej, jego celem jest najdalszy wierzchotek podstawy. Jaki kierunek
powinien wybra¢, zeby przebyta droga byta najkrotsza? Okresli¢ w jakim
stosunku taka droga przetnie mijang przez pajgka krawedz.

Rozwigzanie:

Po roztozeniu dwdch sgsiednich scian bocznych ostrostupa na ptaszczyznie
dostajemy réwnolegtobok ABA'C, gdzie A’ odpowiada wierzchotkowi podstawy,
ktory znajduje sie najdalej od srodka D krawedzi bocznej AC. Na ptaszczyznie
najkrotsza drogg jest odcinek DA'. Pajgk powinien wiec kierowac sie na punkt H
krawedzi BC. Biorgc punkt E przeciecia prostych AB i DA’ dostajemy tréjkaty EBH
i A'CH podobne w skali 2. Stad wynika, ze punkt D dzieli krawedz CB w stosunku
1:2.



Zadanie 4. Mamy 25 liczb. Wiadomo, ze suma kazdych czterech z nich jest
dodatnia. Uzasadni¢, ze suma wszystkich liczb jest dodatnia.

Rozwigzanie:

Poniewaz suma kazdych czterech jest dodatnia, wiec ujemnych nie moze
by¢ wiecej niz 3. Biorgc wiec te trzy liczby oraz jedng liczbe dodatnig,
otrzymujemy sume dodatnig. Skoro pozostate liczby sg dodatnie, to suma
wszystkich liczb jest dodatnia.

Zadanie 5. Pokazaé, ze wszystkie liczby
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sg naturalne.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

(3+;/ﬁ)2 _ 26+2\/ﬁ _ 13+z\/ﬁ —243. 3+;/ﬁ.
Stad wynika, ze
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Taka samg zaleznos$¢ dostajemy dla wyrazenia

(3_m)n+2.

2
Zatem wyrazy ciggu spetniajg zaleznosé
Apyz = 3+ apeq + 2 - a, dla dowolnego n.

Poniewaz ay, = 2, a, = 3, wiec wszystkie a,, s3 naturalne.



