Kategoria szkota $rednia, klasy 1-2: rozwigzania

1. Znalez¢ 17 kolejnych liczb naturalnych, ktérych suma wynosi 2023.

Rozwigzanie: Niech to beda liczby

X, X+1, x+2, x+3, x+4, x+5, x+ 6, . . ., x + 16 gdzie x jest liczbg naturalna.
Wtedy

X+(X+1)+(x+2)+(x+3)+(x+4)+(x+5)+(x+6)+: - -+(x+16) = 17x+136 = 17(x+8) =
2023,

X+8=2023:17 =119,

x=111

Odpowiedz: 111, 112, 113, 114, ..., 127.

2. Na tablicy wypisujemy liczby od 1 do 2023. Losowo wybieramy dwie
liczby, wycieramy je z tablicy, a do liczb, ktére zostaty dopisujemy réznice
tych wytartych. Uzyskujemy w ten sposob cigg liczb
o jedng liczbe mniejszy. Czynnos¢ powtarzamy, az do momentu, gdy na
tablicy zostanie jedna liczba. Czy liczba, ktdra zostaje jest parzysta czy
nieparzysta? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie: Wsrdd liczb od 1 do 2023 mamy 1011 liczb parzystych i
1012 nieparzystych. Przy wycieraniu dwéch liczb i zastgpieniu ich rdéznica
mozliwe sg nastepujgce scenariusze

a. Wylosowano 2 liczby parzyste —ich rdznica jest liczbg parzysta, ilos¢
liczb nieparzystych pozostaje bez zmian

b. Wylosowano 2 liczby nieparzyste —ich réznica jest liczbg parzysta, ilos¢
liczb nieparzystych zmniejsza sie o 2

c. Wylosowano 1 liczbe parzysta i 1 nieparzystg — ich rdznica jest liczbg
nieparzystg, czyli ilos¢ liczb nieparzystych pozostaje bez zmian.

Widzimy, ze za kazdym razem ilos¢ liczb nieparzystych albo sie nie
zmienia, albo pomniejsza o 2. Poniewaz ilos¢ liczb nieparzystych na
poczatku byta parzysta, to najmniejsza ich ilos¢ jaka moze zostaé jest
parzysta. Ostatecznie, jesli zostaje juz tylko jedna liczba, to musi by¢
parzysta.



3. Wykazag, ze nie istniejg liczby catkowite x, y spetniajgce rownanie
x3—x=3y%+1.

Rozwigzanie: Przypuscmy, ze liczby catkowite x, y sg rozwigzaniami tego
réwnania. Wtedy

x3—x=(x—-Dx(x+1)
jako iloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych jest liczbg podzielng przez
3. Natomiast liczba 3y? + 1 nie jest podzielna przez 3.

4. Znalez¢ promien okregu
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Rozwigzanie:
Przedtuzamy BC do przeciecia z okregiem i oznaczmy srodek

BT T T
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Kat ABB’ jest prosty, czyli AB’ jest srednicg, a srodek O jest na AB’.
Otrzymujemy prostokat ABB’B’’ potozony symetrycznie w okregu, czyli
odcinki CD, C’'D’ majg jednakowg dtugos¢ 2. Stad wynika, ze odcinki CC’,
CD’ sg dtugosci odpowiednio 4 i 6. Otrzymujemy dwie prostopadte
cieciwy w okregu.

Katy BDD' i BB’D’ sg oparte na tym samym tuku, czyli ABDC ~ AB'D’'C, a
poniewaz sg to tréjkaty prostokatne, to

|BC| B |CD'|

|ICD| — |B'C|




Stad [CD| = |CB'| = 2,bo |BC| = |CD’| = 6.

Mamy tréjkat prostokatny ABB’ o bokach |AB| =4, |BB'| =6+ 2 = 8.
Srednica AB jest przeciwprostokatng, czyli |AB'|? = 42 + 82 = 80.
Ostatecznie, |AB'| = V80 = 4+/5.

Odp. Promieri okregu ma dtugo$¢ 2+/5.

5. Do prostokata o ustalonej szerokosci w zostaty wpisane trzy wzajemnie
styczne okregi jak na rysunku: okrag A jest styczny do gornej, prawe;j i
dolnej krawedzi, okrgg B— do gorneji lewej, okrgg C — do dolne;j.
Wszystkie trzy okregi znajdujg sie wewnatrz prostokgta. W jakim
przedziale moze byé wysokos¢ h takiego prostokata?

Rozwigzanie:
Prostokat o najmniejszej wysokosci pokazany jest na rysunku ponize;.

Jezeli zmniejszy¢ wysokos¢, to B przestaje byc¢ stycznym jednoczesnie do
w

A oraz do lewej krawedzi. W tym przypadku h = >
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Prostokat o maksymalnej wysokosci pokazany jest na kolejnym rysunku. Jezeli
zwiekszy¢ wysokosc, to C przestaje miescic sie wewnatrz prostokata.
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Niech promien okregu B wynosi b, wowczas promien A bedzie 2b.
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Odcinki b i x spetniajg réwnania



4b = h,3b + x = w,x? + b? = (3b)>.

W —
3+2V2
(3 — 2v2)w. Z pierwszego réwnania otrzymujemy odpowiedz h =

4(3 - 2\/7)W.

Ostatecznie h € [g, 4(3 — Zﬁ)w].

Z ostatniego réwnaniax = 2+/2b. Z drugiego wynika, ze b =



