SZKOLA PONADPODSTAWOWA

Zadanie 1. Pokaza¢, ze wérod dowolnych 5 punktéw ptaszezyzny o wspotrzednych catkowitych
znajdziemy 2 punkty, takie ze $rodek taczacego je odcinka bedzie miat wspotrzedne catkowite.

Rozwigzanie: Srodek odcinka o wspétrzednych catkowitych (z1,11), (22, y2) ma wspélrzedne

(931 + T2 Y1 +y2)
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% jest parzyste jezeli oba 1, x5 sa parzyste lub oba sg nieparzyste, podobnie dla ¥, yo. Mamy
4 mozliwosci ze wzgledu na parzystosé¢ wspétrzednych punktu, (parzysta, nieparzysta), (niepa-
rzysta, parzysta), (parzysta, parzysta), (nieparzysta, nieparzysta). Jezeli mamy 4 punkty (po 1 z
kazdej mozliwosci) to zaden ze Srodkéw odcinkéw je taczacych nie bedzie miat obu wspétrzednych
catkowitych. Dodatkowy 5 punkt bedzie musial mie¢ wspélrzedne z tej samej klasy co ktorys z
wezesniejszych punktow, i srodek odcinka taczacego te punkty bedzie miat wspotrzedne catkowite.
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Zadanie 2. Cztowiek startuje z pewnego punktu, robigc 1 krok w dowolnym kierunku. Zatrzy-
muje sie wybiera nowy kierunek i robi 2 kroki, powtarza procedure dla 4,8, 16, ..., 2" krokéw. Czy
mozliwe jest, ze powroci do punktu startowego? Jezeli tak, to po ilu krokach?

Rozwigzanie: Nie jest to mozliwe co wynika z nieréwnosci
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Zadanie 3. W kwadrat zostat wpisany trojkat tak, ze pola powierzchni odcietych trojkatéw
wyniosty 3, 4 oraz 5 (rysunek 1). Wyznacz pole kwadratu.

Rysunek 1: Tréjkat wpisany w kwadrat

Rozwigzanie: Pole kwadratu wynosi 12 + 4+/6.
Wprowadzmy oznaczenia jak na rysunku 2.

a

x a—x
Rysunek 2: Oznaczenia

Wowezas
ay = 6,

axr = 8,
(a—y)(a—x)=10.
Pomnoézmy pierwsze dwa réwnania: xy = 48/a?. Wiec trzecie réwnanie sprowadza si¢ do na-
stepujacego:
48
a’+— —24=0.
a

Skad mamy dwa pierwiastki: a? = 12 —4v/6, a2 = 124 41/6. Pierwszy pierwiastek trzeba odrzucié,
poniewaz z sensu zadania wynika, ze (a — z) powinno by¢ liczba dodatnia.
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Zadanie 4. W ostrostup prawidtowy tréjkatny, ktorego Sciany boczne sa trojkatami prostokat-
nymi (katy proste sa przy wierzchotku ostrostupa) wpisano szescian, w ten sposéb ze 3 jego $ciany
leza na $cianach ostrostupa. Jeden z jego wierzchotkéw jest wierzchotkiem ostrostupa a przeciw-
legly do niego wierzchotek jest srodkiem podstawy ostrostupa. Wyznaczy¢ dtugosci krawedzi tego
ostrostupa przy zatozeniu ze krawedzie szeScianu maja dtugosé 1.

Rozwiazanie: Oznaczajac przez x dtugo$¢ krawedzi bocznej ostrostupa, krawedz podstawy
bedzie miata dtugosé¢ z1/2 a wysokosé¢ podstawy mQﬁ wysokos¢ ostroslupa jest przekatng szescianu
o boku 1. Wynosi wiec /3. Policzymy objeto$é ostrostupa ze wzoru %Pph

}2x2\/§\/§ B x?

3 4 2"

Liczac z tego samego wzoru ale biorgc jako podstawe jedna ze $cian bocznych otrzymamy %.
Zatem krawedzie majg dhugoéci 3 i 3v/2.

Alternatywnie mozna obliczy¢ dtugosé krawedzi z tréjkata prostokatnego ztozonego z wysokosci
ostrostupa, krawedzi bocznej ostrostupa oraz czesci wysokosci podstawy.
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Zadanie 5.
Udowodni¢ nierownos¢ przy zatozeniu, ze a,b > 0

@+ B +7) >4

Rozwigzanie: Nierownosci sg rownowazne

a’—2ab+b*> >0
(a—b)?>0

Ostatnia nieréwno$¢ jest prawdziwa bo kwadrat liczby rzeczywistej jest nieujemny, prawdziwa jest
wiec i pierwsza nieréwnosc.



