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Trzy podstawowe koncepcje uczenia maszynowego

1. Dane (Data): Uczenie maszynowe jest z natury oparte na
danych.

2. Model: Model zapewnia formalny sposéb opisywania danych,
ich wzorcéw, ich relacji z powigzanymi koncepcjami itp.

3. Uczenie sie (Learning): Uczenie sie to proces ulepszania
wydajnosci klasyfikowania niewidzianych danych na podstawie
wzorcow widzianych danych poprzez optymalizacje
parametréw modelu

Przyktad : Z duzego korpusu dokumentéw automatyczne

wyszukiwanie odpowiednich tematéw udostepnianych w
dokumentach



Cztery filary uczenia maszynowego

1. Pierwszym krokiem do uczenia maszynowego jest
reprezentacja i agregacja danych: Algebra liniowa

2. Drugim krokiem jest zaprojektowanie modelu, ktéry moze
opisa¢ nature i zachowanie danych, ktére czesto s niepewne,
oraz oceni¢ wydajno$¢ modelu w niewidzianych przypadkach
testowych: Prawdopodobienstwo i statystyka

3. Trzecim krokiem jest nauczenie sig, jak mozna poprawié
wydajno$¢, minimalizujac btad klasyfikacji danych:

Rachunek rézniczkowy

4. Ponadto niektére techniki optymalizacyjne i wiedza z zakresu

matematyki dyskretnej pomagaja dostroi¢ niektére
parametry wykorzystywane w algorytmach uczenia sie i
zwiekszy¢ wydajnosé algorytméw.



Ogdlny Plan

» Poznamy kazdy z istotnych tematéw matematycznych

» Dowiemy sie, gdzie i jak taka wiedza matematyczna jest
wykorzystywana w uczeniu maszynowym

» Podczas sesji ¢wiczeniowych beda wykonywane ¢wiczenia
zwigzane z rozwigzywaniem probleméw (na papierze) z
zakresu matematyki oraz ¢wiczenia odnoszace sie do praktyki
(pisanie programéw).
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Algebra Liniowa

» Dane liczbowe s3 reprezentowane przez wektor, a tabela
takich danych jest reprezentowana przez macierz.

> Kazdy wektor przedstawia opis obiektu lub sytuacji w Swiecie
rzeczywistym. Oczekuje sie, ze wektory o podobne;
charakterystyce dadza podobne wyniki, gdy stosuje sie
algorytmy uczenia maszynowego.

» Potrzebujemy wiec operacji przedstawiajacych podobienstwo
wektordéw.

> Wektory sg szczegdlnymi przypadkami macierzy.



Tresci: Algebra Liniowa

Macierze i ich operacje
Uktad réwnan liniowych

Przestrzen wektorowa

Ll

Transformacja liniowa (z jednej przestrzeni wektorowej do
innej przestrzeni wektorowej)



Macierze

Biorac pod uwage m, n € N, macierz o wartosciach
rzeczywistych A formatu m x n jest m.n-krotna i ma elementy

aj, i=1 ..., mj=1,..., n, ktére s3 uporzadkowane
zgodnie z prostokatna tablica skfadajaca sie¢ z m wierszy i n
kolumn:
alil di2 ... din
ani ax ... ap
A =
dml dm2 --- dmn

ay jest elementem wejSciowym k-tego wiersza i I-tej kolumny.



Rézne

rodzaje macierzy

Macierz kwadratowa: gdy liczba wierszy i kolumn jest taka
sama, powiedzmy n, nazywamy to macierza kwadratowa
stopnia n

Macierz diagonalna: macierz kwadratowa, ktérej jedynymi
elementami niezerowymi sg elementy na przekatnej

Macierz jednostka: macierz kwadratowa posiadajaca jedynki
(1) na gtéwnej przekatne;j

Macierz trojkatna gérna: macierz kwadratowa posiadajaca
zera ponizej gtdwnej przekatnej

Macierz tréjkatna dolna macierz kwadratowa posiadajaca zera
powyzej gtéwne]j przekatnej

Macierze jednokolumnowe nazywamy wektorami



Operacje na macierzach

» Transpozycja macierzy: Majac dang macierz A formatu m x n,
At jest macierza uzyskana z A przez zamiane wierszy i kolumn
macierzy oryginalnej.

alil aip ... diln
dni ano e aon
A =
dml dm2 --- dmn
dil a1 ... amil
a2 a2 ... am?2
At =
diln ad2n ... dmn

» Macierz kwadratowa A formatu n jest symetryczna, jesli A =
At



Dodawanie macierzy

Suma dwdch macierzy A i B formatu m X n jest definiowana jako
suma elementdw.

da11 412 ... Adin
A a1 ax» ... axn
dml dm2 --- dmn
bir b ... bip
B b.21 b.22 . . b?n
bmi bm2 ... bmn
ai1 + b1 aip+bip ... ain+ bin
a1 +b1 ax+by ... ay+b
A+B= _ _ o

am1 + bml am2 + bm2 ... a@mnt bmn



WHtasciwosci dodawania macierzy

Przypuszczajmy A = [a;], B = [bj] i C = [cjj], a kazda ma format
m X n.
1. (Przemienno$¢) Kolejno$¢ dodawania macierzy nie ma
znaczenia
A+B=B+A
2. (tacznos¢) Sposéb grupowania macierzy przy dodawaniu nie
wptywa na wynik
A+(B+C)=(A+B)+C
3. (Element neutralny): Istnieje unikalna macierz zerowa, ktéra
po dodaniu do dowolnej innej macierzy A nie zmienia jej
wartosci
A4 0 = A, gdzie 0 to macierz zerowa formatu m x n

4. (Macierz przeciwna) Dla kazdej macierzy A mozna znalez¢
macierz przeciwng (-A), ktéra po dodaniu do macierzy A daje
macierz zerowa

A+ (—A) = 0, gdzie (—A) = [—a;]



Mnozenie macierzy
Niech A bedzie macierza formatu m x n, a B macierza formatu
n x p. lloczyn A i B jest macierza formatu m x p zdefiniowang w

nastepujacy sposoéb.

alil da12 ... din
dni ano ... d2p
A= _
dml adm2 --- Amn
b11 b12 e blp
bo1 b ... byp
B=| . S
bt bp ... bpp
C11 €12 ... Cip
C21 C2o e C2p
AB = .
Cmi Cm2 --- Cmp

gdzie Cij:z;7:13i/bu',i:1, ...m,j:]_, ..., P



WHtasciwosci mnozenia macierzy

1. Nieprzemienny (i) Przypuszczamy A = [ajj] z formatu 2 x 3 i
B = [bjj] z formatu 3 x 4. Wtedy AB istnieje, ale BA nie
istnieje.

(ii) Nawet jesli AB i BA istnieja, moga nie by¢ tym samym.

2. (kacznos¢) A(BC) = (AB)C
pod warunkiem A = [aj;] formatu m x n, B = [bj] formatu
nxpiC =[cy] formatu p x s

3. (Element neutralny) Jedli A = [aj;] z formatu m x n, wtedy
Al, = A = I,A gdzie I, i I, s3 to macierze jednostkowe
stopnia m i n odpowiednio.

4. Nie dla kazdej macierzy A istnieje macierz odwrotna.

5. (Rozdzielno$¢ wzgledem dodawania) Dla dwdch macierzy A i
B formatu m x n i dwdch macierzy C i D formatu n x p
(A+ B)C =AC+BCiAC+D)=AC+ AD



Przyktady mnozenia macierzy w uczeniu maszynowym

» Zatézmy, ze prosta sie¢ neuronowa ma wektor wejsciowy X =

. . 0.2 0.8
(1,0,0,5) i macierz wagowa W = (0.6 0.4>.
Do obliczenia wyniku warstwy ukrytej potrzebujemy

ww =005 (3 0%)



Wyznacznik macierzy kwadratowe;j

» Niektére macierze kwadratowe posiadaja macierze odwrotne

» Macierz kwadratowa, A stopnia n dla ktorej istnieje macierz
odwrotng A1 stopnia n, nazywamy odwracalna, albo
nieosobliwg. Macierz, ktéra nie posiada macierzy odwrotnej
nazywamy osobliwa.

» Warunek nieosobliwosdci macierzy

>

Dla macierzy kwadratowej A rzedu n wyznacznik macierzy A,

oznaczany jako |A| lub det(A), jest liczba (rzeczywista)

zdefiniowang na podstawie réznych mozliwych permutacji na

{1,2,...,n}.

Przyktad: A = ("“ "”12) Mozliwe permutacje na {1,2} to
a21  ax

1—-1,2—-2il1—2,2—1.

Kazda permutacja ma znak (dodatni lub ujemny) i okresla,

ktére elementy nalezy pomnozyé. Na przyktad mnozymy ajian

i a10a21. Nastepnie sumujemy iloczyn z ich znakami.

Szczegélnie |A| = a11d22 - d124a21.

Macierz A ma macierz odwrotng, jesli |A| # 0, tzn., A nie jest

osobliwa.



Permutacje na skonczonym zbiorze liczb naturalnych i
wyznacznika

» Niech A bedzie macierza kwadratowa o rozmiarze n.

» Woyznacznik A, oznaczony jako det(A) lub |A|, jest
zdefiniowany jako: |A| = Lres, Sign(m)air(1)a2r(2) - - - Ann(n):
gdzie S, jest zbiorem wszystkich permutacji na
(1,2,3,....n}..

» Przykfad: A = 1912 Moliwe permutacje na {1,2}:
a2 az

1 2 2 1
ma jedna pare odwrotna. Wiec Sign(m1) = (—1)° (znak
dodatni) i Sign(m) = (—1)! (znak ujemny). Wyznacznik A to
|A| = a11a22 - a1za01.

[1 2} _ ll 2] . .
T = i = . 1 nie ma pary odwrotnej, a T



Odwrotnos$¢ macierzy

» Dla macierzy kwadratowej A istnieje macierz odwrotna,
oznaczana A~1, jedli |A| # 0.

dil 412 ... din
. dp1 d22 ... aop .
» Niech A = _ ] ) ] i |A| # 0.
dpnl anp2 ... dnpn
> A7t = L Adj(A)" gdzie Adj(A) (ang. Adjoint of A) to
macierz dotaczona macierzu A, zdefiniowana jako:
Ain A ... A,
) Ay Axn ... Aol . )
Adj(A) = | . , _ i Ajj to kofaktor ktoéry
A An2 ... Am

odnosi sie do wyznacznika podmacierzy otrzymanej przez
usuniecie i-tego wiersza i j-tej kolumny z A i pomnozenie
wartosci przez znak (—1)*/.



WHtasciwosci transpozycji i odwrotnosci

Niech A i B beda macierzami kwadratowymi o rozmiarze n.
> AAl =, = A1A
(AB)™! = B1A°L
(A+B) 1 £A14BL
Zatézmy, ze A'i B s3 macierzami o rozmiarze m X n.
> (A=A
> (A+ B)t = A"+ B
Zatézmy, ze A i B s3 macierzami kwadratowymi o rozmiarze
m X ninXx p odpowiednio.
(AB)t = B*At.

vy

v



Operacja mnozenia skalarnego na macierzach

Niech M« bedzie zbiorem wszystkich macierzy o rozmiarze
mx ni X d € R beda skalarami.

> M\JA) = M(A), A€ Mpxn.

> M\(BC) = (AB)C = B(\C) = (BC)A, B € Mpmxn,
C € Mpxp.

> MA+B) =)MA+AB, A, B € Mpxn.

> (A+0)A=IA+0A A€ Mpmxn.

Taka operacje mnozenia liczby rzeczywistej przez macierz mozna
uwazaé¢ za o: R X M — M gdzie M jest zbiorem wszystkich
macierzy i jest znana jako operacja zewnetrzna zwracajaca macierz.



Uktad réwnan liniowych i reprezentacja macierzowa

» Uktad réwnan liniowych o liczbie réwnan m i liczbie
zmiennych n:
a11x1 + a12x2 + ... + a1pxn = b1
az1x1 + axxo + ...+ apxy = by

am1X1 + amex2 + ...+ amnXp = bm
Liczby ajj nazywamy i wsp6 Iczynnikami uktadu, a x; to

niewiadome lub zmienne (i = 1,2, ..., m,j=1,2, ..., n).
ailr aw ... aip X1 b
ani dano e aon X2 b2
dml dm2 --- dmn Xn bm
AX = B

» Jesdli B to macierz zerowa AX = B to ukfad jednorodny (ang.
homogeneous) réwnan liniowych, a inaczej to ukfad
niejednorodny (ang. non-homogeneous) réwnahn liniowych.



Rozwigzywanie uktadu réwnan liniowych metoda
odwracania macierzy

> W przypadku réwnan liniowych o tej samej liczbie zmiennych i
réwnan (tzn. m = n)

ail aw ... ain X1 by
a1 ax»n ... an| | x by
dnl dn2 ... dnn Xn b,
> Jedli |A| # 0, znajdujemy AL
X1
X2

» | | =A1!B

Xn



Elementarne dziatanie na macierzach

Kluczem do rozwigzania uktadu réwnan liniowych sg elementarne
przeksztatcenia, ktére zachowuja ten sam zbiér rozwiazan, ale
przeksztatcaja uktad réwnan do prostszej postaci

E1 Wymiana dwdch wierszy w macierzy
E2 Mnozenie wiersza w macierzy przez statg (skalar) A # 0

E3 Dodawanie dwéch wierszy macierzy



Wierszowa forma schodkowa macierzy (Row Echelon Form)
Niech A bedzie macierz wymiaru m X n gdzie oznaczmy i-ty wiersz
A jako AU») | a j-ta kolumna A jako AGY).
» REF: Macierz A jest w formie schodkowej (REF), jesli A
spetnia nastepujacy warunek.
o Albo A1) jest wierszem zerowym, albo pierwszy wpis rézny
od zera (od lewej do prawej) jest 1.

o Dla dowolnego i = 1, 2, ... m, jedli AU:) jest wierszem
zerowym, to wszystkie kolejne wiersze beda wierszami
zerowymi.

o Dla dowolnego i =1, 2, ..., m, jesli AG) pie jest wierszem

zerowym, to pierwszym niezerowym wpisem (od lewej do
pr(qwlej; jest 1 i wystepuje on na prawo od poczatkowej 1 w
AV=5),

» Poczatkowy element 1 w kazdym wierszu, ktéry nie jest
wierszem zerowym, nazywany jest wiodacym elementem (ang.
pivot element).

» RREF: Zredukowana forma schodkowa w macierzy: Kazda
kolumna A(+) zawierajaca element wiodacy ma wszystkie
pozostate elementy réwne zero.



Rzad macierzy

» Rzad macierzy to liczba niezerowych wierszy w jej postaci
schodkowej (lub schodkowej zredukowanej)

1111
» A =101 11
0011
A1 jest w postaci REF i rzad(A;) = 3
1 001
> AA=|0 1 01
0011
A jest w postaci REF i rzad(A2) = 3




Uzyskanie RREF macierzy

2 5 3 1 2 3
> |1 2 3| _R“R (2 5 3| L RAH(-2)R!, RP+(-1)R!

10 8 10 8

1 2 3 12 3

0 1 -3| —=R+@R g 1 —3| DR

0 -2 5 00 —1

12 3

01 -3

0 1




Rozwigzywanie uktadu réwnan liniowych za pomoca
elementarnych operacji na wierszach

Uktad réwnan liniowych o liczbie réwnan m i liczbie zmiennych n:
ainxy + aexa + ... + ainxn = by
a21x1 + anxa + ... + apXxn = by

amiXi + ameXo + ...+ amnXn = bm

aill dai12 ... din X1 b1
a ax ... az X2 b
— ) =
ami a@m2 ... amn Xn bm
» Przeksztaté¢ macierz rozszerzona [A|B] do postaci schodkowej
aill a2 ... din ’bl

ani ano aon |b2

dml dm2 --- Amn ‘bm

wierszowe] gdzie [A|B] =



Przyktad

2x1 + 5x0 + 3x3 =5
X1+2X2—|—3X3:4

X1 + 8x3 =9

2 5 35

> [AB]=1|1 2 34
1 0 89

» Konwertuj do formy schodkowej aby uzyskaé rozwigzanie
x1 =1, xo =01ix3 = 1. item Proces ten polegajacy na
przeksztatceniu uktadu réwnan liniowych do postaci
schodkowej zredukowanej (RREF) i znalezieniu rozwigzan dla
uktadu réwnan liniowych nazywa sie algorytmem eliminacji
Gaussa.



Rozwigzania jednorodnych i niejednorodnych uktadéw
rownan liniowych

» Jednorodnych uktad réwnan liniowych zawsze ma co najmniej
jedno rozwigzanie w ktérym wszystkie zmienne maja wartos¢
zero. Moze mieé nieskonczenie wiele rozwigzan, tacznie z
rozwigzaniem zawierajagcym wszystkie wartosci zerowe.

» Niejednorodnych uktad réwnan liniowych moze mieé jedno

rozwiazanie, nieskonczenie wiele rozwigzan lub nie mie¢
rozwigzan.



Warunki istnienia rozwigzan uktadu réwnan liniowych

a11x1 + axo + ...+ ainxn = b1
a2 x1 + axpxa + ...+ apxn = b2

amiX1 + amXxo + ...+ amnXn = bm

a1l aio . din |b1

a1 ax ... ax |b
> [AB] = | . : o

dml dm2 .. dmn ’bm

» Znajdz rzad Ai rzad [A|B].
o Jesli rzad([A|B]) = rzad(A) wtedy ukfad réwnan liniowych ma
rozwigzania. Dodatkowo, jesli m < n, to rozwigzan jest

nieskonczenie wiele. W przeciwnym razie istnieje doktadnie
jedno rozwiazanie.

o Jedli rzad([A|B]) # rzad(A) wtedy uktad réwnan liniowych
jest niespdjne i nie ma zadnego rozwigzania.



Przyktady

1. x1—2x0+x3—x4 = 3
2x1 —4x0 +x3 =x4 = 2
X1—2X2—2X3+3X4:1

1 200 3
» [AB](REF)=|0 0 1 0 [-2
00 01 [=2

» Ma nieskonczenie wiele rozwigzan, poniewaz xj, X3, Xa S3
zmiennymi wiodacymi, a xz jest zmienng wolna.

» Przestrzen rozwigzan = {(3 4 2xp, x2, =2, —2) : xo € R}.



Odwrotno$¢ macierzy poprzez zredukowang forme
schodkowa wierszowa

» Niech A bedzie macierza kwadratowa rzedu n i szukamy X
takiego, ze AX = I,.
» Zaczynamy od kroku: [A|l,]

dilr a2 ... al,,| 10 ... 0
a1 a2 ... 82n| 01 ...0
dnl dn2 ... a,,,,\ 00 ... 1

» Konwertuj macierz rozszerzong w formacie RREF
(zredukowana forma wierszowa Eechelon)

> [l,|AY]



Przyktad

» Niech A



Wektory: specjalne formy macierzy

> Wektor n-wymiarowy mozna uwazaé albo za macierz o
rozmiarze 1 X n, albo o rozmiarze n x 1. Pierwszy typ mozemy
nazwa¢ wektorami wierszowymi, a drugi typem wektorami
kolumnowymi.

> R" = {(a1,a2,...,an) : ai € R,1 < i< n} zawiera takie
n-wymiarowe (wierszowe) wektory i nazywamy je przestrzenia
euklidesowa o wymiarze n.

> Tak wiec operacje takie jak dodawanie macierzy i mnozenie
skalarne s3 mozliwe w R"” - zwracajac wektor z R”".

P> Zanim zaczniemy uczy¢ sie o przestrzeni wektorowej,
zobaczmy, jaka strukture algebraiczng tworzy taka przestrzen.



Podstawowe struktury algebraiczne

» Grupa: Majac zbiér G i operacje binarng * na G, (G,*) jest
nazywana grupa, jesli nastepujace warunki sg spetnione.

(i) x*(y*z) = (xxy)=*zdladowolnych x,y,z€ G
(ii) Isnieje e € G takie, ze dla kazdego x € G, x xe = x = e x x.

(ii) Dla kazdego x € G istnieje x~1 € G takie, zZe x* x 1 = e =

x7 1 x.
(G, *) nazywana jest grupa abelowa (przemienna), jesli dla

dowolnych x,y € G, xxy = y * x.
» Przyktady: (Z,+), (R,+), (R\ {0},.), (Mmxn,+)
Ciato: Ciatem nazywamy zbiér F z dwoma dwuargumentowymi
dziataniami wewnetrznymi, & i ©®, oznaczamy przez
(F,®,®) , spetniajace nastepujace warunki.
(i) (F,®) to grupa przemienna
(i) (F\ {0}, ®) to grupa przemienna gdzie 0 to neutralny element
w odniesieniu do operacji &.
(i) xO(y®z)=(xOy)@(x©®z), dla dowolnych x,y,z € F.

» Przyktad: (R, +,.)



Przestrzen liniowa nad ciatem liczb rzeczywistych
Pojecie przestrzeni liniowej definiuje sie za pomoca dwdch struktur
algebraicznych — wektory tworza grupe przemienng, a skalary
pochodza z ciata K. Tutaj skupimy sie na K = R.
Liniowa (wektorowa) przestrzen V nad ciatem liczb
rzeczywistych, oznaczana przez (V,+), spetnia nastepujace
wiasnosci.
(i) (V,+) jest grupa przemienna.
(i) Istnieje operacja zewnetrzna . : R x V +— R taka, ze spetnione
sg nastepujace warunki.
S AMx+Y)=AX +AY, X, Y €EVireR
- (A )X =AX +6X, X €ViNSER
-AM6X)=(A)X, X €ViNdeER.
-1X =X, X eV, 1R
Elementy x € V nazywane 3 wektorami. Elementem neutralnym
(V,+) jest wektor zerowy 0 = [0, ...,0], a dziatanie wewnetrzne +
nazywane jest dodawaniem wektorow. Elementy A € R nazywane
sg skalarami, a dziatanie zewnetrzne to mnozenie przez skalary.



Przyktady

» (Mpmxn, +) nad ciatem R jest przestrzenia liniowa.

» (R",+) = (Mixn,+) nad ciatem R jest przestrzenia liniowa.
Dla dowolnych X,y € R", X = [x1,x2,..., %], ¥ =
[v1,y2,---,Yn], mamy
(i) 7)-1-7 = [X1 +y1,X2+y2,...,Xn+}/n] oraz
(i) AX = [Ax1, Axa, ..., Axy).



Przetwarzanie danych z wykorzystaniem operacji z
przestrzeni liniowe;j

Wyobraz sobie, ze otwierasz zbiér danych: wiersze rekordéw
klientow, kolumny takie jak wiek, dochéd, wydatkéw.

Jesli potraktujesz kazdy wiersz jako wektor, od razu wkraczasz
na teren algebry liniowej. A kiedy potaczysz wszystkie wiersze
(wiersze x kolumny), otrzymasz macierz.

Aby kazda jednostka wartosci dla wszystkich wyzej
wymienionych cech kolumn byta standaryzowana, potrzebna
jest operacja mnozenia skalarnego przestrzeni liniowej.

Aby sprawdzi¢, czy dwa punkty danych reprezentujace
informacje dwéch klientéw sa zalezne czy nie, pomocne moze
okaza¢ sie mnozenie sclara wraz z dodawaniem wektoréw.



Podprzestrzenie liniowe

- Definicja: Niech (V, +) bedzie przestrzenia liniowa nad R i
U C V. (U,+) nazywa sie liniowa podprzestrzenia V), jesli
(U,+) jest przestrzenia liniowa nad R.

Jesdli U jest podprzestrzenia przestrzeni liniowej V nad ciatem
liczb rzeczywistych, mozemy j3 oznaczy¢ przez U C Vig.

Twierzenie : Niech (), +) bedzie przestrzenia liniowa nad R i
U Q_y. U jest liniowg podprzestrzenia V, jesli

(i) 0 €U,

(i) dla dowolnych X,y €U, X +y €U, i

(iii) dla dowolnej A € R, X € U, \X € U.

Twierdzenie : Cze$¢ wspdlna dowolnej rodziny podprzestrzeni
przestrzeni liniowej Vg jest tez podprzestrzenia Vpg.



Przyktady podprzestrzeni z macierzy

> Wiemy juz, ze (M pmxn,+) jest przestrzenia liniowa nad R.
Oznaczmy te szczegdlng przestrzen liniowa jako My pik-
» Rozwazmy najpierw nastepujace podzbiory M xn.
- Zbidér wszystkich macierzy tréjkatnych gérnych:
UTri™" = {A € Mpmxn : Vi > j,a; =0}
- Zbidr wszystkich dolnych macierzy tréjkatnych:
LTri™" = {A € Mpxp: Vi <j,a; =0}
- Zbidr wszystkich macierzy przekatnych:
Diag™" = {A € Mpmxp:Vi#j,a; =0}
> UT”.&’” c Mm><n|R

.m,n

. _myn
> D/ag“R C Mpxnr



Rozpietos¢ przestrzeni liniowej

Niech Vg bedzie przestrzenig liniowg i {v{,Vv3,...,v,} C V.

» Kombinacja liniowa: Wektor V' € V nazywamy kombinacja
liniowa 7{, Vo, .o, Vo jes’li istnieja skalary a1, ap,...,a, €R
takie, ze V = Z L3 Vi .

» Rozpietoé¢ zbioru wektoréw {Vvi, Vs, ..., v, }, oznaczona jako
Span({Vi, V3,...,Vn}), to zbiér wektoréw, ktére mozna
wyrazi¢ jako kombinacje liniowa vi, v3, ..., v,. Tzn.,
Span({vi, v2,...,a}) ={V €V:V =327 a,V/}

» Przyktad: Rozwaimy przestrzen liniowa R|2R i wektory
(0,1),(1,1) € Rf;. Niech (x,y) € Rf.
- Sprawdzijmy, czy (x,y) jest kombinacja liniowa (0, 1) i (1, 1).
Tzn., szukamy takie aj, a; € R, ze (x,y) = a1(0,1) 4+ ax(1,1)
Pe T dy) = X
- W kt | h
tedy mamy uktad réwnan liniowyc ata=y
- Wiec, (x,y) = (v — x)(0,1) + x(1,1).
- Poniewaz (x, y) jest dowolnym wektorem RfR,

Span({(0,1), (1,1)}) = Rf



Liniowa (nie)zaleznos¢

Niech Vg bedzie przestrzenia liniow3 i {(Vi,V2,...,va} C V.
» {vi,v3,..., vy} nazywa sie liniowo niezaleznym, jesli

rozwigzanie zerowe jest jedynym rozwigzaniem dla uktadu
7 / —_— — — —-
réwnan otrzymanych z ajvi +avo +...+a,v, = 0 .
(tzn., jedynym rozwigzaniem jest a; = ap = ...= a, = 0.)
> Jesli istnieje rozwigzanie niezgowe spefniajace
avi +avs +...+a,v, = 0, wtedy {V{,v5,...,V,}
nazywa sie liniowo zaleznym.
» Przyktad: Rozwazmy przestrzen liniowa R|2R i wektory
2
(0,1),(1,1) € R‘R.
- Juz wiemy, ze (x,y) = (y — x)(0,1) + x(1,1).
- Aby przedstawi¢ (0, 0) jako (x,y) mamy tylko jedno
rozwigzanie x = y = 0.
- Wiec, {(0,1),(1,1)} jest liniowo niezaleznym.



Baza i wymiar przestrzeni

>

>

Deflmqa Niech Vir bedzie przestrzenia liniow3 i

{vl, 23S v,,} C V. Dla dowolnej podprzestrzeni Uy C Vg,
{Vi,V3,..., vy} nazywamy baza przestrzeni M“R jesli
(i) {Vi,V2,...,Va} jest liniowo niezaleznym i

(1) Span({W. V3, .. }) = Up.

Twierdzenie: Kazda przestrzen liniowa U (€ Vig) ma baze.
Ponadto, wszystkie bazy s3 réwnoliczne.

Definicja: Liczbg elementéw bazy danej przestrzeni Ug
nazywamy jej wymiarem i oznaczamy dim(L{UR).

Przyktad: Juz zobaczylismy {(0,1), (1, 1)} jest liniowo
niezaleznym i Span({(0,1),(1,1)}) = IR Wle;c
{(0,1),(1,1)} jest baza przestrzeni R‘R i dim(R? R ®) = 2.
Warto zauwazy¢, ze przestrzen liniowa moze mie¢ rézne bazy,
ale wszystkie powinny mieé taka sama liczbe elementéw.

Dla przestrzeni Rm' {(1,0),(1,0)} jest baza standardowa.



Operacje na przestrzeniach liniowych

» Niech U i Wr beda podprzestrzeniami Vg. Definiujemy
iloczyn i sume tych podprzestrzeni jako
- UrNWr ={X €EVr: X €Ur i X € Wg}

Ur ®Wir = {?EV“R : 72?4—?,766{“11{ i?GWUR} .
» Twierdzenie: Zaréwno iloczyn Ur N Wg jak i suma
Ur & Wr sa podprzestrzeniami Vig.
» Twierdzenie: Niech Vg bedzie przestrzenia liniowa i
V1, V2, .. .5 Va € V. Span({vi, v, ..., Va}) jest
podprzestrzenig liniowa Vig.
> Jesli Vg jest skoniczenie wymiarowa przestrzeia liniowa, to, dla

dowolnej podprzestrzeni U przestrzeni Vi,
dim(Ug) < dim(Vir).



Znajdowania bazy U = Span({vi, vz, ..., Vn})

1. Zapisz wektory rozpinajace jako kolumny macierzy A.

2. Okresl posta¢ schodkowa macierzy A.

3. Wektory rozpinajace powigzane z wiodgcymi kolumnami
tworza baze U.
Przyktad: Rozwazmy przestrzen liniowa RFR. Niech U =
Span({(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)}). Znajdz baze i wymiar tej
podprzestrzeni.



Znajdowania bazy U = Span({vi, vz, ..., Vn})

1. Zapisz wektory rozpinajace jako kolumny macierzy A.
2. Okresl posta¢ schodkowa macierzy A.

3. Wektory rozpinajace powigzane z wiodgcymi kolumnami
tworza baze U.

Przyktad: Rozwazmy przestrzen liniowa RFR. Niech U =
Span({(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)}). Znajdz baze i wymiar tej

podprzestrzeni.
1 01
0 1 1| < Juz jest w formie REF.
00O

Wiec baza U to {(1,0,0),(0,1,0)} i ma wymiar 2.



Znajdowania bazy U = Span({vi, vz, ..., Vn})

1. Zapisz wektory rozpinajace jako kolumny macierzy A.
2. Okresl posta¢ schodkowa macierzy A.
3. Wektory rozpinajace powigzane z wiodgcymi kolumnami
tworza baze U.
Przyktad: Rozwazmy przestrzen liniowa ]RFR. Niech U =
Span({(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)}). Znajdz baze i wymiar tej
podprzestrzeni.
1 01
011
00O
Wiec baza U to {(1,0,0),(0,1,0)} i ma wymiar 2.
— Warto zauwazy¢, ze liczba liniowo niezaleznych kolumn

macierzy A jest taka sama jak liczba liniowo niezaleznych
wierszy macierzy A i jest nazywana rzedem macierzy A.

— Juz jest w formie REF.



WHtasciwosci rzedu macierzy

» Dla dowolnej A = [ajj]mxn, rank(A) = rank(A?).

» Kolumny macierzy A rozpinaja podprzestrzen U przestrzeni
liniowej R i dim(U) = rank(A). Baze U mozna znalez¢é
stosujac eliminacje Gaussa do A w celu identyfikacji kolumn
wiodacych.

» Wiersze macierzy A rozpinajg podprzestrzen W przestrzeni
liniowej R, i dim(W) = rank(A). Baze W mozna znalez¢
stosujac eliminacje Gaussa do A*.

» Dla kazdej macierzy kwadratowej A rzedu n, A jest regularna
(odwracalna) wtedy i tylko wtedy, gdy rank(A) = n.



Przestrzen afiniczna

>

Intuicyjnie przestrzen afinicznag mozna postrzegac jako przesuniety
podzbidr przestrzeni wektorowej, ktéry niekoniecznie zawiera wektor
Zerowy.

Matematycznie przestrzen afiniczng mozna przedstawié¢ jako:
A=V+ W gdzie

V jest ustalonym wektorem (uzywanym do przesuniecia)
W jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni liniowej V/,
a A jest wynikowa przestrzenig afiniczna.

Definicja: Niech V bedzie przestrzenig wektorowa. Przestrzen
afiniczna A stowarzyszona z V to niepusty zbidr punktéw, w ktérym
dla kazdych dwéch punktéw p, g € A istnieje doktadnie jeden
wektor vV € V taki, ze g =p+ V, gdzie + : Ax V — A jest
dziataniem okreslajacym sposéb, w jaki przestrzen wektorowa
oddziatuje na przestrzen afiniczna.

Formalizuje to koncepcje, zgodnie z ktdéra, wychodzac z punktu p i
poruszajac sie w kierunku wektora v, docieramy do punktu q.

Punkty zbioru A moga nie by¢ wektorami z przestrzeni V, lecz ich
r6znica stanowi wektor z V.



Podprzestrzen afiniczna i zastosowania

» Przyktad przestrzeni afinicznej Zatézmy, ze mamy dwa punkty:
p=(1,2) i g = (4,5). Wektor okreslajacy przesuniecie z punktu p
do punktu g wyraza sie wzorem vV =q — p = (4,5) — (1,2) = (3,3).
Innymi stowy, zaczynajac w punkcie p i stosujac wektor przesuniecia
v, docieramy do punktu q.

» Definicja Podprzestrzen afiniczna to przesunieta podprzestrzen
liniowa. Niech W bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni V, a
v € V. Wéwczas zbidr A=v+ W ={V+w:we W} stanowi
podprzestrzen afiniczna.

Wektory z W okreslajg kierunki, natomiast v wyznacza orientacje.

» Rozwazmy przestrzen wektorowa R? nad ciatem R oraz
podprzestrzen W = {(x,x) : x € R} i wektor Vv = (2,1) € R?.
Woéwezas zbidr v+ W = {(2+ x,1 + x) : x € R} stanowi w istocie
prosta przechodzaca przez punkt (2,1), ktérej wektorem
kierunkowym jest (1,1).

> Zastosowania przestrzeni afinicznych Grafika komputerowa,
Robotyka, Widzenie komputerowe, Modelowanie geometryczne.



Aksjomatyczne definicje iloczynu skalarnego

lloczyn skalarny w przestrzeni wektorowej V' nad ciatem R to funkcja,
ktéra dwdém wektorom &, vV € V przyporzadkowuje liczbe rzeczywisty,
oznaczang jako (&, V). Aby funkcja ta byta iloczynem skalarnym, musi
spetniaé nastepujace aksjomaty dla wszystkich wektoréw i, v, w € V
oraz skalaréw ¢ € R:

—

(1) Dodatnio$¢ (Positivity): (V, V) > 0, przy czym (V, V) = 0 wtedy i
tylko wtedy, gdy v = 0.

(2) Symetria (Symmetry): (&, V) = (V, ).

(3) Addytywnos¢ wzgledem pierwszego argumentu (Additivity in first
argument): (7 + V,w) = (7, w) + (V, w).

(4) Jednorodno$¢ wzgledem pierwszego argumentu (Homogeneity in

first argument): (ci, V) = c(i, V).

Norma Uzywajac tego abstrakcyjnego iloczynu skalarnego mozemy
zdefiniowa¢ norme (lub dtugos¢ strukturalng) dowolnego wektora jako

VIl = V(v V).



Przestrzen z iloczynem skalarnym i Dopetnienia
ortogonalne

» Przestrzen z iloczynem skalarnym (inner product space) to
przestrzen wektorowa, w ktérej wprowadzono narzedzie pomiarowe:
iloczyn skalarny (i, V).

» Niech W/ bedzie podprzestrzenia przestrzeni z iloczynem skalarnym
Vir. Dopetnienie ortogonalne (orthogonal complement)
podprzestrzeni Wi to zbiér wszystkich wektoréw w przestrzeni Vig,
ktére s3 prostopadte do kazdego wektora nalezacego do Wig:

Wﬁi ={ve Wg: (V,w) =0, Yw € Wg}

» Korzystajac z aksjomatéw iloczynu skalarnego, mozna tatwo
wykazaé, ze Wﬁli jest poprawna podprzestrzenig przestrzeni V.

» Dla dowolnej podprzestrzeni skonczenie wymiarowe;j
VrR=Wgr @ Wﬁli Kazdy wektor v € Vjg mozna w jednoznaczny
sposéb zapisaé jako V = w + w, gdzie w € Wjg oraz wt € W\fi
Ponadto, dim(V|r) = dim(Wg) + dim( Vl/lﬁ)



Przeksztatcenia liniowe

> Definicja: Niech Vi i Wk beda dwiema przestrzeniami
liniowymi nad tym samym ciatem K. Przeksztatcenie
f:V — W nazywamy przeksztatceniem liniowym V w W jesli
(i) dla dowolnych vi, vz €V, f(vi + va) = f(;l_)) + f(;l_)> i
(i) F(AVD) = Af(v1) dla dowolnego A € K.

» Warunki (i) i (ii) mozna réwniez taczy¢ ze soba jako

— —

f()\lvl aF )\QVQ) = )\1f(V1) aF )\Qf(vl) dla dowolnych
Vi, €Vil, € K.

» Poniewaz tutaj skupiamy sie tylko na przestrzeniach liniowych
w ciele liczb rzeczywistych, K jest rozpatrywane jako R.



Przyktady

(1) Niech T: R|2R — Rjg bedzie funkcja z dwuwymiarowej

przestrzeni euklidesowej do jednowymiarowe] przestrzeni
euklidesowej zdefiniowanej jako T(x,y) = 2x — y. Sprawdz
czy jest to przeksztatcenie liniowe.



Przyktady

(1)

Niech T : R|2R — Rg bedzie funkcja z dwuwymiarowe;
przestrzeni euklidesowej do jednowymiarowe] przestrzeni
euklidesowej zdefiniowanej jako T(x,y) = 2x — y. Sprawdz
czy jest to przeksztatcenie liniowe.
Dla dowolnych (x1,y1), (x2, y2) € RﬁR,
T(a+x2,y1 4 y2) = 2(xa + x2) — (y1 + y2)

= (2 —y1) + (22— y2) = T(x, 1) + T(xe, y2)
Dia dowolnego (x1,y1) € R i A € R,
T(Ax1,Ay1) = 2xx1 — Ay1 = A(2x1 —y1) = AT (x1, 1)
Wiec, T jest przeksztatceniem liniowym.
Niech T : RfR — RﬁR bedzie funkcja z dwuwymiarowe;j
przestrzeni euklidesowej do jednowymiarowe] przestrzeni
euklidesowej zdefiniowanej jako T(x,y) = (y,x + 2y, x + y).
Sprawdz czy jest to przeksztatcenie liniowe.



Przeksztatcenia liniowe w uczeniu maszynowym

» Dimensionality reduction : Przeksztatcenia liniowe sa
wykorzystywane do redukcji wymiarowosci
- Techniki PCA (Principal Component Analysis) (Analiza
Gtéwnych Sktadowych) wykorzystuja przeksztatcenia liniowe w
celu ograniczenia liczby cech w zestawie danych, przy
jednoczesnym zachowaniu najwazniejszych informacji, co
przyczynia sie do zwiekszenia wydajnos$ci modeli.

> Feature Engineering : Przeksztatcenia liniowe pozwalaja
tworzy¢ nowe cechy z istniejagcych. Na przyktad taczenie lub
manipulowanie cechami za pomoca kombinacji liniowych moze
zapewni¢ bardziej uzyteczna reprezentacje modelu.

» Data preprocessing : Przeksztatcenia liniowe sg uzywane do
przygotowania danych przez normalizacje i standaryzacje w
celu skalowania cech, zapewniajac ich zréwnowazony wktfad do
modelu.

» Artificial Neural Network : Mnozenie wektora przez macierz
wagowa to przeksztatcenie liniowe, ktéra pomaga sieci
neuronowe]j uczy¢ sie skomplikowanych wzorcéw.



Obraz, jadro i rzad przeksztatcenia liniowego

> Definicja: Niech T : Vjg — Wr bedzie przeksztatceniem
liniowym.
(i) Definiujemy obraz przeksztatcenia liniowego T jako
Im(T) ={T(V):V € Vg} .
(ii) Definiujemy jadro przeksztatcenia liniowego T jako
Ker(T)={V €V : T(V)=10}.
(iii) Definiujemy rzad przeksztatcenia liniowego T jako
rank(T) = dim(Im(T)) .
» Twierdzenie: Dla dowolnego przeksztafcenia liniowego
T : Vg = W, dim(Vr) = dim(Ker(T)) + dim(Im(T)).
» Jadro (ang. kernel) przeksztatcenia liniowego T (Ker(T))

czesto nazywane jest przestrzenia zerowa (ang. null space) T,
i oznaczone jako Null(T).



Przyktad

» Rozwazmy przeksztatcenie liniowe T : RﬁR — R
zdefiniowane jako T(x,y) = 2x — y. Znajdz Null(T).
> NUII(T) = {(X7y) : T(va) = 0} = {(va) : 2X—y = 0}
= {(x,2x) : x € R}
> Null(T) = Span({(1,2)})
» dim(Null(T)) = 1 bo pojedynczy wektor rézny od zera jest
zawsze liniowo niezalezny.



Reprezentacja macierzowa przeksztalceni liniowe]

» Rozwazmy przestrzen liniowq V. Przez uporzadkowana baze
B = (V1,Va,..., V) te] przestrzeni Vg rozumiemy baze
rozpatrywang w okre$lonym porzadku. W przeciwienstwie do
bazy, tutaj kolejno$¢ wektoréw ma znaczenie.

» Rozwazmy przestrzen liniowq Vg i uporzadkowang baze B =
(V1, Va,..., V). Dla dowolnego wektora V' € Vg
otrzymujemy unikalng reprezentacje (kombinacje liniowg)

V =aivi+av+...+anv,.
ai
» a1,a0,...,a, to wspbtrzedne V' wzgledem B, a | : | jest
an
uwazane za reprezentacje wspétrzednych (ang. coordinate
representation) vV wzgledem B.
> Baza skutecznie definiuje uktad wspoétrzednych. Znamy

dwuwymiarowy kartezjanski uktad wspdtrzednych, ktéry jest
rozpiety przez standardowe wektory bazowe (1, 0), (0, 1).



Reprezentacja wspétrzednych zalezy od wybranej bazy

» Jednakze kazda baza RfR definiuje poprawny uktad
wspotrzednych, a ten sam wektor (x, y) moze mie¢ rdézna
reprezentacje wspotrzednych w zaleznosci od innej bazy.

» Przyktad:

(3, 7) = 3(1, 0) + 7(0, 1) wzgledem bazy {(1,0),(0,1)}
Ale (3, 7) = 4(0, 1) + (3)(1, 1) wzgledem {(0,1),(1,1)}.



Macierz reprezentujaca przeksztatcenia liniowa

» Niech T : Vg — Wy bedzie przeksztatceniem liniowym, a
(Vi,va,...,vp) i (wi,ws,...,wn) beda odpowiednio
uporzqdkowanynli)bazami dla Vg i Wir. Wiec, dla kazdego 7]
(1 <j < n), T(vj) ma unikalng reprezentacje
T(Vj) = alef + aszg) +...+ aijm wzgledem
(Wi, ws, ..., Wp).

» Tworzy to macierz M(T) wymiaru m x n dla przeksztatcenia
liniowego T, gdzie (i, j)-ty element macierzy to aj;.

» Tzn., z kazdej unikalnej reprezentacji
T(V;) = ale{ + aQJWﬁ + ...+ aij—>m, 1< j < n, mamy

al a2 ... a1

ar1 a2 ... ap
M(T) =

dml dm2 --- dmn



Przyktady

» Rozwazmy wczesniej omowiony przyktad przeksztatceni
liniowego T : R, + R}, zdefiniowanego jako
T(x,y) = (y;x+2y,x+y).
» Rozwazmy réwniez bazy standardowe RﬁR i RﬁR jako
odpowiednio uporzadkowane bazy.
» T7(1,0) =(0,1,1) =0(1, 0, 0) + 1(0, 1, 0) + 1(0, O, 1)
+ 1(0,0, 1

T(0,1) = (1,2,1) = 1(1, 0, 0) + 2(0, 1, 0) + 1(0, 0, 1)
01
> M(T)=|[1 2
11

» Teraz, jesli zmienimy ktérakolwiek z uporzadkowanych baz
rozwazanych dla R‘QR i RfR, reprezentacja macierzowa ulegnie
zmianie. Np. zmienmy tylko baze dla ]R|2R i rozwazmy
((0,1),(1,1)) jako uporzadkowna nowa baza.

11

» Wtedy M(T) =12 3

1 2



Przeksztatcenie liniowe uzyskane z macierzy

» Niech A = [aj;] bedzie macierz o wymiarze m x n. Mozemy
zdefiniowa¢ odpowiednio przeksztalcenie liniowe
T VR — W, gdzie Vg i Wr sa przestrzeniami liniowymi o
wymiarach odpowiednio n i m, w nastepujacy sposéb.

> Najpierw, musimy rozwazy¢ uporzadkowane bazy dla Vg i

Wig, a niech beda to odpowiednio (Vi,..., V)i
— —
(Wi, ..oy Wm).

> Zdefinujemy, T(vj) = ™, a;w;
» Dla dowolnego V' € Vg, istnieje unikalna reprezentacja, takie
jak V' = bivi + bovs + ...+ b,v,
T(V)=T(bivi + boVs + ... + b,y
= b T(V)+ boT(Va) 4 ...+ by T (V)
= b1XM an W, + XM W, + ... + by X ;W



Przyktad

) 2 1
» Niech A = <_3 _2>

» Zdefinujemy przeksztatcenie liniowe T : R‘QR — R|21R wzgledem
bazy ((1,0),(0,1)).

> T(1,0) = 2(1, 0) + (-3)(0, 1) = (2, -3)
7(0,1) = 1(1, 0) + (-2)(0, 1) = (1, -2)
> T(x,y) = T(x(1,0) + y(0,1))

xT(1,0)+ yT(0,1)
(2, -3)+y(1,-2)
(2x 4+ y, —3x — 2y)



Podprzestrzen niezmienna

>

| 2

Przeksztatcenie liniowe T z przestrzeni liniowej Vg do samej
siebie nazywa sie operatorem liniowym.

Niech Vg bedzie skoriczenie wymiarowg przestrzenig liniowg o
dim(Vig) > 1i T : Vjg — Vg bedzie operatorem liniowym.
Woéwczas podprzestrzen Ug przestrzeni Vg nazywana jest
podprzestrzenia niezmienna wzgledem T, jesli T(u) € U dla
kazdego u € Up.

Przyktad: Rozwazmy liniowy operator T : ]RfR — R|3R
zdefiniowanego jako T(x,y,z) = (x +2y,x + y,2z) i
podprzestrzen Upr C R?R gdzie U = Span({(0,0,1)}) =
{(0,0,¢) : c € R}.

Dla dowolnego (0,0, c) € U, T(0,0,c) = (0,0,2¢c) € U.



Wartosci wtasne i wektory wtasne

» Niech T : Vg — Vg bedzie liniowym operatorym. Skalar
A € R jest nazywane wartoécia wtasna (ang. Eigen! value)
przeksztatcenia liniowego T jesli istnieje nie zerowy wektor
V € Vg takie, ze T(V) = AV . Wektor V' jest nazywane
wektorem wtasnym (ang. Eigen vector) T odpowiadajacym A.

» Innymi stowy, niech M bedzie macierzowa reprezentacja
przeksztatcenia liniowego T : Vig — Vjg. Wiec, M ma wymiar
n x n gdzie dim(Vjgr) = n. Skalar A € R jest wartoscia wtasna
macierzy M jedli istnieje nie zerowy wektor V' € Vir, takie ze
MV =)V .

> W szczegdlnosci, jesli Vig = RﬁR' woéwczas M € R" x R |

—
Vv ERHR.

!Eigen to niemieckie stowo oznaczajace 'charakterystyczny’, ‘wtasny’ lub
‘wtasny'.



Witasnosci wartosci wtasnych i wektoréw wtasnych
» Ponizsze stwierdzenia s3 réwnowazne:
- A jest wartoscig wiasng T : Rfp = R (lub M € R" x R").
—
- Istnieje V € R"\ {0} takie, ze T(V') = AV (lub
réwnowaznie det(M — Al,) V' = 0 ma rozwiazanie niezerowe).
- Rzad(M — Al,) < n.
- det(M = Xl,) =0.

» Przyktad: Rozwazmy wczesniej oméwiony przyktad
przeksztatceni liniowego T : RfR — RFR zdefiniowanego jako
T(xy,2) = (x+2y,x +y,22).

- Biorac pod uwage baze standardowa, mamy macierz M =

1 20
110
0 0 2

- Niech X bedzie warto$¢ wtasng T. Wiec, det(M — Al,) = 0.
1—-A 2 0
-1 1-X 0 |[=0— A=2 142 1-V2.
0 0 2— )



Przestrzen wtasna odpowiadajgca wartosci wtasnej
> T(x,y,2) = (x+2y,x+y,2z) = (Ax, Ay, Az)
(I-=XNx+2y=0 (i)
x+(1=XNy=0 (i)
(2—XN)z=0 (i)
> Wektor wtasny dla A = 2:
- Mamy rozktad réwnan liniowych: -x + 2y =0ix-y =10
- Jedynym mozliwym rozwigzaniem jest x = y = 0 i jest ono
catkowicie niezalezne od wartosci z. Poniewaz jednak wektory
wtasne s3 wektorami niezerowymi, wektor wiasny
odpowiadajacy A = 2 ma postac (0,0, c) gdzie c € R\ {0}.
- Przestrzen wiasna dla A = 2: V,_, = {(0,0,¢) : c € R\ {0}}.
> Wektor whasny dla A = 1+/2:
- Mamy x - 2y = 0i (1 — v2)z = 0. Wiec,
Voivz = {(V26,c,0): c € R\ {0}}.
> Wektor wtasny dla A = 1-v/2:
- Vioiovs = {(-V2c,¢,0): c e R\ {0} }.



Zwigzek miedzy warto$ciami wtasnymi, wektorami
wtasnymi i baza

» Twierdzenie: Dla dowolnego operatora liniowego
T : Vg — Vg i wartosci wtasnej A, V) jest niezmienna
podprzestrzenia Vg wzgledem T.

» Twierdzenie: Dowolny operator liniowy T : Vg — Vg ma co
najwyzej n = dim(Vg) liczbg wartoéci wiasnych.

» Twierdzenie: Niech T : Vg — Vg bedzie liniowym
operatorem i A1, A2,..., An € R beda m réznymi wtasnymi
wartosciami T. Wéwczas odpowiadajace im wektory wtasne
Vi,V5,...,Vm sa liniowo niezalezne.

» Przyktad: Juz zobaczylismy T : }RﬁR — ]RFR zdefiniowanego
jako T(x,y,z) = (x +2y,x+y,2z) ma 3 = dim(Rf’R)
wartosci wtasne. Wiec, odpowiedni zbiér wektoréw wtasnych,
takich jak {(v/2,1,0),(—+v/2,1,0),(0,0,1)} jest liniowym
niezaleznym.

» Twierdzenie: Wyznacznik macierzy kwadratowej A = [ajj]nxn
jest iloczynem jej warto$ci wtasnych (mozliwie powtarzalnych).



PageRank Google: Strony internetowe jako wektory wtasne

> Pomyst na algorytm PageRank, opracowany na Uniwersytecie
Stanforda przez Larry'ego Page'a (Larry Page) i Siergieja
Brina (Sergey Brin) w 1996 roku, opierat sie na zatozeniu, ze
znaczenie dowolnej strony internetowej mozna oszacowacd na
podstawie znaczenia stron, ktére do niej linkuja.

> Wszystkie witryny internetowe s3 prezentowane w postaci
ogromnego, skierowanego grafu, ktéry pokazuje, ktéra strona
linkuje do ktorej.

» PageRank oblicza wage (wazno$¢) w; > 0 witryny internetowej
pi poprzez zliczanie liczby stron wskazujacych na p; i biorac
pod uwage wazno$¢ witryn internetowych, ktére linkuja do p;.

» Na podstawie grafu tworzona jest macierz przejs¢ A, ktéra
szacuje prawdopodobienstwo (klikniecia), ze kto$ rozpocznie
przegladanie jednej strony internetowej i przejdzie na inng
strone.

» PageRank reprezentuje wektor, powiedzmy X rankingu stron
internetowych taki, ze AX = X - co odpowiada wartosci
witasnej 1.



Rozktad wtasny i diagonalizacja (ang. Eigen decomposition
and diagonalization)

» Przydatno$¢ macierzy diagonalnej polega na tym, ze pozwala
na szybkie obliczenie wyznacznika, poteg i macierzy
odwrotnej. Np.,

- Dla macierzy diagonalnej D wyznacznik jest iloczynem jej
elementéw diagonalnych.

- Potege macierzy D¥ uzyskuje sie po prostu podnoszac kazdy
element przekatnej do potegi k.

- Odwrotno$¢ D~ jest odwrotnoscia elementéw przekatnej
(tzn., di dla kazdego dj; macierzy D), jesli wszystkie s3 r6zne
od zera.

» Zatem przeksztatcenie danej macierzy A (reprezentujace;j
dane) w macierz diagonalna jest jednym z wazniejszych
krokéw w uczeniu maszynowym.

» Definicja: Macierz kwadratowa A = [ajj]nxn jest
diagonalizowalna (ang. diagonalizable), jesli istnieje macierz
odwracalna P taka, ze D = P~1AP.



Rola wartosci i wektoréw wtasnych w tworzeniu macierzy
diagonalizowane]

» Niech A bedzie macierza o wymiaru n X ni Ay, Ao, ..., Ap
bedg warto$ciami wiasnymi macierzy A.
A1 0
» Skonstruktujemy D = )
0 An
» Stworzymy P = (;7{ Py ... ;7,;) gdzie p; € R" jest

wektorym witasnym odpowiadajacym A;.
> [stnieje twierdzenie, ktére zapewnia, ze AP = PD
> Warto uwazy¢, ze macierz AP = (Ap_{ Aps ... Aﬁ)

gdzie dla dowolnego 7/, 1 <7 < n, i-ta kolumna AP jest
uzyskiwana przez pomnozenie Ap;. Podobnie,

PD = (MPl Xop3 .- Aupr)

» Zatem AP = PD oznacza Ap; = \;p; dla kazdej i, 1 < i < n.



Przyktad

» Znajdzmy rozktad wiasny A = (i ;)

» Uzyskanie wartosci i wektoréw wtasnych: ‘

-Aa=1iXx=3

- Api = pi daje nam (f D (ZE) - (
| 1
wee i = (20) = % ()
- Apz = p daje nam (i ;> <Z§l> N (
Wiec, pr = (ZZ) = 12 i)

» Tworzenie P: L ( 11

S

V2

» Tworzenie D = P~1AP = <(1) g)

- A

1

P11
P12

)



Przydatnos¢ macierzy diagonalizowalnych

» Macierze diagonalne D mozna efektywnie podnies¢ do potegi.
Dlatego mozemy znalez¢é potege macierzy dla A poprzez
rozktad wartosci wtasnych (jesli istnieje), tak aby
Ak = (PDP~1)k = pDkp—1,

Obliczanie D* jest efektywne, poniewaz stosujemy te operacje
indywidualnie do dowolnego elementu przekatnej.

» Jesli istnieje rozktad wtasny A = PDP~1, wtedy
det(A) = det(PDP~') = det(P)det(D)det(P~1)

= det(D) = ”,’-7:10',','



Rozktad wartosci osobliwych (ang. Singular Value
Decomposition

» Rozktad macierzy na wartosci osobliwe (SVD) jest centralng
metoda rozktadu macierzy w algebrze liniowej. Nazywa sie ja
~fundamentalnym twierdzeniem algebry liniowej" (Strang,
1993), poniewaz mozna j3 zastosowal do wszystkich macierzy,
nie tylko do macierzy kwadratowych, i istnieje ona zawsze.

» Twierdzenie: Niech A = [ajj]mxn bedzie macierza prostokatng
rzedu r € [0, min(m, n)]. SVD macierzy A jest rozktadem
postaci A = U.S.V* gdzie U jest macierza ortogonalna
wymiaru m x m z wektorami kolumnowymi u; (1 < i< m), V
jest macierza ortogonalng wymiaru n x n z wektorami
kolumnowymi v; (1 </ < n),i$§ jest macierza wymiaru
m X n, gdzie s;j = 0; > 0is; = 0dlai#j.



SvD

» Pozycje diagonalne o, i = 1,...,r S nazywane s3
wartosciami osobliwymi (singular values), u; nazywane sa
wektorami lewostronnymi osobliwymi (left-singular vector), a
vj nazywane s3 wektorami prawostronnymi osobliwymi
(right-singular vectors). Zgodnie z konwencja wartosci
osobliwe s3 uporzadkowane, tj. 01 > 02 > ... > o, > 0.

» Macierz warto$ci osobliwych S jest unikalna, ale wymaga
pewnej uwagi. S ma taki sam rozmiar jak A. Oznacza to, ze S
ma diagonalng podmacierz, ktéra zawiera wartosci osobliwe i
wymaga dodatkowego uzupetnienia zerami.



S z podmacierza diagonalng

o1 0
> Jedli m > n, 8 OOH
0 0
o1 0 0 0
> Jesli m< n, . : _
0 om 0 ... O

» SVD istnieje dla dowolnej macierzy A o wymiaru m x n.



Proces rozktadu macierzy wedtug wartosci osobliwych
Cel: Wyznaczanie rozktadu SVD dla macierzy A = [ajj]mxn

» Wyznacz AA?, czyli macierz kwadratowg stopnia n.

» Znajdz warto$ci wtasne macierzy A'A - tzn. rozwigzaé
det(AtA— X)) =0

» Oblicz wartosci osobliwe ;, bedace pierwiastkami kwadratowymi
niezerowych wartosci wtasnych, tj. o; = v/ \; gdzie A\; # 0

» Uporzadkuj wartosci osobliwe w kolejnosci malejacej:
01 > g9 > > 0

» Utwoérz S, wykorzystujac wartosci osobliwe zgodnie z opisem w
definicji

» Znajdz wektor wiasny v; odpowiadajacy wartosci wtasnej A;
macierzy A'A i znormalizuj tak, zeby ||vj|| = 1.

» Aby utworzy¢ V umiescimy te znormalizowane wektory jako

kolumny macierzy

» Aby utworzy¢ macierz U, nalezy wyznaczyé AA!, ktéra jest macierza
kwadratowa stopnia m i Postepuj zgodnie z krokami podobnymi do
tych, ktére wykonano w celu uzyskania V.



Rzut ortogonalny

» Niech V| bedzie przestrzenia z iloczynem skalarnym, a Wg jest
podprzestrzenia skoficowowymiarowa przestrzeni V.

> Wiec Vg mozna roztozy¢ na sume prosty podprzestrzeni Wr oraz
jej dopetnienia ortogonalnego Wﬁl&i; czyli Vg = Wr @ Wlﬁ
Gwarantuje to, ze kazdy wektor vV € Vg mozna w jednoznaczny
sposOb zapisa¢ w postaci:
V=w+w" gdziew e Wy oraz wt € W‘ng

> Rzut ortogonalny (orthogonal projection) przestrzeni V|g na
podprzestrzen Wg to przeksztatcenie liniowe Py : Vg — Vir
zdefiniowane nastepujaco: Py (V) = w

» Intuicyjnie, rzut ortogonalny to okreslone przeksztatcenie liniowe
Pw : Vir — V|g, ktére kazdemu wektorowi v przyporzadkowuje
jedyny taki element w € W, ze pozostaty wektor btedu,

(V= Pw(V)), w catosci nalezy do Wlﬂi Znalezienie sie w Wlﬁ jest
istotne, poniewaz poprowadzenie odcinka prostopadtego z punktu

danych do tej podprzestrzeni gwarantuje minimalizacje odlegtosci

[V — Pw(¥)|| (btedu rekonstrukcji lub straty strukturalnej).



Rola rzutu ortogonalnego w uczeniu maszynowym

> W analizie gtéwnych sktadowych (PCA) dysponujemy
wielowymiarowymi wektorami danych, ktére naleza do rozlegtej
przestrzeni wektorowej V|g. Celem jest skompresowanie tych
wektoréw do podprzestrzeni Wy o nizszym wymiarze, przy
jednoczesnym zminimalizowaniu utraty informacji. Dlatego czesto
stosuje sie rzut ortogonalny.

> W dziedzinie przetwarzania jezyka naturalnego (NLP) stowa s3
odwzorowywane na geste wektory w przestrzeni z iloczynem
skalarnym (np. Word2Vec, LLM embeddings). Rzut ortogonalny
wykorzystuje sie do wykrywania i usuwania systemowych uprzedzen
(takich jak te dotyczace pici czy rasy) z modeli sztucznej
inteligencji.

Np., mozna zdefiniowaé ,podprzestrzen stronniczosci” (W),
rozpieta na réznicach wektoréw, takich jak Vinesczyzna — Viobieta- Aby
zneutralizowa¢ stowo neutralne, na przyktad ,lekarz” lub
»programista” (V), dokonuje sie jego rzutu na dopetnienie
ortogonalne podprzestrzeni stronniczosci (W):



Obrét (Rotation)

» Obrét to przeksztatcenie liniowe, ktére obraca wektor lub przestrzen
wokét ustalonego punktu (zazwyczaj poczatku uktadu
wspoirzednych) o okreslony kat 6, nie zmieniajac przy tym dtugosci
zadnych wektoréw.

» Zasadniczo, obroty zachowuja zaréwno dtugosci wektoréw, jak i

katy miedzy nimi.

> Wiemy, ze kazde przeksztatcenie liniowe mozna zapisa w
odpowiedniej postaci macierzowej. Zatem macierz R reprezentujaca
obrét jest zawsze macierza ortogonalna, co oznacza, ze RTR = I.

» Wyznacznik macierzy obrotu czystego jest zawsze 1.

» Definicja: Przeksztafcenie liniowe T : Vg — V|g, reprezentowane
przez macierz R, jest obrotem, jesli spetnia nastepujace warunki:
(i) RTR = I oraz (ii) det(R) = 1.



Rozktad Cholesky’'ego (Cholesky decomposition)

» Niech A bedzie macierzg kwadratowa nad ciatem liczb rzeczywistych
R. Rozkfad Cholesky'ego (lub faktoryzacja Cholesky'ego) macierzy
A to przedstawienie tej macierzy w postaci iloczynu: A = LL* gdzie:

- L jest macierza dolnotréjkatna nad ciatem R, ktérej elementy na
gtéwne] przekatnej sa liczbami rzeczywistymi Scisle dodatnimi, i

- L* to sprzezenie hermitowskie macierzy L (conjugate transpose of
L) (w przypadku macierzy nad R zachodzi L* = LT)

» Macierz A nad R dopuszcza rozktad Cholesky'ego wtedy i tylko
wtedy, gdy spetnia nastepujace dwie wtasnosci: (i) A= AT i (ii) dla
kazdego niezerowego wektora x € R", x" Ax > 0.

Réwnowaznie, wszystkie wartosci wtasne \; macierzy A s3 liczbami
rzeczywistymi $cisle dodatnimi.

> Zastosowanie w uczeniu maszynowym: jest szeroko wykorzystywane
w celu zwiekszenia szybkosci obliczeniowej algorytméw, zapewnienia
ich stabilno$ci numerycznej oraz efektywnego wykorzystania
pamieci. Poniewaz macierze kowariancji w uczeniu maszynowym s3
z natury symetryczne i dodatnio okreslone, rozktad Cholesky'ego
stanowi doskonate narzedzie do pracy z nimi.



Drugi filar uczynia maszynowego: prawdopodobienstwa

P Aby okresli¢ niepewnos$¢ danych, niepewnosé modelu uczenia
maszynowego i niepewnos¢ przewidywan wykonywanych przez
zaprojektowany model, czesto stosuje sie narzedzia rachunku
prawdopodobienstwa.

> Tresci

- Prawdopodobienstwo i istotne pojecia
- Zmienna losowa
- Rozktad prawdopodobienstwa



Pojecia prawdopodobienstwa wedtug Laplace’a

» Eksperyment to procedura, ktéra przeprowadzana w
okreslonych warunkach prowadzi do uzyskania mozliwego
zbioru wynikow.

» Przyktad: Rzucanie kostka jest przyktadem eksperymentu.

P> Zbiér wszystkich mozliwych wynikéw eksperymentu nazywa
sie przestrzeniag préby (ang. sample or sample space).

» Przyktad: Przestrzen préby rzutu kostka to {1,2,3,4,5,6}.

» Zdarzenie (ang. event) jest identyfikowane z podzbiorem
przestrzeni préby eksperymentu. Przestrzen zdarzen jest
przestrzenia potencjalnych wynikéw eksperymentu.

» Przyktad: Uzyskanie nieparzystej liczby w eksperymencie z
rzucaniem kostka odnosi si¢ do zdarzenia {1,3,5}.

> Wyniki przestrzeni préby nazywa sie réwnie
prawdopodobnymi, jesli w trakcie przeprowadzania
eksperymentu, w kazdym przypadku, wynikiem moze by¢
dowolny z elementéw przestrzeni préby; to znaczy, ze nie ma
preferencji jednego wyniku nad innymi.



Prawdopodobienstwo zdarzenia na probie skonczone;

» Prawdopodobienstwo zdarzenia E, ktére jest podzbiorem
skonczonej przestrzeni préb S o jednakowo prawdopodobnych
wynikach, wynosi P(E) = % :

> Przyktady:

- Prawdopodobienstwo uzyskania nieparzystej liczby w rzucie
kostka wynosi 2 = 1.

- Prawdopodobienstwo uzyskania siédemki w rzucie kostka
wynosi 0.

- Prawdopodobienstwo uzyskania parzystej lub nieparzystej oczki
w rzucie kostka wynosi % =1

» Zdarzenie E o prawdopodobienstwie 0 nazywa sie zdarzeniem
niemozliwym. Zdarzenie polegajace na uzyskaniu sidédemki w

rzucie kostka jest zdarzeniem niemozliwym.

» Zdarzenie E z prawdopodobienstwem 1 nazywa sie zdarzeniem
pewnym. Zdarzenie polegajace na uzyskaniu parzystej lub
nieparzystej oczki w rzucie kostka jest zdarzeniem pewnym.

» Dla dowolnego zdarzenia E przestrzeni préb S, 0 < P(E) < 1.



Przyktady

1.

Urna zawiera cztery niebieskie i pie¢ czerwonych kul. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze wybrana z urny kula bedzie
niebieska?

Istnieje 9 mozliwych wynikéw, jesli wylosujemy jedna kule z
urny. Spoérdd nich 4 s3 korzystne dla danego zdarzenia. Zatem

prawdopodobienstwo wylosowania niebieskiej kuli wynosi g.

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze po rzucie dwiema kostkami
suma oczek na obu kostkach wyniesie 77

Jesli rzucimy dwiema kostkami, liczba wynikéw w przestrzeni
préby wyniesie 62 = 36. Wsérdd nich wyniki korzystne dla
zdarzenia ,uzyskania 7 jako sumy oczek dwéch kostek” to (1,
6), (6, 1), (2, 5), (5, 2), (3, 4), (4, 3). Zatem zdarzenie ma 6
mozliwych przypadkéw. Stad prawdopodobienstwo zdarzenia
WYynosi 3% = %.



Wybieranie rzeczy z mozliwoscig zastapienia i bez
zastapienia

P> Przyktad: Jakie jest prawdopodobienstwo, ze liczby 11, 4, 17,
39, 23 zostang wylosowane w tej kolejnosci z pojemnika
zawierajacego 50 kul oznaczonych liczbami od 1 do 50, jesli
(a) kula wybrana w kazdej turze nie jest zwracana do
pojemnika i (b) kula wybrana w kazdej turze jest zwracana do
pojemnika?

(a) Wybieranie rzeczy bez zastapienia: Poniewaz za kazdym
razem, gdy kula jest wybierana, w koszu jest o jedng kule
mniej, zgodnie z reguta iloczynu (liczenia) istnieje
50,49,48,47,46 = 254251200 sposobdéw na wybranie pieciu kul
z kosza. Spoérdd nich jest tylko jeden przypadek, ktory pasuje
do wyboru 11, 4, 17, 39, 23. Zatem prawdopodobienstwo
wylosowania tych pieciu liczb w powyzszej kolejnosci wynosi

1

254251200



Wybieranie rzeczy z mozliwoscig zastagpienia

» Poniewaz za kazdym razem, gdy kule po wybraniu wraca do
kosza, zgodnie z regufa iloczynu istnieje 50° = 312500000
mozliwych sposobéw wybrania 5 kul. Wsréd nich jest tylko
jeden przypadek, ktéry pasuje do wyboru 11, 4, 17, 39, 23.
Stad prawdopodobienstwo wylosowania tych pieciu liczb w
wyzej wymienionej kolejnosci wynosi m.



Prawdopodobienstwo kombinacji zdarzen

» Twierdzenie: Niech E bedzie zdarzeniem zwigzanym z
przestrzenia préb S. Prawdopodobienstwo zdarzenia E,
bedacego dopetnieniem E, jest dane wzorem: P(E) = 1-P(E).

» Przyktad: Sekwencja dziesieciu bitdéw jest generowana losowo.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze przynajmniej jeden z bitéw
bedzie miat wartos¢ 07

- Niech E = Bity o dtugosci 10 posiadajace co najmniej jedno
0. E = Bity o dtugoéci dziesieé, niezawierajace zadnego 0.
Tak wiec istnieje tylko jeden mozliwy przypadek na korzyé¢ E.
Przestrzen préby zawiera C|a1g| 210 = 1024 bitéw. Wiec P(E)

105 120, P(E) =1~ 1933 = 1g53-

» Twierdzenie: Niech Ej, E; beda zdarzeniami przestrzeni préob
S. Wtedy P(El U E2) = P(El) + P(Eg) — P(El N Eg).

P> Przyktad: Jakie jest prawdopodobieAstwo, ze liczba catkowita
dodatnia wybrana losowo z zestawu liczb catkowitych
dodatnich nieprzekraczajacych 100 jest podzielna przez 2 lub
57



Ograniczenia pojecia prawdopodobienstwa Laplace'a
» Zaktada dwa warunki: (i) liczba wynikéw musi by¢ skonczona
oraz (ii) kazdy wynik jest réwnie prawdopodobny.
> Jednak wiele eksperymentéw moze nie mie¢ réwnie
prawdopodobnych wynikéw i/lub skonczenie wielu wynikdw.

(1) Przestrzen préby odpowiadajaca liczbie rzutéw moneta do
pierwszego orfa to {1,2,3,...}

(2) Moneta moze by¢ tak obcigzona, ze orzet wypada dwa razy
czesciej niz reszka.

(3) Rozwazmy, ze rzucamy dwiema monetami i wygrywamy, jesli
wypadnie przynajmniej jeden orzet, w przeciwnym razie
przegrywamy. Jakie jest prawdopodobienstwo wygranej?

- Jedno rozwiazanie: Jedli E jest zdarzeniem oznaczajacym
wygrana w grze, wtedy E = {HT, HH, TH} gdzie przestrzen
probki S = {HH, HT, TH, TT}. Wiec, P(E) = 2.
- Drugie rozwigzanie wedtug D'Alemberta: Jesli pierwsza
moneta wypadnie ortem, drugi rzut nie bedzie miat miejsca,
poniewaz gra jest juz wygrana. Wiec, E = {H, TH}, S =
{H, TH, TT} istad P(E) = 3. (Istnieja kontrowersje
dotyczace drugiego rozwigzania.)



Wyzwania uogdlniania koncepcji prawdopodobienstwa

> W przypadku nieskonczonej przestrzeni préb pojecie
kardynalnosci zbioru punktéw sprzyjajacych danemu zdarzeniu
E zmienia sie na pojecie miary (ang. measure).

Przyktad miary dla zbioru nieskonczonego: Praktycznym
przyktadem miary zbioru jest dtugos$¢ odcinka, gdzie zbidr jest
podzbiorem osi liczbowej. Na przyktad miara zbioru punktéw z
przedziatu [a, b] jest jego dtugos¢, ktéra wynosi b — a.

> Jedli przestrzen préby S jest nieprzeliczalnie nieskoniczona, to
nie wszystkie podzbiory S (tj. wszystkie zdarzenia) sa
mierzalne (zgodnie z pojeciem o-algebry).

» Czym jest o-algebra: Sktada sie z mierzalnych zbioréw, dla
ktérych ‘miare’ (sposéb kwantyfikacji jego wielkosci, taki jak
dtugos$¢, powierzchnia lub objeto$¢) mozna zdefiniowaé w
spojny sposdb. Zbiory te s3 fundamentalne w teorii miary i s3
zamkniete na operacje takie jak dopetnienie i suma
skonczona, co oznacza, ze jesli zbidr jest mierzalny, jego
dopetnienie réwniez jest mierzalne, a suma skonczonej liczby
zbioréw mierzalnych réwniez jest mierzalna.



Uogdlnione pojecie prawdopodobienstwa

» Kolmogorov (1933) wprowadzit aksjomatyczna definicje miary
prawdopodobiefistwa dla o-algebry F C P(S) dla danej
przestrzeni probek S.

» Niech S bedzie przestrzenig préb eksperymentu i F C P(S)
jest o-algebra. Prawdopodobienstwo jest funkcja
P : F —[0,1] taka, ze (i) 0 < P(E) dla dowolnego E € F,
(i) P(S) = 1, i (iii) Dla dowolnego ciagu wzajemnie
roztacznych zdarzen Eq, Ep,... € F, P(UX E;) = 2, P(E;).

» Z powyzszych warunkédw mozna udowodni¢ (iv) P(¢) =
gdzie ¢ oznacza niemozliwe zdarzenie i (v) P(E) < 1 dla
dowolnego E € F.

» Dla przeliczalnej przestrzeni préb S, P(S) to o-algebra.

» Definicje prawdopodobienstwa Laplace’a mozna uzyska¢ jako
szczegdlny przypadek tej definicji.



Kombinacje zdarzen

» Przyktad: Jakie prawdopodobienstwa powinni$my przypisaé
wynikom H (orzet) i T (reszka) przy rzucie uczciwg moneta?
Jakie prawdopodobienstwa powinnismy przypisaé tym
zdarzeniom, gdy moneta jest obcigzona tak, ze orzet wypada
dwa razy czesciej niz reszka?

- W przypadku uczciwej monety prawdopodobienstwo H i T jest
jednakowe. To znaczy P(H) = P(T) = 1.

- Dla stronniczej monety P(H) = 2P(T).

Wiec, P(H) + P(T) = 1 daje nam 3P(T) = 1.
Stad, P(T) =3 i P(H) = 3.

» Kazdy wynik s € S otrzymuje zatem warto$¢ P({s}) € [0,1], i
mozemy to oznaczy¢ jako P(s).

» Twierdzenie: Dla dowolnych dwéch zdarzen E;, Es,

(i) jesli E1 C Ep, wtedy P(E2 \ E1) = P(Ez) - P(El)
(II) P(El U E2) = P(El) + P(E2) — P(El N E2)
(iii) P(E1 U E) < P(E1) + P(E2).



Prawdopodobienstwo warunkowe

» Przyktad: Zatézmy, ze rzucamy trzy razy uczciwa moneta i
wiemy, ze zdarzenie F oznacza, ze pierwszy rzut wypadnie
reszka. Biorgc pod uwage te informacje, jakie jest
prawdopodobienstwo zdarzenia E, ze wypadnie nieparzysta
liczba reszek?

» Rozwiazanie: Widzimy, ze F = {TTT,TTH, THT, THH} i
E ={THH,HTH,HHT, TTT}. Skoro juz okreslono, ze
zdarzenie F juz wystapito, musimy poszukac zdarzenia F i E,
tzn. FNE = {THH, TTT}. Poniewaz istnieja 4 mozliwe
sposoby wystapienia zdarzenia F, a wérdd nich 2 s3 takie, ze
zdarzenie E wystepuje razem z zdarzeniem F,
prawdopodobienstwo wystapienia zdarzenia E, zakfadajac, ze
zdarzenie F juz wystapito, wynosi % = %

» Definicja: Niech E i F beda dwoma zdarzeniami takimi, ze
P(F) > 0. Prawdopodobienstwo warunkowe E przy danym F,

oznaczone jako P(E|F) = Pg_??;)'




Niezalezne wydarzenia

>

>

Dwa zdarzenia E i F w tej samej przestrzeni prébkowania S sa
nazywane niezaleznymi, jesli P(E N F) = P(E).P(F)

Warto uwazyé: Zgodnie z tozsamos$cia wynikajaca z definicji
prawdopodobiefnstwa warunkowego, jesli wiemy, ze zdarzenie F
juz wystapito, to P(ENF) = P(E|F).P(F). taczac to teraz z
definicja zdarzenia niezaleznego, widzimy, ze jesli wystgpienie
zdarzenia F nie ma zadnego wptywu na wystapienie zdarzenia
E, to P(ENF) = P(E).P(F) - co oznacza P(E|F) = P(E).
Przyktad: Niech E bedzie zdarzeniem polegajacym na tym, ze
losowo wygenerowany ciag bitéw o dtugosci czterech zaczyna
sie od 1, a F zdarzeniem polegajacym na tym, ze ciagi bitéw
zawieraja parzysta liczbe jedynek. Czy E i F s3 niezalezne?

E = {1000, 1001, 1010,1100,1011,1101,1110,1111} i

F = {0000, 0011,0101,0110,1001, 1010, 1100, 1111}.
Poniewaz w przestrzeni prébek znajduje sie 16 ciggdw
bitowych P(E) = P(F) = % = % P(ENF) = % =1=

1
P(E).P(F). Zatem E i F s3 zdarzeniami niezaleznymi.



Twierdzenie Bayesa

» Prawdopodobienstwo sumy skonczonej liczby zdarzen:
P(ULEi) = XL, P(E) - iy P(Ei N Ej) +
Z,‘#ﬁng(Ei N EJ N Ek) + ...+ (—1)"P(E1 NEN...N E,,).

» Jesli zdarzenia Ei, Ep, ..., E, wykluczaja sie wzajemnie (tj.
ENE = 6dlai ), wtedy P(UL,E) = =0, P(E).

» Zdarzenia Eq, Ep, ..., E, w przestrzeni probek S nazywamy
wyczerpujacym, jesli za kazdym razem, gdy przeprowadzany
jest eksperyment, musi nastapi¢ jedno z tych zdarzen.

» Niech Ei1, Ep, ..., E, beda zbiorem wzajemnie wykluczajacych
sie i wyczerpujacych zdarzeh w przestrzeni préb S, a B bedzie
dowolnym zdarzeniem w przestrzeni S. Wtedy P(B) =
Y7 ,P(EiNB) = X, P(B|E;)P(E;). Nazywa sie to
ca’rkochym prawdopodoblenstwem zdarzenia B.

» Twierdzenie Bayesa: Niech £, E», ..., E, beda zbiorem
wzajemnie wykluczajacych sie i wyczerpujacych zdarzen w
przestrzeni prob S, a B bedzie dowolnym zdarzeniem w

przestrzeni S. Wtedy, P(E;|B) = %'



Przyktad

P> Zatézmy, ze test laboratoryjny majacy na celu wykrycie
pewnej choroby ma nastepujace statystyki. Niech A oznacza
zdarzenie, ze badana osoba jest chora, a B oznacza zdarzenie,
ze wynik testu jest pozytywny. Wiadomo, ze P(B|A) = 0.99,
P(B|A) = 0.005, i 0,1 procenta populacji faktycznie cierpi na
te chorobe. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze dana osoba
jest chora, jesli wynik testu bedzie pozytywny?

Rozwiazanie: P(A) = 0.001 i P(A) = 0.999.
P(A|B) = P(BIAP(A) _ _ 0.99x0.001
P(B|A).P(A)+P(B|A).P(A) 0.99%0.001+0.005%0.999
= 0.165




Zmienna losowa

> Istnieje wiele probleméw, w ktérych musimy radzié sobie z
liczba wystapien okreslonego wyniku eksperymentu. Na
przyktad, mozemy potrzebowaé znaé prawdopodobienstwo, ze
moneta wypadnie z 11 reszkami po rzucie 20 razy. W badaniu
tego rodzaju probleméw pomocne staje sie uzycie zmiennej
losowe;.

» Przyktad: Zatézmy, ze moneta jest rzucana trzy razy. Niech
X(s) reprezentuje liczbe ortéw dla kazdego s € S, gdzie S jest
przestrzenia préb dla eksperymentu polegajacego na
trzykrotnym rzucie moneta. Wtedy, X(HHH) = 3, X(HHT)
= X(HTH) = X(THH) = 2, X(TTH) = X(THT) =
X(HTT)=1,i X(TTT) = 0.

» Definicja: Zmienna losowa to funkcja z przestrzeni préb
eksperymentu do zbioru liczb rzeczywistych. Oznacza to, ze
zmienna losowa przypisuje liczbe rzeczywistg kazdemu
mozliwemu wynikowi eksperymentu.



Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowe;j

» Przyktad: Nawigzujac do poprzedniego przyktadu, widzimy
PX=3)=%1 P(X=2)=3=P(X=1),P(X=0)=14,i
PX=3)+PX=2)+P(X=1)+P(X=0)=1

» Definicja: Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X w
przestrzeni proby S to specyfikacja prawdopodobienstw
P(X = r) dla wszystkich mozliwych wartosci r takich, ze
X(s)=rdlasesS.

» Przyktad funkcji rozktadu prawdopodobienstwa:

X | P(X)
0| &
1] 5
2 3
ElR

> Witasciwosci funkgeji rozktadu prawdopodobienstwa:
Dla zmiennej losowej X w przestrzeni proby S,
(i) 0 < P(X = r) < 1 dla dowolnej r takiej, ze X(s) = r dla
seS,i(ii)) Zx=,P(X=r)=1.



Funkcja dystrybucji skumulowane;j
» Definicja: Funkcja dystrybucji skumulowanej (ang. cumulative
distribution function) (cdf) dla zmiennej losowej X jest
zdefiniowany jako Fx(x) = P(X < x), gdzie -0o < x < 00
> Przyktad: Fx(0) = P(X <0) =1

Fx(1)=P(X<1)=P(X=0)+P(X=1)=L1+3=1
Fx(2) = P(X <2) = P(X =0) + P(X = 1) + P(X = 2)
_1,.3,.3_1
~8tsts~s
Fx(3) = P(X <2) =
P(X=0)+P(X =1)+P(X =2)+P(X =3)
—g+i+i+5=1

if —co<x<0
ifo<x<1
ifl<x<?2
if2<x<3

if 3 <

T]
X
~—
X
N—r
Il
= oo~ NI= o= O

X < 00



Dyskretna zmienna losowa i rozktad prawdopodobienstwa

> Wtasciwosci Fx:
(i) 0< Fx(x) < 1
(i) Jesdli x1 < x2, Fx(x1) < Fx(x)
(iii) limy_ooFx(x) =1
(iv) limy—_sFx(x) =0
» Znajdowanie prawdopodobienstw z Fx:
- P(a< X < b) = Fx(b) — Fx(a)
- P(X>a)=1—-P(X<a)=1-Fx(a)
- P(X < b) = lim,_,,- Fx(x)
> Zmienna losowa jest dyskretna, jesli przyjmuje wartosci z

dyskretnego zbioru. Dla zmiennej losowej dyskretnej Fx(x)
reprezentuje funkcje schodkows.



Funkcja masy prawdopodobienstwa

» Dla dyskretnej zmiennej losowej prawdopodobienstwo w
dowolnym przedziale oblicza sie zasadniczo na podstawie
prawdopodobienstw w pewnych dyskretnych punktach
lezacych w tym przedziale. Zatem dla dyskretnej zmiennej
losowej X prawdopodobienstwo w dowolnym punkcie x
nazywa sie funkcja masy prawdopodobienstwa (ang.
probability mass function lub pmf) X w x.

» P(X = x) = px(x) gdzie p reprezentuje pmf zmiennej X.

» Dla dyskretnej zmienny przyjmujaca wartosci x, xo, . . .,
px(xi) = P(X = x;) = Fx(xi) — Fx(xi-1)

> Witasciwosci pmf:

(i) 0< px(x)<ldlai=1,2,...

(ii) px(x) = 0 jesli x # x; dla dowolnej i =1, 2, ...
(i) Xipx(xi) = 1
(iv) Fx(xi) = Zi_1px(%)-



Ciagta zmienna losowa i rozktad prawdopodobienstwa

>

>

Ciagta zmienna losowa X przyjmuje wartosci ze zbioru
ciagtego.

W przypadku zbioru ciggtego, takiego jak przedziat [a, b],
zmienna losowa X ma oczywiscie nieprzeliczalnie wiele
wartosci do przyjecia, a zatem rozktad prawdopodobiefstwa X
jest rozumiany jako skumulowany rozktad
prawdopodobiefstwa w catym przedziale. Zatem w przypadku
zbioru ciggtego rozktad prawdopodobienstwa jest znany jako
funkcja gestosci prawdopodobienistwa (ang. probability density
function lub pdf.

Funkcja gestosci prawdopodobieﬁstwa dla zmiennej losowej X
w zakresie wartosci x to fx(x) = & Fx(x)

Funkcja gestosci prawdopodobiefistwa X w [a, b]: fab fx (x)dx
WHtasciwosci pdf (i) fx( ) =0 (i) [70, fx(x)dx =1

(iii) P(a < X < b) = [ fix(x)dx

(iv) P(a<X<b)—P(a<X<b):P(a<X<b):
P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a).



Niektére rozktady dyskretne

1. Zatézmy, ze X jest zmienng losowg nad S. Dyskretny rozktad
prawdopodobienstwa nazywa sie rozktadem jednostajnym
(ang. uniform distribution), jesli P(X = r) jest takie samo dla
kazdej wartosci r, tak ze X(s) = rdlas€S.

» Przyktad: Rozwazmy eksperyment z rzutem kostka. Zatem
S ={1,2,3,4,5,6}. Niech X bedzie zmienna losowa na S
taka, ze X(s) =s. Wéwczas P(X = s) = § dla kazdego
ses.

P Jesli eksperyment jest taki, ze kazda proba moze mieé tylko
dwa mozliwe wyniki, a prawdopodobienstwo kazdego wyniku
pozostaje takie samo we wszystkich prébach, kazda préba
takiego eksperymentu nazywana jest préba Bernoulliego. Dwa
mozliwe wyniki préby Bernoulliego s3 zazwyczaj nazywane
sukcesem i porazka.

2. Rozktad dwumianowy: Prawdopodobienstwo doktadnie k
sukceséw w n niezaleznych prébach Bernoulliego z
prawdopodobienstwem sukcesu p i prawdopodobienstwem
porazki ¢ = 1 — p, wynosi C(n, k)pkq"k.



Przyktad

> Jakie jest prawdopodobienstwo uzyskania dwéch ortéw w 5
rzutach monetg?

Rozwigzanie: Po prébach Bernoulliego wykonano tutaj 5 préb
rzutu moneta i w kazdej probie prawdopodobienstwo sukcesu
(czyli wyrzucenia orta) wynosi % Wiec, prawdopodobienstwo
uzyskania 2 ortéw 5 rzutach wynosi C(5,2)(3)° = 35

» Zmienna losowa Bernoulliego: Zmienna losowa X ma dwie
wartosci: ‘sukces’ i ‘porazke’, ktére mozna odpowiednio uznaé
za1i0. Niech P(X=1)=pi P(X=0) =1— p. pmf jest
zdefiniwany jako: p(X = i) = p/(1 — p)~/ gdzie i = 0, 1.

0 if x <0
Fx(x)=91—p ifO<x<1
1 ifx>1



Rozktad Poissona

» To rozktad dwumianowy o duzej liczbie préb. Oznacza to, ze
n — oo i w rezultacie p prawdopodobienstwo sukcesu staje sie
bardzo mate (p — 0), a relacja miedzy n i p jest taka, ze np
(= A) jest stata.

» Przyktad: Liczba potaczen telefonicznych przychodzacych w
ustalonym odstepie czasu. Niech A = dtugosé odstepu czasu,
n liczba przychodzacych potaczen, a prawdopodobienstwo
konkretnego potaczenia bedzie réwne p. Wiec, p = % Teraz,
jesli n wzrasta, p maleje, poniewaz A jest stata.

> X jest zmienna losowa Poissona z parametrem A (> 0), jesli
jej pmf px(i) = €32, i =0,1,2, ...

il

> Warto wiedzie¢: Prawdopodobienstwo otrzymania i liczby
potaczen to P(X =1i) = i!(n”i,.)!(%)’(l — 2y~ Gdy n — oo

P(X = i) — <X




Rozktad prawdopodobienstwa ciggtego
Rozktad Gaussa (powszechnie znany jako rozktad normalny) jest
prawdopodobnie najwazniejszym ciggtym rozktadem prawdopodobienstwa
w statystyce oraz uczeniu maszynowym. Opisuje on zmienne, ktérych
warto$ci grupuja sie symetrycznie wokét centralnej Sredniej.

>

Funkcja gestosci prawdopodobieristwa (pdf) dla rozktadu Gaussa:
Zmienna losowa ciaggfa X ma rozktad Gaussa ze $rednia u (parametr
pofozenia) i wariancja o (parametr skali) - co zapisujemy jako
X ~ N (p,0?) - jesdli jej funkcja gestosci prawdopodobiefstwa

3 ' : = 1 —3(5H)?
(PDF) okreslona jest wzorem: f(x) = N

L jest stata normalizacyjna. Zapewnia ona, ze catkowity obszar

V2no
pod krzywa jest doktadnie zintegrowany 1 (tzn. ffooo f(x)dx =1)

X—p

e—2(5") wskazuje, ze w miare oddalania sie od $redniej u w
dowolnym kierunku, warto$¢ ta maleje wyktadniczo.

Krzywa jest idealnie symetryczna wzgledem $rodka x = u. W
rezultacie Srednia, mediana i moda s3 identyczne i réwne p.

Ogone rozktadu zblizajg sie asymptotycznie do osi poziome;
(f(x) — 0, gdy x — £00), tzn., kazda liczba rzeczywista ma
niezerowa gestos¢ prawdopodobienstwa.



Wtasciwoéci rozktadu Gaussa

» Dla kazdej standardowej krzywej Gaussa:
e ok. 68,2% danych miesci sie w granicach 1 odchylenia
standardowego (u + 1o).
e ok. 95,4% danych miesci sie w granicach 2 odchylen
standardowych (u £ 20).
e ok. 99,7% danych miesci sie w granicach 3 odchylen
standardowych (p + 30).

» Standardowy rozkfad normalny (Z): Gdy p = 0 oraz o = 1, rozktad
ten nazywany jest standardowym rozktadem normalnym, co
tradycyjnie oznacza sie za pomoca zmiennej losowej Z ~ N(0,1).
Jego funkqa ggstoso prawdopodobienstwa upraszcza sie do postaci:

B(z) = e 10

» Standaryzacja (transformacja do wyniku Z) Kazda dowolng zmienna
gaussowska X ~ N(u, 02) mozna przeksztatci¢ w standardowa
zmienna normalng poprzez przesuniecie i przeskalowanie zgodnie z

wzorem: Z = %“



Zastosowanie rozktadu Gaussa

> Centralne twierdzenie graniczne (Central limit theorem): Niezaleznie
od ksztattu rozkfadu populacji wyjsciowej, suma (lub $rednia) duzej
liczby niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie
(independent and identically distributed (i.i.d.)) dazy do rozktadu
gaussowskiego wraz ze wzrostem liczebnosci préby (n — o).

» Oto dlaczego wzrost ludzi, wyniki testéow, btedy pomiarowe oraz
szum tta w naturalny sposéb tworza krzywa dzwonowa.

» Wiasnosé maksymalnej entropii: Sposrdd wszystkich mozliwych
rozktadéw ciggtych o znanej wartosci oczekiwanej i znanej wariancji,
rozktad Gaussa charakteryzuje sie maksymalna entropia; tzn.,
zawiera najwiecej losowosci, a zarazem najmniej systematycznego
ukierunkowania (structural bias).



Wartos¢ Oczekiwana (E)

>

vVvyVvyyypy

Warto$¢ Oczekiwana Funkcji Zmiennej Losowej: E[A(X)]

Dla zmiennej dyskretnej (PMF): Przeksztatcamy kazda mozliwa
warto$¢ x; (w zakresie wartosci, jakie przyjmuje zmienna losowa X)
za pomoca funkgji h(x;), a nastepnie mnozymy przez jej oryginalne
prawdopodobienstwo p(x;):  E[h(X)] = >, h(xi) - p(xi)

Dla zmiennej ciagtej (PDF): Podobnie jak wczesniej, catkujemy
iloczyn funkgji h(x) oraz ggstoéé prawdopodobieﬁstwa f(x) na catej
przestrzeni Q:  E[h(X)] = [, h( x) dx

Przyktad: Warto$¢ oczekiwana IE[X] (czgsto oznaczana jako p) to
teoretyczna Srednia warto$¢ zmiennej losowej przy nieskonczonej
liczbie powtdrzen eksperymentu.

Warto$¢ oczekiwana ze statej: E[c] = ¢

Wyciaganie statej przed operator (Jednorodnos$¢): E[aX] = aE[X]
Warto$¢ oczekiwana sumy (Adytywnosé): E[X + Y] = E[X] + E[Y]
Kombinacja Liniowa: E[aX + bY + c] = aE[X] + bE[Y] + ¢
Mnozenie zmiennych:

E[X - Y] =E[X]-E[Y] (gdy X,Y sa niezalezne)



Rodzina wyktadnicza i sprzezenie

» Rodzina wyktadnicza (Exponential Family) scala niemal wszystkie
powszechnie stosowane rozktady ciagfte i dyskretne (np. rozkfad
Gaussa, Bernoulliego, Poissona) w ramach jednego, nadrzednego
formalizmu matematycznego.

» Gesto$¢ kanoniczna rozktadu z rodziny wyktadniczej sktada sie z
czterech elementéw: miary bazowej h(x), parametru naturalnego 7,
statystyki dostatecznej? T(x) oraz logarytmu funkcji partycji A(n).
f(xIn) = h(x)exp(nT(x) — A(n))-

» Kluczowe spostrzezenie Posta¢ kanoniczna rozdziela dane od
parametru. Funkcja h(x) zalezy wyfacznie od danych, A(n) zalezy
wytacznie od parametru, a iloczyn 1T (x) stanowi jedyny punkt ich
styku. To wtasnie pozwala p6zniej sprowadzié caty zbiér danych do
podsumowania o ustalonym rozmiarze.

2Statystyka dostateczna to pojedyncza liczba (lub niewielki zestaw liczb),
wyznaczona na podstawie préby, ktéra zawiera petna informacje, jaka dane
niosa na temat nieznanego parametru. Gdy znamy juz statystyke dostateczna,
pozostate surowe dane nie wnosza zadnych dodatkowych informacji; w
rezultacie estymacje, analize wiarygodnosci oraz wnioskowanie statystyczne
mozna w catoéci przeprowadzi¢ w oparciu o to zwiezte podsumowanie.



Do sprawdzenia

» Prosze identyfikowaé rozktadu normalnego jako kanonicznej gestosci
prawdopodobienstwa z rodziny wykfadniczej

» Wskazéwka:

1 ef%(X7u)2

o

- Rozwaz f(x|u,0) =

2mo
- Rozwin wyrazenie kwadratowe —(*3£)? (Sek w tym, by dostrze¢, ze
ux staje sie nT(x), a staJe sie A( ).

- Przenies stata normallzacyjnq m = do wnetrza wyktadnika

W
- f(x|po 2) =
exp(( 5) x4 (— 5 ) X2 — %Iog(2ﬂ)>



Zmiana zmiennych i przeksztatcenie odwrotne

» W przypadku pojedynczej zmiennej losowej Niech X bedzie zmienna
losowa ciggta o znanej gestosci prawdopodobienistwa fx(x). Niech
Y = g(X) bedzie przeksztatceniem, w ktérym g jest funkcja gdzie
g(x) jest funkcja Scisle rosnaca lub $cisle malejaca (co oznacza, ze
jest ona réznowartosciowa i odwracalna oraz rézniczkowalna).
Gesto$¢ prawdopodobienstwa zmiennej przeksztatconej Y wyraza sie
wzorem: fy (y) = fx(g~*(v)).| & ()| gdzie g~*(y) Jest to
przeksztatcenie odwrotne. Odwzorowuje ono wartosci z nowej
przestrzeni (Y') z powrotem do przestrzeni wyjsciowej (X) i
|d%g_1(y)| petni funkcje wspétczynnika korygujacego (pochodna
funkcji odwrotnej).



Przypadek wielowymiarowy (wiele zmiennych losowych)

> W przypadku wektora ciagtych zmiennych losowych (na przykfad
przy przeksztatcaniu (X1, X2) na (Y1, Y2) za pomoca réwnan
Y1 = a1(X1, X2) oraz Yo = go( X1, X2)) wspdtczynnik poprawkowy
przyjmuje postaé¢ wyznacznika. Jesli przeksztatcenie taczne jest
wzajemnie jednoznaczne, najpierw wyznaczamy przeksztatcenia
odwrotne: X; = hl(Yl, Yg) oraz Xp = hz(Yl, Yz)
Wielowymiarowy wzér na tacznag gestos¢ prawdopodobienstwa
(PDF) ma postaé:
v (Y1, 2) = fxy o (M(y1, y2), ha(y1, y2)) - 1]
gdzie |J| jest wartoscig bezwzgledna wyznacznika jakobianu
przeksztatcenia odwrotnego: J =

Ox  Ox1
d )

dy1r  Oya

» Zastosowanie: To wiasnie to zachowanie stanowi podstawe metody
prébkowania przez transformacje odwrotna (ang. *Inverse Transform
Sampling*) — fundamentalnego sposobu, z ktérego korzystaja
komputery w celu symulowania danych losowych.



Testy hipotez: parametryczne a nieparametryczne

Testowanie hipotez statystycznych dzieli sie na dwie gtéwne gatezie, w
zaleznos$ci od zatozen dotyczacych struktury populacji.

» Testy parametryczne

- Zaktada, ze dane podlegaja okreslonej rodzinie rozktadéw
(zazwyczaj rozktadowi Gaussa).

- Koncentruje sie na estymacji okreslonych parametréw (np. $redniej
W, wariancji 02).

- Wymaga danych ciagtych mierzonych w skali przedziatowej lub
ilorazowe;j.

» Testy nieparametryczne

- Nie przyjmuje zadnych zatozen strukturalnych dotyczacych
populacji.

- Koncentruje sie na rangach, medianach lub rozktadach
strukturalnych, a nie na sztywnych wskaznikach.

- Bezproblemowo obstuguje dane typu porzadkowego, nominalnego,
rangowego lub dane o silnie asymetrycznym rozktadzie.



Regresja Liniowa (Linear Regression)

Regresja liniowa stuzy do modelowania zwigzkéw pomiedzy ciagta
zmienng zalezna (objasniang) Y a jedna lub wieloma zmiennymi
niezaleznymi (objasniajacymi) X.

» Dla zbioru danych zawierajagcego n obserwacji i p cech, model
wielokrotnej regresji liniowej przyjmuje postac:
Y = fo+ 1 X1 + BoXo + -+ -+ Bp X, + € gdzie:

- fo to wyraz wolny (intercept).
- B1, ..., Bp to wspdtczynniki regresji (wagi).

- € to btad losowy (resztowy), dla ktérego zaktada sie rozktad
normalny: € ~ A(0,02).

» W zapisie macierzowym: Y = X + ¢



Estymacja Parametréow: Metoda Najmniejszych Kwadratéw
(MNK)

» Celem Klasycznej Metody Najmniejszych Kwadratéw (ang. Ordinary
Least Squares — OLS) jest zminimalizowanie sumy kwadratéw reszt

(RSS): RSS(B) = X211 (vi — x{ B)? = (Y — XB) (Y — XB)

- Obliczenie pochodnej wzgledem wektora (§ i przyréwnanie jej do
zera prowadzi do tzw. réwnah normalnych: XTXj3 = XTY

- Przy zatozeniu, ze macierz XX jest odwracalna, jawne
rozwiazanie dla parametréw wynosi: 3 = (XTX) " 1XTY



Regresja Logistyczna (Logistic Regression)

Regresje logistyczna stosuje sie, gdy zmienna zalezna Y jest kategoryczna
(najczesciej binarna, czyli Y € {0,1}). Zamiast przewidywaé
bezposrednio warto$¢ Y, modeluje ona prawdopodobienstwo sukcesu
p=P(Y =1X).

> Funkcja Logistyczna (Sigmoid): Aby przeksztatci¢ dowolna wartos¢
liniowa na zakres prawdopodobiefstwa (), stosujemy funkcje
sigmoidalng: o(z) = 1=

- Modelujemy logarytm szans (ang. log-odds lub logit) jako liniowa
kombinacje cech wejsciowych:
In (ﬁ) =00+ i Xi+ -+ BpXp = X0
Wyznaczajac p, otrzymujemy funkcje prognozy modelu:
p=P(Y=1X)= 2

1+e—X7P



Estymacja Parametréow: Metoda Najwiekszej
Wiarygodnosci (MNW)

» W przeciwienstwie do regresji liniowej, regresja logistyczna nie
posiada rozwigzania w postaci jawnego wzoru algebraicznego.
Parametry szacuje sie za pomoca Metody Najwiekszej
Wiarygodnosci (ang. Maximum Likelihood Estimation - MLE),
minimalizujac funkcje straty logarytmicznej (Binary
Cross-Entropy/Log Loss):

- L(B) = *% 27:1 [viln(pi) + (1 — yi) In(1 — p;)]

Optymalizacje przeprowadza sie numerycznie za pomocg
algorytmow iteracyjnych, takich jak Metoda Gradientu Prostego
(Gradient Descent) lub metoda Newtona-Raphsona.



Metody Monte Carlo

Metody Monte Carlo to szeroka klasa algorytméw obliczeniowych, ktére
wykorzystuja wielokrotne losowanie probabilistyczne do uzyskania
wynikéw numerycznych. S3 niezastapione przy rozwigzywaniu probleméw
deterministycznych, ktére s3 trudne lub niemozliwe do rozwigzania
analitycznego (np. catki wielowymiarowe).

» Gtéwna Zasada: Prawo Wielkich Liczb

Zatézmy, ze chcemy obliczy¢ warto$¢ oczekiwana funkcji h(X), gdzie
X ma gestos¢ prawdopodobienstwa f(X):
I =E[h(X)] = [, h(x)f(x) dx

» Jedli analityczne obliczenie catki jest niemozliwe, mozemy
wylosowaé N niezaleznych prébek xi,xa, ..., xy z rozktadu f(x). Na
mocy Mocnego Prawa Wielkich Liczb, $rednia z préby zbiega sie do
prawdziwej wartosci oczekiwanej wraz z N — :

I = X0y ) ==

» Zgodnie z Centralnym Twierdzeniem Granicznym, btad statystyczny
estymatora Monte Carlo maleje w tempie proporcjonalnym do liczby
préb: Btad =~ O (ﬁ) Tzn., aby zmniejszy¢ btad dwukrotnie,

musimy zwiekszy¢ liczbe losowan N az czterokrotnie.



Rézniczkowanie funkcji jednowymiarowych

» Definicja pochodnej: Dla funkcji f : R — R pochodna mierzy
chwilowa szybko$¢ zmian wartosci funkcji wzgledem zmiany
. . ’ T f(x+h)—f(x)
argumentu, co wyraza wzér f'(x) = limj_o =——F—=.
> Interpretacja geometryczna: Wartos¢ f/(xg) oznacza wspétczynnik
kierunkowy stycznej do wykresu funkcji w punkcie (xg, f(xp))-

» Reguta tafncuchowa (Chain Rule): Dla funkcji ztozonej
h(x) = f(g(x)) pochodna jest iloczynem pochodnych funkgji
zewnetrznej i wewnetrznej: h'(x) = f'(g(x)) - g'(x).

> Przykfad: Niech h(x) = e¥ +11 gdzie f(x) = e* i g(x) = x2 + 11.
H(x) = e+ (2x)



Pochodne czastkowe i gradienty

» Pochodna czastkowa: Dla funkcji skalarnej wielu zmiennych
f : R" — R pochodna czastkowa % to pochodna wzgledem
zmiennej x; przy zatozeniu, ze wszystkie pozostate zmienne s3 state.

» Wektor gradientu: Gradient Vf(x) to wektor kolumnowy zbierajacy
wszystkie pochodne czastkowe pierwszego rzedu w jednym obiekcie.
Vi) =[5 5 o B R

> Witasnosci kierunkowe: Wektor gradientu wskazuje kierunek
najszybszego wzrostu funkcji w danym punkcie, a jego norma
[IVf(x)| okresla tempo tego wzrostu.

» Zastosowanie w optymalizacji: W metodzie spadku gradientowego
(Gradient Descent) parametry aktualizuje sie w kierunku
przeciwnym do gradientu: xx11 = xx — nVf(xx) gdzie parametr 7
to wspdfczynnik uczenia (ang. learning rate) lub dtugosé kroku.

> Wektor —Vf(xx) wskazuje wytacznie lokalny kierunek najszybszego
spadku wartosci funkgji, a skalar 7 > 0 decyduje o skali przesuniecia
wzdtuz tego kierunku. n okre$la, jak duza zmiane parametréw x
wykonamy w pojedynczej iteracji w kierunku wyznaczonym przez
ujemny gradient.



Przyktad analityczny

» Rozwazmy prosta funkcje kwadratowa f(x) = x2, ktérej minimum
znajduje sie w punkcie x* = 0. Gradient wynosi Vf(x) = 2x, wiec
reguta aktualizacji przyjmuje postac:

X1 = Xk — n(2xk) = (1 — 2n)xk
» Gdy n = 0.1: W kazdym kroku xx4+1 = 0.8xk, wiec ciag

monotonicznie i ptynnie zbiega do zera.

» Gdy n = 0.5: W pierwszym kroku x = (1 - 1)x = 0, co oznacza
trafienie doktadnie w minimum w jednej iteracji.

» Gdy n = 0.9: W kazdym kroku xx+1 = —0.8xk, wiec punkt
przeskakuje na druga strone zera (oscyluje), ale amplituda maleje i
algorytm nadal zbiega.

» Gdy n > 1.0: Czynnik |1 — 29| > 1, co powoduje coraz wigksze skoki
na boki i ucieczke do nieskonczonosci (rozbieznosé).



Gradienty funkcji o warto$ciach wektorowych (Jakobian)

» Funkcja wektorowa: Rozwazamy odwzorowanie f : R” — R™, gdzie
kazda ze sktadowych f;(x) zalezy od wektora wejsciowego x € R”".

» Macierz Jacobiego (Jakobian): Uogdlnieniem gradientu jest macierz
J € R™*" ktérej wiersze to transponowane gradienty kolejnych

of ofi
0xy e Oxp
funkcji sktadowych. J¢(x) = % = .
ofy A
Oxq e Oxp

» Uogblniona reguta tancuchowa: Dla ztozenia funkcji wektorowych
h(x) = f(g(x)) jakobian ztozenia jest iloczynem macierzowym
jakobiandw sktadowych: Jy(x) = J¢(g(x)) - Jg(x).



Gradienty macierzy

» Konwencje zapisu: W literaturze stosuje sie konwencje licznikowa
(wymiar wyniku zgodny z licznikiem) lub mianownikowa (wymiar
zgodny z mianownikiem, czestsza w uczeniu maszynowym).

» Pochodna funkgji skalarnej wzgledem macierzy: Dla f : R™*" — R
gradient wzgledem macierzy X jest macierza o identycznych
wymiarach m x n gdzie

(Vxf(X)); = &)




Tozsamosci przydatne w obliczeniach gradientéw

Zestawienie najwazniejszych regut dla wektoréw x,a € R” oraz macierzy

A (w konwencji mianownikowej):

f(x) lub f(X) | Gradient Vf Uwagi

alx a lloczyn skalarny (funkcja liniowa)

xT Ax (A+AT)x Forma kwadratowa ogélna

xTAx 2Ax Forma kwadratowa dla symetrycznej A

|[Ax — b||3 2AT(Ax —b) | Klasyczny problem najmniejszych
kwadratéw

Tr(AX) AT Pochodna $ladu iloczynu macierzy

In | det(X)| (xXHr Dla odwracalnej macierzy

kwadratowej X



Propagacja wsteczna i rézniczkowanie automatyczne

» Graf obliczeniowy: Dowolng ztozong funkcje mozna przedstawi¢ jako
skierowany graf acykliczny (DAG), w ktérym wezty reprezentuja
operacje elementarne, a krawedzie przeptyw danych.

> Rozniczkowanie automatyczne (AD): Nie jest to ani rézniczkowanie
symboliczne (prowadzace do eksplozji wyrazen), ani numeryczne
(obciazone btedem zaokraglen), lecz doktadne obliczanie wartosci
pochodnych na grafie.

» Tryb w przéd (Forward-mode AD): Propaguje pochodne réwnolegle
z wartosciami funkcji od wej$¢ do wyjs¢; jest wydajny dla funkgji
typu R — R™,

> Tryb wsteczny (Reverse-mode AD / Backpropagation): Najpierw
oblicza wartosci w przdd, a nastepnie propaguje gradienty od
pojedynczego wyjscia (funkgji straty L € R) do wszystkich wejs¢ w
jednym przebiegu; jest fundamentem uczenia gtebokich sieci
neuronowych (R" — R).



Pochodne wyzszych rzedéw

» Pochodne mieszane: Drugie pochodne czastkowe opisuja krzywizne

funkcji; zgodnie z twierdzeniem Schwarza dla funkcji klasy C?

. sz s e . . . 2 2
3kolejnoé¢ rézniczkowania nie ma znaczenia: a. L a. F
Ox;0x; Ox;0x;

» Macierz Hessego (Hesjan): Dla funkcji f : R” — R hesjan
H € R"*" to symetryczna macierz wszystkich drugich pochodnych

Lol _Pf
(9)(12 e Ox10X,
czastkowych. Hf(x) = V2f(x) = : _ :
O*f Pf
OxnOx1 te Ox2

> Klasyfikacja punktéw krytycznych (V£ (xq) = 0):
e Gdy H(x) jest dodatnio okreslona (wszystkie wartosci wtasne
> 0), w punkcie Xq istnieje minimum lokalne.
e Gdy H(xg) jest ujemnie okreslona (wszystkie wartosci wtasne
< 0), w punkcie xq istnieje maksimum lokalne.
e Gdy H(x) jest nieokreslona (wartosci wtasne réznych znakéw),
punkt xg jest punktem siodtowym.

3Funkcja klasy C? to funkcja, ktéra jest dwukrotnie rézniczkowalna w
sposob ciagty.



Linearyzacja i wielowymiarowe szeregi Taylora

» Linearyzacja (Aproksymacja pierwszego rzedu): W otoczeniu punktu
xo funkcje rézniczkowalna mozna przyblizy¢ hiperptaszczyzna
styczna. f(x) ~ f(x0) + V£ (x0) " (x — xo)

> Aproksymacja kwadratowa (Szereg Taylora drugiego rzedu):
Uwzglednienie hesjanu pozwala uchwyci¢ lokalna krzywizne funkgji,
co wykorzystuje m.in. metoda Newtona w optymalizacji.
f(x) ~ f(x0) + VF(x0) " (x —x0) + %(x —x0) TH¢(x0)(x — %o)

» Ogdlny wielowymiarowy wzér Taylora: Dla przesuniecia
Ax = x — X rozwiniecie rzedu k zapisuje sie z uzyciem notacji
wielowskaznikowej jako sume pochodnych kolejnych rzedéw
pomnozonych przez odpowiednie potegi przyrostéw.



Dziekuje za uwage



