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Podsumowanie

» Poznalismy automaty skonczone zaréwno typu deterministycznego,
jak i niedeterministycznego, a takze dowiedzielismy sie, ze generuja
one ten sam zbidr jezykéw.

» Poznali$my odmiane niedeterministycznego automatu skornczonego,
znanga jako e-NDFA, ktéra generuje ten sam jezyk, poniewaz mozna
go réwniez przekonwertowa¢ na DFA.

» Woprowadzono jeszcze dwie odmiany automatéw skoficzonych, ktére
zamiast wskazywac, ze ciag wejsciowy zostat zaakceptowany (lub
nie akceptowane), moga wygenerowac ciag wyjsciowy. Jedna z nich
znana jest jako maszyna Moore'a, a druga jako maszyna Mealey'a.



Plan

> Widzieli$my, .ze dla danego jezyka moga istnie¢ rézne sposoby
zaprojektowania automatu skonczonego akceptujkacego ten jezyk.
Wiec, pojawia sie pytanie, czy dla danego jezyka istnieje sposéb na
zaprojektowanie automatu z minimalna liczba stanéw. W tym
kontekscie poznamy technike minimalizacji automatu (minimization
of automaton).

» Po drugie, poniewaz za pomoca automatéw mozemy generowaé
rézne jezyki, jednym z waznych aspektéw jest poznanie powiazania
miedzy automatami a jezykami formalnymi. W zwigzku z tym
osobno poznamy pojecie gramatyki formalnej (formal grammar) i
jezykéw generowanych na jej podstawie. Nastepnie nauczymy sie
klasyfikacji jezykéw (classification of languages). Pézniej oméwimy
zwiazek pomiedzy réznymi rodzajami automatéw i jezykami
formalnymi.



Minimalizacja automatéw skonczonych
W celu zbudowania automatu z minimalna liczba stanéw réwnowaznemu
danemu automatowi M musimy pozna¢ pojecie réwnowaznosci pomiedzy
dwoma stanami. Poniewaz interesuja nas tylko ciggi akceptowane przez
M, co jest wazne czy stan jest koficowy czy nie.

>

(Prop 1)

(Prop 2)

(Prop 3)

Definicja: Dla danego automatu M = (Q,X,d,qo, F) i k > 0, dwa
stany g1, > € @ s3 uwazane za k-réwnowazne, oznaczane jako

q1 =« g2, jesli dla wszystkich ciggéw x € £* o dtugosci k lub mniej,
oba (g1, x) i d(gz, x) sa stanami koncowymi lub oba s3 stanami
niekoncowymi.

Np. dowolne dwa stany koncowe s3 0-réwnowazne i dowolne stany

niekoficowe s3 réwniez 0-réwnowazne.

=, jest relacja zwrotna, symetryczng i przechodnia. Oznacza to, ze
jest to relacja réwnowaznosci, a zatem moze podzieli¢ caty zbiér @
na roztaczne klasy réwnowaznosci.

Jesli g1, g2 sa k + 1-réwnowazne (g1 =41 §2), to s3 k-réwnowazne
(91 =« 2).

Niech M, oznacza zbiér wszystkich klas réwnowaznosci
wygenerowanych z =,. Wtedy I, = I,,1 dla pewnego n.



Skonstrukcja automatu minimalnego

(Krok 1)

(Krok 2)

(Krok 3)
(Krok 4)

Skonstrukcja Mo: Z definicji 0-réwnowaznosci My = {Qp, Q1 } gdzie
Q=FiQ=Q\F.

Skonstrukcja My 1 z My: Niech Q,-k bedzie dowolnym podzbiorem
My. Jesli g1, q2 € QF (czyli g1 =« g2), s one k + 1-réwnowazne
(tzn., g1 =k+1 g2) podanemu dla dowolnego a € ¥, 6(qy, a) i

5(q2, a) naleza do tej samej klasy réwnowaznosci w M. W tym
procesie QX jest dalej dzielony na klasy k + 1-réwnowaznogci i
proces jest kontynuowany az do uzyskania wszystkich klas
réwnowaznosci My, 1.

Kontynuuj konstruowanie N, dlan=1, 2,3, ...azdo I, = N,41.

Skonstrukcja automatu minimalnego: Za wymagane minimum
automat stanowy stany s3 klasami réwnowaznosci uzyskanymi w
kroku 3. Tablice stanéw uzyskuje sie poprzez zastapienie stanu g
przez odpowiadajaca klasa réwnowaznosci [q]. Liczba klas
réwnowaznosci jest mniejsza lub réwna |Q|. Wiec, jesli [q1] =
{q1,q2, ... qk}, to jesli jakis ciag w moze dotrze¢ do stanu
koncowego przechodzacego przez g, to moze réwniez dotrze¢ do
stanu koncowego przechodzacy przez dowolny stan [q1].
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Kroki dla minimalnego automatu

> Mo = {{q2}, {90,91,93,9a,9s5,96,q7}} - Nazwiimy je Q3 = {q2} i Q) =
{q0, 91,93, 94,95, d6,G7}-

»  Poniewaz Qg w Mo nie mozena dalej dzielone, pozostaje takie samo w My (tzn., Qg = {qg2}).

Musimy podzieli¢ Q¥ = {qo, g1, q3. 94, 5, g6, g7 }-

> 5(qo,0),8(q1,0) € QF. Ale 5(go,1) = g5 € QF, a 5(q1,1) = g2 € Q. Wiec, qo i g1 nie
sa 1-rénowazne.

> go, g3 nie sa 1-rénowazne bo §(qp,0) = q1 € Qg i6(g3,0) =¢q2 € Qg.

»  go, gs nie sa 1-rénowazne bo §(qo,0) = q1 € Qg i6(g5,0) = g2 € Qg.

»  qo, g7 nie sa 1-rénowazne bo §(qo,1) = g5 € Qg id(q7,1) =q2 € Qg.

> 4o, qa, ge sa 1-rénowazne i tak wigc beda naleze¢ do jednej klasy réwnowaznosci,
powiedzmy Q = {qo, 4, g6 }-

>

Z drugiej strony, q1, g7 sa 1-rénowazne oraz g3, gs sa 1l-rénowazne, natomiast g1, g3 nie
sa 1-rénowazne bo §(q1,0) = ge € Q2 i §(g3,0) = g2 € QF. Mamy wiec dwie klasy
réwnowaznosci, {q3, g5} = Q; (powiedzmy) i {q1, 97} = Q;.

> Wiec, M1 = {{92}, {90,94,96}, {93,958}, {q1,97}} -

P> Aby obliczyé My, sprawdzimy stany, ktére sa 2-réwnowazne. zaczniemy od Qi‘ = {q0,94,96}-

> qo, qa sa 2-réwnowazne bo §(qo, 0), 5(qa,0) € Q3 i 5(qo, 1), 5(qa,1) € Q5. Ale go, g
nie s3 2-réwnowazne bo §(qop,0) € Qg’ i 8(g6,0) € Q}. Zatem Qi’ jest podzielony na
dwie klasy réwnowaznosci, {qo0,qa} i {qe}-

» Innych klas réwnowaznosci z 1 nie mozna dalej dzieli¢, poniewaz zawieraja stany
2-réwnowazne.

> Wiec, M2 = {{q2}, {90,9a}, {a6}, {93,095}, {q1,q97}} .

» Mozna sprawdzi¢, ze > nie moze by¢ dalej dzielone, tzn., My = M3.



Diagram minimalnego automatu dla przyktadu M1

» Minimalnego automatu M: M’ = (Q’,{0,1},0’, g4, F') gdzie



Diagram minimalnego automatu dla przyktadu M1

» Minimalnego automatu M: M’ = (Q’,{0,1},0’, g4, F') gdzie
Q" =Mz = {{q2}, {q0, 94}, {96}, {a3, 45}, {aq1.a7}},



Diagram minimalnego automatu dla przyktadu M1

» Minimalnego automatu M: M’ = (Q’,{0,1},0’, g4, F') gdzie
Q' =M = {{q2}, {q0,9}, {a6}, {g3, 05}, {qu.q7}},
90 = [90] = {q0, 94} i F = {{a2}},



Diagram minimalnego automatu dla przyktadu M1

» Minimalnego automatu M: M" = (Q’,{0,1},d, q, F') gdzie
Q" =Mz = {{q2}, {q0, 94}, {96}, {a3, 45}, {aq1.a7}},

q0 = [90] = {qo0.qa} i F = {{q2}},

§'([gi], a) = 6(q;, a) dla kazdego a € ©

(poniewaz wszystkie stany w klasie réwnowaznosci s identyfikowane
i traktowane jako pojedynczy stan, jesli istnieje tuk od g; do g z
etykieta a, to istnieje tuk z klasy réwnowaznosci [g;] do [gj] z ta
sam3 etykieta w diagramu automatu minimalnego.)



Diagram minimalnego automatu dla przyktadu M1

» Minimalnego automatu M: M" = (Q’,{0,1},d, q, F') gdzie
Q" =Mz = {{q2}, {q0, 94}, {96}, {a3, 45}, {aq1.a7}},

q0 = [90] = {qo0.qa} i F = {{q2}},

§'([gi], a) = 6(q;, a) dla kazdego a € ©
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start
—({d0.04}

1



Jezyki formalne

>

Widzielis$my, ze majac dany jezyk, mozemy zaprojektowac automat
skonczony generujacy ten sam jezyk. Zatem wyraznie widzimy
zwiazek pomiedzy automatem skoniczonym (DFA lub NDFA) a
jezykiem.

Powstaje zatem pytanie, jaka rodzine jezykéw moga wygenerowaé
automaty skonczone. Musimy wiec najpierw okresli¢, czym jest
jezyk formalny.

Jezyki formalne pojawiaja sie wsréd fundamentalnych poje¢ logiki,
matematyki i informatyki, a takze teoretycznej lingwistyki. Na
poczatku lat piec¢dziesigtych (1950's) lingwisci prébowali precyzyjnie
zdefiniowa¢ wazne zdania i poda¢ strukturalne opisy zdan. Chcieli
zdefiniowa¢ gramatyke formalng (tj. opisa¢ reguty gramatyki w
rygorystyczny sposéb matematyczny) do opisu jezyka angielskiego.
Mysleli, ze taki opis jezykéw naturalnych utatwi ttumaczenie
jezykowe za pomoca komputeréw. W 1956 roku Noam Chomsky,
amerykanski lingwista, wprowadzit pojecie gramatyki formalnej,
ktére okazato sie przydatne w przypadku jezykéw komputerowych.
Stworzona przez niego hierarchia jezykéw formalnych bedzie jednych
z naszych gtéwnych tematéw zainteresowania.



Przyktad: gramatyka formalna dla jezyka angielskiego

>

>

Dla uproszczenia rozwazmy dwa rodzaje zdan w jezyku angielskim, aby sformalizowaé
konstrukcje tych zdan.

Rozwazamy zdania zawierajace rzeczownik i czasownik lub te zawierajgce rzeczownik-czasownik i
przystéwek (np. ‘John zjadt' lub ‘Sam pobiegt szybko'). W zdaniu ‘Sam pobiegt szybko’ stowa
‘Sam’, ‘pobiegt’, ‘szybko’ zostaty zapisane w tej kolejnosci.

Jesli zastapimy ‘John' przez ‘Sam’, ‘Tom’, ‘Ala’ itp., (tj. dowolnym rzeczownikiem), ‘zjadt’ przez
‘biegat’, ‘chodzit’ itp., (tj. dowolnym czasownikiem w czasie przesztym), a ‘szybko’ przez
‘powoli’, (tj. dowolnym przystéwek), otrzymujemy inne zdania poprawne gramatycznie.

Mamy wiec dwie proste formy zdan: <rzeczownik><czasownik> i
<rzeczownik> < czasownik > < przystéwek>.

Tutaj <rzeczownik>, <czasownik>, <przystéwek> s3 jak zmienne (variables) i jesli zastapimy
<rzeczownik>, <czasownik> i <przystéwek> odpowiednimi stowami, otrzymamy rzeczywiste,
poprawne gramatycznie zdania. Stowa takie jak ‘John’, ‘Sam’, ‘zjadt', ‘pobiegt’, ‘szybko’,
‘powoli’, ktére tworza zdania, mozna nazwaé terminalami (terminals/constants).

Niech S bedzie zmienng oznaczajaca zdanie.

Mozemy zatem utworzyé nastepujace reguty, aby wygenerowaé dwa typy zdan:

(i) S — <rzeczownik><czasownik>

(i) S — <rzeczownik><czasownik><przystéwek>

(iii) <rzeczownik> — John

(iv) <rzeczownik> — Sam

(v) <czasownik> — zjadt

(vi) <czasownik> — pobiegt

(vii) <przystéwek> — szybko

Kazde z powyzszych wyrazen jest zwykle nazywane produkcja (production) gramatyki formalnej,
wskazujaca, ze kazde wyrazenie po lewej stronie strzatki mozna zastapi¢ wyrazeniem po prawej
stronie. Mozemy zaczaé od produkgji (i) i zastapi¢ <rzeczownik> uzywajac (iii), a nastepnie
<czasownik> uzywajac (v). W ten sposéb powstaja zdania.

Zatem gramatyka formalna zawiera cztery elementy: zbiér zmiennych (Vy), zbiér
terminali/statych (X), zbiér regut produkcji (P) i zmienna poczatkowa (S € Vy).



Gramatyka formalna: przez Noama Chomsky'ego

» Definicja: Gramatyka formalna (formal grammar) to czterokrotka G
= (Wn, X, P, S) gdzie
i) Vy jest skonczonym, niepustym zbiorem zmiennych,

(i) X jest skonczonym, niepustym zbiorem terminali lub statych,
(i) VWwNX =o,
(iv) S jest specjalng zmienng (tj. S € Vi) zwanym symbolem

startu, oraz

(v) P jest skonczonym zbiorem, ktérego elementy maja postaé
a — (3, gdzie «, B sa ciagami znakéw na Vy UX i @ ma co
najmniej jeden symbol z Vjy. Elementy P nazywane s3
produkcjami, regutami produkcji lub regutami przepisywania.

» Definicja: Jesli « — [ jest produkcja w gramatyce G i v, 0 sa
dowolnymi dwoma ciggami znakéw w Vjy U X, to méwimy, ze yad
bezposrednio wyprowadza 730 z G (oznaczanego jako
yad = v0). Proces ten nazywany jest wyprowadzaniem
jednoetapowym (one-step derivation).

> W szczegélnosci, jesli a — B jest produkcja, to oo = B jest
wyprowadzeniem jednoetapowym.



Jezyk generowany przez gramatyke

» Zauwazmy, ze = mozna uwazac za relacje na (Viy U X)* (czyli
a =¢ (B oznacza «, 3 s3 powiazane relacja =¢)

» Definicja: Jesli a, 8 sa ciagami znakéw ponad Viy U X (tzn.,
a, B € (VyUX)*), to méwimy, ze o wyprowadza 3, oznaczane jako
a =¢ B, gdzie = jest zwrotnym, przechodnim domknigciem =¢
(reflexive-transitive closure of =¢).

» Oznacza to, ze poniewaz = jest zwrotno-przechodnim
domknieciem =, mamy nastepujace przypadki.

> a =% adla kazdego ciggu o € (Vy U X)*.

> Jedli o =% 5 gdzie o, f € (VWU X)" i o # 3, wtedy istnieja
tancuchy aq, s, ..., a, gdzie n > 2 takie, ze
aécalécagéc...égan:,@.
(Oznacza to, ze wszystkie derywacje o krokach skonczonych s3
zawarte w relacji =%)

» Definicja: Jesli S =% o, wtedy o nazywa sie forma zdaniowa.

» Definicja: Jezyk generowany przez gramatyke G, oznaczony jako
L(G), jest zbiorem wszystkich ciggéw terminali pochodzacych od S.
To znacza, L(G) = {weX*:S=¢ w}



> \Wtasciwos¢: Wszystkie ciagi znakéw w L(G) s3 formami
zdaniowymi - ale nie odwrotnie.

» Definicja: Dwie gramatyki formalne Gy i G, sa réwnowazne jesli
L(Gy) = L(Gy).

» Terminologie:

» Jesli A — « jest produkcje w formalnym gramatyce G i
A € V), wtedy nazywamy to jako A-produkgja.

> Jesli A — a3, A— az, ... A — a, s3 A-produkcjami, to
zwykle oznaczamy je jako A — aj|az]. .. |a,.



Przyktad 1: jezyk formalny

> G = ({5},{0,1},{S — 0S51,5 — A}, S). Znajdz L(G).
» Rozwigzanie

» Poniewaz S — A jest produkcjg, S =% A, a tak wiec
A e L(G).



Przyktad 1: jezyk formalny

> G = ({5},{0,1},{S — 0S51,5 — A}, S). Znajdz L(G).
» Rozwigzanie

» Poniewaz S — A jest produkcjg, S =% A, a tak wiec
A e L(G).
Dla n > 1 mamy nastepujace wyprowadzenie.
S =051 500511 =¢ ... = 0"S1" = 0"1".



Przyktad 1: jezyk formalny

> G = ({5},{0,1},{S — 0S51,5 — A}, S). Znajdz L(G).
» Rozwigzanie

» Poniewaz S — A jest produkcjg, S =% A, a tak wiec
A e L(G).
Dla n > 1 mamy nastepujace wyprowadzenie.
S =051 500511 =¢ ... = 0"S1" = 0"1".
Wiec, 0"1" € L(G) dla n > 0, tzn., {0"1" : n > 0} C L(G).



Przyktad 1: jezyk formalny

> G = ({5},{0,1},{S — 0S51,5 — A}, S). Znajdz L(G).
» Rozwigzanie
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> Musimy tez pokaza¢ L(G) C {0"1": n > 0}.
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Przyktad 1: jezyk formalny

> G = ({5},{0,1},{S — 0S51,5 — A}, S). Znajdz L(G).
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Rozwazmy dowolny cigg w € L(G). Tzn., S =% w.

Mamy dwie mozliwosci.



Przyktad 1: jezyk formalny

> G = ({5},{0,1},{S — 0S51,5 — A}, S). Znajdz L(G).
» Rozwigzanie

» Poniewaz S — A jest produkcjg, S =% A, a tak wiec

A e L(G).

Dla n > 1 mamy nastepujace wyprowadzenie.

S =051 500511 =¢ ... = 0"S1" = 0"1".

Wiec, 0"1" € L(G) dla n > 0, tzn., {0"1" : n > 0} C L(G).
> Musimy tez pokaza¢ L(G) C {0"1": n > 0}.

Rozwazmy dowolny cigg w € L(G). Tzn., S =% w.

Mamy dwie mozliwosci.
(i) Jesli najpierw uzywamy S — A, otrzymamy w = A.



Przyktad 1: jezyk formalny

> G = ({5},{0,1},{S — 0S51,5 — A}, S). Znajdz L(G).
» Rozwigzanie

» Poniewaz S — A jest produkcjg, S =% A, a tak wiec

A e L(G).

Dla n > 1 mamy nastepujace wyprowadzenie.

S =051 500511 =¢ ... = 0"S1" = 0"1".

Wiec, 0"1" € L(G) dla n > 0, tzn., {0"1" : n > 0} C L(G).
> Musimy tez pokaza¢ L(G) C {0"1": n > 0}.

Rozwazmy dowolny cigg w € L(G). Tzn., S =% w.

Mamy dwie mozliwosci.

(i) Jesli najpierw uzywamy S — A, otrzymamy w = A.

(ii) Jesli najpierw uzywamy S — 051, na dowolnym kolejnym
etapie, aby uzyska¢ ciag terminali, musimy zastosowaé¢ S — A.
Zatem dla kazdej n > 1 wyprowadzenie w ma postaé
S =% 0"S1" =5 0"1".



Przyktad 1: jezyk formalny

> G =

({S},{0,1},{S — 0S1,S — A}, S). Znajdz L(G).

» Rozwigzanie

>

Poniewaz S — A jest produkcja, S =¢ A, a tak wiec

A e L(G).

Dla n > 1 mamy nastepujace wyprowadzenie.

S =051 500511 =¢ ... = 0"S1" = 0"1".

Wiec, 0"1" € L(G) dla n > 0, tzn., {0"1" : n > 0} C L(G).
Musimy tez pokaza¢ L(G) C {0"1": n > 0}.

Rozwazmy dowolny cigg w € L(G). Tzn., S =% w.

Mamy dwie mozliwosci.

Jesli najpierw uzywamy S — A, otrzymamy w = A.

Jesli najpierw uzywamy S — 051, na dowolnym kolejnym
etapie, aby uzyska¢ ciag terminali, musimy zastosowaé¢ S — A.
Zatem dla kazdej n > 1 wyprowadzenie w ma postaé

S =% 0"S1" =5 0"1".

Wiec L(G) C {0"1": n > 0}.



Przyktad 1: jezyk formalny

> G =

({S},{0,1},{S — 0S1,S — A}, S). Znajdz L(G).

» Rozwigzanie

>

>

Poniewaz S — A jest produkcja, S =¢ A, a tak wiec

A e L(G).

Dla n > 1 mamy nastepujace wyprowadzenie.

S =051 500511 =¢ ... = 0"S1" = 0"1".

Wiec, 0"1" € L(G) dla n > 0, tzn., {0"1" : n > 0} C L(G).
Musimy tez pokaza¢ L(G) C {0"1": n > 0}.

Rozwazmy dowolny cigg w € L(G). Tzn., S =% w.

Mamy dwie mozliwosci.

Jesli najpierw uzywamy S — A, otrzymamy w = A.

Jesli najpierw uzywamy S — 051, na dowolnym kolejnym
etapie, aby uzyska¢ ciag terminali, musimy zastosowaé¢ S — A.
Zatem dla kazdej n > 1 wyprowadzenie w ma postaé

S =% 0"S1" =5 0"1".

Wiec L(G) C {0"1": n > 0}.

W ten sposéb udowodnilismy L(G) = {0"1":n >0} . O



