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Teoria obliczen (Theory of computing)

»  Zatozeniem jest zbudowanie abstrakcyjnych modeli komputeréw i ich obliczen.
»  Obejmuje kilka tematéw, np. Teorie automatéw (automata theory), jezyki formalne i gramatyke
(formal languages and grammar), obliczalno$é¢ (computability), i ztozonosé¢ (complexity).
P> Automaty, gramatyki i obliczalnoéé mozna uznaé za nauke o tym, co w zasadzie mozna
zrobi¢ za pomoca komputeréw.
»  Wrecz przeciwnie, ztozonos¢ dotyczy tego, co mozna zrobié w praktyce.
>

Abstrakcyjne modele komputeréw i ich obliczenia musza spetniaé kilka podstawowych cech, ktére
sa wspélne zaréwno dla sprzetu (hardware), jak i oprogramowania (software).

» Do modelowania sprzetu komputerowego wprowadzamy pojecie automatu, ktéry posiada
wszystkie niezbedne cechy komputera cyfrowego.

» 7 drugiej strony jezyk formalny jest abstrakcja ogdlnej charakterystyki jezykéw
programowania.

>

Pojecie obliczen mozna sformalizowaé podajac precyzyjna definicje algorytmu.



Teoria

automatdéw : historia

Zanim pojawity sie komputery, w 1930 roku Alan Turing, angielski
matematyk, informatyk i logik, wprowadzit pojecie abstrakcyjnej
maszyny (abstract machine), ktéra mogtaby posiadaé wszystkie
mozliwosci obliczeniowe dzisiejszych komputeréw. Jego celem byto
opisanie granicy miedzy tym, co maszyna obliczagca moze zrobi¢, a
tym, czego nie moze.

W latach czterdziestych i piecdziesiatych XX wieku (1940-1950)
wielu badaczy badato proste rodzaje maszyn, zwane automatami.

Pod koniec lat pie¢dziesiatych (1950) Amerykanski lingwista Noam
Chomsky rozpoczat badania nad gramatykami formalnymi, ktére
maja Scisty zwigzek z automatami abstrakcyjnymi i stuza jako
podstawa dla niektérych waznych programéw, w tym czesci
kompilatora.



Automaty skonczone modelowaniu sprzetu i oprogramowania

» Oprogramowanie do projektowania i sprawdzania zachowania uktadu
cyfrowego (digital circuit)

» Analizator leksykalny (Lexical analyzer) typowego kompilatora, ktéry
dzieli tekst wejsciowy na jednostki logiczne, takie jak identyfikator,
stowa kluczowe i znaki interpunkcyjne

» Oprogramowanie do skanowania duzych zbioréw tekstu, takich jak
zbiory stron internetowych, w celu znalezienia wystapien stéw,
wyrazen lub innych wzorcéw

» Oprogramowanie do weryfikacji systeméw (wszelkiego typu), ktére
maja skonczong liczbe odrebnych stanéw, takie jak protokoty
komunikacyjne lub protokoty bezpiecznej wymiany informagji



Intuicyjny opis automatu
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Moze odczytywaé dane wejéciowe (input) za pomoca mechanizmu odczytu. Dane wejéciowe
moga by¢ ciagiem znakéw (string of symbols) nad danym alfabetem (alphabet), zapisanym w
pliku wejéciowym, ktéry automat moze odczytaé, ale nie moze go zmieni¢. Plik wejéciowy jest
podzielony na komérki, z ktérych kazda moze pomiesci¢ jeden symbol z alfabetu. Mechanizm
odczytu moze czytaé plik od lewej do prawej, po jednym symbolu na raz. Moze réwniez wykryé
koniec ciagu wejsciowego.

Moze generowaé dane wyjéciowe (output) w jakiej$ formie. Moze posiadaé tymczasowe
urzadzenie pamieci (temporary storage device) sktadajace sie z nieograniczonej liczby komérek, z
ktérych kazda moze przechowywaé pojedynczy symbol z alfabetu, ktéry moze réznié si¢ od
alfabetu wej$ciowego. Automat moze odczytywaé i zmieniaé zawarto$¢ komérek pamiegci.

Automat posiada jednostke sterujaca (control unit), ktéra moze znajdowa¢ sie w dowolnym ze
skonczonej liczby stanéw wewnetrznych (internal states) i ktéra moze zmieniaé biezacy stan
(current state) i ruszaé do nastenego stanu (next state) w okreslony sposéb.

Automat dziata w dyskretnym przedziale czasowym. W dowolnym momencie sterowanie znajduje
sie w pewnym stanie wewnetrznym i skanuje okreslony symbol w pliku wejsciowym. Wewnetrzny
stan sterowania w nastepnym punkcie czasowym jest okreslony przez funkcje przejscia (lub
funkcje nastepnego stanu) (transition function or next state function). Funkcja przejécia
przyjmuje jako argumenty biezacy stan, symbol wejsciowy i informacje aktualnie znajdujace sie¢ w
pamieci tymczasowej. Podczas przejécia z jednego stanu do drugiego moze zostaé wygenerowany
wyjsécie lub informacje w pamieci tymczasowej moga ulec zmianie.

Okreslony stan skierowanie, pliku wejéciowego i pamigci tymczasowej nazywany jest tgcznie
konfiguracja (configuration). Przejécie automatu z jednej konfiguracji do drugiej nazywa sie
ruchem (move).



Ogodlny obraz automatu skonczonego
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Przyktady automatéw

Przyktad 1 Najprostszym nietrywialnym automatem jest wtacznik-wytacznik (on-off switch)

» Ma dwa stany: {off,on}

> Alfabet (wejsciowy): {Push}

(wejsciem moze byé dowolny wptyw zewnetrzny, taki jak dziatania i/lub ciagi znakéw)

»  Funkcja przejécia jest zdefiniowana jako: (off, push) — on (on, push) — off

Stan poczatkowy: off

Zwykle jeden (lub kilka stanéw) jest wyznaczany jako stan koncowy, oznaczony poprzez
umieszczenie stanu w podwdjnym okregu. Osiagniecie stanu kohcowego oznacza, ze automat ma
zadany wynik. Przyktadowo, jako stan koficowy mozna tu okreslié on bo po osiggnieciu tego
stanu urzadzenie moze znajdowa¢ sie w trybie pracy.

(nalezy pamietaé, ze w tym przypadku wyjsciem nie jest ciag znakéw, a raczej zdarzenie)



Przyktad 2: Analizator leksykalny

(Lexical analyzer) Analizator leksykalny, ktérego zadaniem jest rozpoznanie stowa kluczowego ‘then’.

> Ma pig¢ stanéw: {qo, 91, 92,93, qa }
(tutaj stany sa wskazywane przez czeé¢ stéw, ktére sterowanie juz przeczytato)

> Alfabet (wejsciowy): {t, h,e, n}

»  Funkcja przejécia jest zdefiniowana jako:

(g0, t) — q1 (g1, h) = q2 (g2, €) — g3 (q3,n) — qa
»  Stan poczatkowy: gqo

»  Stan kohcowy: qaq



Przyktad 3: Protokét dla pienigdza elektronicznego

Pienigdze elektroniczne to pliki, za pomoca ktérych klient moze zaptaci¢ za zakupy w Internecie, a ktére
sprzedawca moze otrzymaé z gwarancja, ze pieniadze s3 prawdziwe.

W procesie uczestniczy trzech uczestnikéw: klient, sklep i bank. Interakcje miedzy nimi ograniczaja sie
do pieciu nastepujacych zdarzen.

O Klient moze wybraé ptatnoéé ( Pay ). Oznacza to, ze Klient przesyta do sklepu plik z pieniedzmi

elektronicznymi (electronic-money file).

O Sklep moze zada¢ ( Redeem ) pieniagdze. Oznacza to, ze plik pieniadza elektronicznego
(electronic-money file) jest wysytany do banku z prosba o podanie jego wartosci do sklepu.

O Bank moze przelaé ( Transfer ) pieniadze tworzac odpowiedni zaszyfrowany plik pieniezny i
przesytajac go do sklepu.

0O Sklep moze wystaé ( Ship ) rzecz do Klienta.
O Klient moze podja¢ decyzje o rezygnacji ( Cancel ). Plik pieniadza elektronicznego

(electronic-money file) wysytany jest do banku z komunikatem o koniecznosci doliczenia wartosci
pieniadza do rachunku bankowego klienta.

Teraz mozemy zaprojektowaé zachowanie kazdego uczestnika za pomoca odpowiedniego automatu.



Automat reprezentujacy klienta

»  Zachowanie Klienta:
o Klient ma dwie mozliwosci: Zapta¢ i/lub Anuluj ( Pay, Cancel ).

o Klient moze sprébowaé skopiowaé ten sam plik pieniezny, uzyé go do kilkukrotnej zaptaty lub
zaréwno zaptaci¢, jak i anulowaé, aby méc otrzymaé rzeczy za darmo.
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Choé¢ automat dla klienta rozpoczyna proces pienigdza elektronicznego poprzez wybér akcji Zaptaé lub
Anuluj, nie zmienia wtasnego stanu. Raczej powoduje zmiany w dwéch pozostatych automatach. Zatem
dla automatu klienta wszelkie dziatania s3 nieistotne, gdyz pozostaje on w tym samym stanie. Mamy

wiec petle dla wszystkich dziatan.



Automat reprezentujgcy Bank

»  Zachowanie Banku: Bank musi zachowywaé sie odpowiedzialnie
o Stan banku zmieni si¢ w przypadku trzech akcji: Zrealizuj ( Redeem ), Anuluj ( Cancel ) i

Przelew (. Transfer )

o Musi mieé pewnos$é, ze sklep nie bedzie mégt zrealizowaé ( Redeem ) tego samego pliku
pienieznego
o Nie moze dopusci¢ do jednoczesnego anulowania ( Cancel ) (przez klienta) pieniedzy i ich

zrealizowania ( Redeem ) (przez sklep)

Bank
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o Stanem poczatkowym jest stan 1, ktéry reprezentuje sytuacje, w ktérej bank wystawit plik
pienigzny, ale nie otrzymat zadania ani zrealizowania ( Redeem ), ani anulowania ( Cancel ).

o W przypadku zadania anulowania ( Cancel ) bank przywraca pieniagdze na konto klienta i

przechodzi w stan 2, a potem bank nie pozwala ani na anulowanie, ani na wydanie tych samych
pieniedzy - wigc nie mamy zadnego tuku ze stanu 2.

o Jesli bank ma zadanie realizacji ( Redeem ), przechodzi ze stanu 1 do stanu 3. Nastepnie do

sklepu wysytany jest komunikat przelewu ( Transfer ) i automat wchodzi w stan 4, gdzie nie
bedzie wykonywat zadnych dalszych dziatan w zwiazku z tym konkretnym plikiem pienigznym.



Automat reprezentujacy sklep

»  Zachowanie sklepu: Sklep moze mieé oddzielne procesy wyptaty ( Redeem ) pieniedzy z banku i
wysytki ( Ship ) przedmiotéw. Mozliwe jest zatem, ze wysytka moze nastapi¢ przed, w trakcie

lub po wyptacie pieniedzy.

o Ze poczatkowego stanu a, gdy klient ztozy zaméwienie wybierajac akcje zaptaé ( Pay ), automat

przechodzi w stan b.
o Stamtad, jesli najpierw wysle wiadomo$é o realizacji ( Redeem ), przejdzie do stanu d, a jesli
wysle rzeczy ( Ship ) jako pierwszy, przejdzie do stanu c.

o Jesli zostanie wybrana druga opcja, nadal musi wystaé wiadomos$é o wykupieniu do banku

( Redeem ) i otrzyma¢ przelew ( Transfer ) o réwnowartosci pieniedzy i tym samym dotrze¢ do
stanu g.

o W przypadku pierwszej opcji, po osiggnieciu stanu d, sklep moze albo dokonaé pierwszej wysytki
( Ship ) (osiagajac stan €), albo jako pierwszy otrzyma¢ przelew z banku ( Transfer ) (osiagajac
stan f)

o W pierwszym przypadku w stanie e przelew ( Transfer ) nadal oczekuje, a w kolejnym dochodzi

do stanu g. W tym drugim przypadku ze stanu f wysytka ( Ship ) musi zostaé zrobiona i wiec

dociera do stanu g, gdzie wszystkie transakcje sa zakonczone.



Dodanie nieistotnych dziatan w formie petli

Dodanie nieistotnych dziatan, aby automat nie zatrzymat si¢ przed osiagnigciem celu
»  Przykfadowo, jesli klient zdecyduje si¢ wykonaé akcje zaptaé drugi raz, gdy sklep jest w stanie e,
automat sklepu zgasénie, gdyz nie ma tuku oznaczonego Zaptaé¢ ( Pay ) ze stanu e. Musimy wiec

doda¢ petle dla niektérych stanéw z etykietami dla wszystkich dziatan, ktére nalezy zignorowaé,
gdy automat znajduje sie w tym stanie.
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o Jesli chodzi o sklep, jedyna nieistotna akcja jest anulowanie ( Cancel ). Zatem we wszystkich
stanach dodana jest petla z C. Dla banku zaréwno ptaé ( Pay ), jak i wysytka ( Ship ) sa
nieistotne. Zatem w kazdym wezle dodawane s3 petle z etykietami P i S.

o Ponadto, poniewaz nie chcemy, aby klient psut funkcjonowanie sklepu wykonaniem akcji Zaptaé
( Pay ) ponownie, musimy dodaé petle z etykieta P do wszystkich oprécz stanu a. Podobnie,
aby uniemozliwié klientowi wytaczenie automatu bankowego poprzez prébe anulowania

( Cancel ) juz wydanych pieniedzy, do stanu 3 i stanu 4 dodawane s3 petle oznaczone literge C.
Ponadto bank ma petle z R w stanie 3 i stanie 4, poniewaz sklep nie powinien prébowaé wysytaé

wiadomosci o wykupieniu ( Redeem ) tych samych pieniedzy dwa razy.



Automat taczacy wszystkie trzy automaty i ich interakcje

P>  Automat dla klienta ma tylko jeden stan i dowolna sekwencja dziatah pozwala mu pozostaé w
tym samym stanie. Jednak zaréwno automaty dla banku, jak i sklepu oddziatuja ze sobg w
sposdb ztozony i z poszczegélnych automatéw dla nich nie jest oczywiste, w jakich kombinacjach
stanéw moga one wystepowac.

» Aby wiec potaczyé te dwa automaty ze wszystkimi mozliwymi interakcjami, musimy stworzyé
iloczyn dwéch automatéw.

o Stany nowego automatu S3a para stanéw - jeden z automatu bankowego i drugi z automatu
sklepowego. Na przyktad mozliwym stanem w nowym automacie moze by¢ (i, x), w ktérym bank
jest w stanie /, a sklep w stanie x.

o Funkcja przejscia dla nowego automatu: Jesli w automacie bankowym jest tuk od stanu i do
stanu j oznaczonego akcja Z, a w automacie sklepowym jest tuk od stanu x do stan y oznaczony
akcja Z, wéwczas w nowym automacie istnieje tuk od stanu (i, x) do stanu (j, y) oznaczonego
przez Z.




Automat skonczony

Istnieja dwa rodzaje automatéw skoficzonych - deterministyczne i niedeterministyczne.
> (Deterministic Finite Automaton): Deterministyczny automat skoiiczony (DFA) to pieciokrotka
M= (Q,%,6,qo, F) gdzie
(i) Q jest skonczonym zbiorem stanéw,
(i) X to skonczony zbiér symboli wejéciowych, nazywany alfabetem,

(iii) 6 : Q@ X ¥ — Q to funkcja przejécia, ktéra okresla nastepny stan, biorac pod uwage biezacy stan i
symbol wejéciowy,

(iv) go € Q to stan poczatkowy, i

(v) F C Q to zbiér zawierajace wszystkie stany koficowe.

Przyktad 4: M = ({90, 91,92}, {0,1}, 6, 90, {g2}) gdzie § jest zdefiniowana jako:
5(qo,0) = g1, 6(q0,1) = qo, 5(q1,0) = q1, (q1,1) = g2, 6(92,0) = g2 = 5(q2, 1).
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Jak cigg znakéw jest przetwarzany w DFA

» Woeczesniej widzielismy, ze poprzez funkcje przejscia & DFA
przechodzi do nowego stanu po przetworzeniu pojedynczego
symbolu z alfabetu ¥.

» Zatem zaczynajac od stanu poczatkowego qg, biorac pod uwage
cigg symboli w = aj1a; ... a,, jesli DFA jeden po drugim odczytuje
symbole ciggu znakéw i po odczytaniu ostatniego symbolu ciggu
osiagnie korficowy stan DFA, wéwczas caty ciag w moze zostaé
rozpoznany przez DFA.
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» Np. Zaczyna sie od wezta qq. Jesli czyta 0 nasteny stan bedzie q; i
potem po odczytaniu 1 dociera stanu g, ktéry jest stanem
koncowym. Czyli, ciag 01 musi by¢ rozpoznany przez ten DFA.



Rozszerzenie funkgji przejscia dla ciagéw znakéw

> Definicja 6 : Q x * — Q jest zdefiniowany rekurencyjnie w
nastepujacy sposéb.

~

(i) 8(a.N) = q.
(i) Dlaa€ X, o(q,a) = d(q, a). A
(iii) Dla wa € X* gdzie a € X, d(q, wa) = 6((q, w), a).

» To znacza, jesli mamy ciag znakéw aja, . .. a, i zaczynamy od stanu
poczatkowego qo, to najpierw sprawdzamy §(qo, a1) = q1
(powiedzmy), 8(q1, 22) = g (powiedzmy) ... a2 8(dn_1,3n) = G
(powiedzmy). Jesli g, € F wtedy i tylko wtedy ajas ... a, jest
akceptowany (rozpoznany) przez automaton.

» Definicja: Jezyk DFA M = (Q, X, 4, qo, F) to zbidr ciagow

~

akceptowanych przez M. Tzn., L(M) = {w € £* : 6(qo, w) € F}.



Tabela przejsciowa

Dowolna funkcje przejscia mozna przedstawi¢ poprzez narysowanie
diagramu przejscia lub tabeli przejsé.
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