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1 Tematyka

e Podstawowe wlasnosci i operacje na funkcjach:

injekcja, surjekcja, bijekcja;
monotonicznosé;
ograniczonosc;

okresowos¢;

parzysto$é, nieparzystosé;

przeksztatcenia wykresow funkcji

2 Badanie funkcji

2.1 Injekcja, surjekcja, bijekcja

Injekcja (inaczej funkcja réznowartosciowa) - funkcja, ktorej kazdy element

przeciwdziedziny przyjmowany jest co najwyzej raz.
Funkcja f: X — Y jest roznowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnych dwdéch elementow a,b € X spelniony jest warunek

a#b= fla) # Fb).

W praktyce sprawdzamy warunek: f(a) = f(b) = a =b.
Przyktady:

e funkcja tozsamosciowa f(z) =z

e funkcja liniowa f(x) = ax +b,a # 0
¢ =1

Surjekcja (inaczej funkcja "na”) - funkcja przyjmujaca jako swoje warto-
Sci wszystkie elementy przeciwdziedziny, tj. ktorej zbior wartosci jest réwny

przeciwdziedzinie.
Funkcja f: X — Y odwzorowuje zbiér X na zbiér Y wtedy i tylko wtedy,
gdy kazdy element zbioru Y jest wartoscia funkcji w pewnym punkcie.
Przyklady:



e funkcja tozsamosciowa f(z) =z
e funkcja kwadratowa f(z) = 22, f: R — [0, +00)

Bijekcja - funkcja, ktora jest réznowartosciowa i jest "na’”.

Wniosek Funkcja jest bijekcja wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja
do niej odwrotna — rowniez i ona jest bijekcja.

Przyktady:

e funkcja tozsamosciowa f(z) =z

e funkcja szeécienna f(x) = 3

2.2 Monotonicznosé funkcji

Funkcja rosnaca (Scile rosnaca) Funkcje f nazywamy rosnaca w zbiorze
(przedziale) X, jesli dla kazdej pary argumentéw z1,z9 € X z nieréwnosci
x1 < w9 wynika nier6wnosé f(z1) < f(x2).
v z1 < w2 = f(21) < f(22)
zl,IQEXCDf
Funkcja malejaca ($cisle malejaca) Funkcje f nazywamy malejaca w zbio-
rze (przedziale) X, jedli dla kazdej pary argumentéw z1,x9 € X z nieréw-
noéci x1 < wg wynika nieréwnosé f(x1) > f(z2).
v z1 < a2 = f(z1) > f(22)
zl,IQEXCDf
Funkcja niemalejaca (stabo rosnaca) Funkcje f nazywamy niemalejaca
w zbiorze (przedziale) X, jesli dla kazdej pary argumentéw z1,z9 € X 2
nieréwnosci x1 < xo wynika nieréwnosé f(z1) < f(z2).
v r1 < 22 = f(21) < f(22)
r1,$2€XCDf
Funkcja nierosnaca (stabo malejaca) Funkcje f nazywamy nierosnaca
w zbiorze (przedziale) X, jesli dla kazdej pary argumentéw z1,z2 € X 2
nieréwnosci x1 < xo wynika nieréwnosé f(z1) > f(x2).
v vy < x2 = f(21) = f(22)
$1,$2€XCDf
Funkcja niemalejaca (stabo rosnaca) Funkcje f nazywamy niemalejaca
w zbiorze (przedziale) X, jesli dla kazdej pary argumentéw z1,z9 € X 2
nieréwnosci x1 < x9 wynika nieréwnosé f(z1) < f(z2).

N z1 < x2 = f(z1) < f(x2)
$1,$2€XCDf



Funkcja nierosnaca (slabo malejaca) Funkcje f nazywamy nierosnaca
w zbiorze (przedziale) X, jesli dla kazdej pary argumentéw zi,z9 € X z
nieréwnosci x1 < xo wynika nier6wnosé f(z1) > f(x2).

V. xp<aa= f(x1) = f(x)
ac1,.r2€XCDf

Funkcja monotoniczna Funkcje, ktéra jest nierosngca lub niemalejaca
nazywa sie monotoniczng.

Funkcja stata Funkcja f: X — Y jest funkcja stala, jesli istnieje c € Y
takie, ze dla kazdego x € X zachodzi f(x) = c.

3V fl@)=c

ceY zeX

2.3 Ograniczonosé

Funkcja ograniczona Funkcje f, ktérej zbiér wartosci jest ograniczony, na-
zywa sie funkcjg ograniczona.

3 vV |[fle) <M
MER$EDf

2.4 Okresowosé

Funkcja okresowa Méwimy, ze funkcja y = f(z) jest funkcja okresowa o okre-
sie t, jedli istnieje taka liczba t # 0, ktéra dodana do dowolnej dopuszczalnej
warto$ci argumentu nie zmienia wartosci funkcji, tzn. f(x +t) = f(z). Naj-
mniejsza liczbe dodatnia o tej wlasnosci (jezeli istnieje) nazywamy okresem
podstawowym (zasadniczym) funkcji.

Przyktady:

e y = sinx, okres podstawowy t = 27
e funkcja Dirichleta jest okresowa, ale nie ma okresu podstawowego
1, gdy x wymierne
flz) = . :
0, gdy x niewymierne

2.5 Parzystosé¢, nieparzystosé

Funkcje parzyste i nieparzyste — funkcje cechujace sie pewna symetria przy
zmianie znaku argumentu. Prowadzi to réwniez do symetrii ich wykresow.
Funkcja f jest:



e parzysta, jezeli spelnia réwnanie f(x) = f(—z) (symetria wzgledem
zmiany znaku argumentu);

e nieparzysta, jezeli spelnia réwnanie f(—x) = —f(z) (symetria wzgle-
dem jednoczesnej zmiany znaku argumentu i wartosci funkcji).

Réwnania te musza by¢ prawdziwe dla wszystkich x nalezacych do dziedziny
funkcji f. Powyzsze réwnosci wymagajg, aby wraz z ¢ do dziedziny nalezal
réwniez punkt —z, stad dziedziny funkcji parzystych i nieparzystych musza
by¢ symetryczne wzgledem zera.

3 Operacje na funkcjach

3.1 Zlozenie funkcji

Niech f: X — Yoraz g : Y — Z beda dowolnymi funkcjami. Ich ztozeniem
nazywamy funkcje h : X — Z taka, ze:

h(z) = g(f(z)) dla z € X. Funkcje f oraz g nazywa sie funkcjami
sktadanymi, zas h nosi nazwe funkcji ztozonej.

Sktadanie dwoch funkcji mozna traktowaé jako operator dwuargumen-
towy, oznaczany o . Dla powyzszych funkcji h = go f, zatem dla dowolnego
x z dziedziny funkcji f mamy réwnosé: h(z) = g (f(x)) = (g o f)(x).

3.2 Odwrotnosé funkcji

Funkcje f: X — Y nazywamy odwracalng w Y, gdy istnieje funkcja g: ¥ —
X taka, ze: g(f(x)) =z dlakazdegor € X f(g(y)) =y dlakazdegoy €Y .
Innymi stowy g jest taka funkcja, ze zlozenia g o f oraz f o g sg iden-
tycznosciami, odpowiednio, na zbiorze X i Y. Funkcje g nazywamy funkcja
odwrotna do f i oznaczamy symbolem f~!.
Bezposrednio z definicji wynika, ze f jest funkcja odwracalng w Y wtedy
i tylko wtedy, gdy jest funkcja wzajemnie jednoznaczna (bijekcja).



3.3 Przeksztalcenia wykresu funkcji

Nazwa Wzor funkcji

po przeksztatceniu
Translacja o wektor @ = [a, b y=flx—a)+b
Symetria osiowa wzgledem OX y=—f(z)
Symetria osiowa wzgledem OY y= f(—x)
Powinowactwo prostokatne o osi OX iskalia | y =a- f(z)
Powinowactwo prostokatne o osi OY iskalia | y=f (% . l’)

Zrédto definicji: Wikipedia; A.Cewe, H. Nahorska, I. Pancer, Tablice Matematyczne, Wyd. Podkowa, Gdansk
1999.



