Zestaw 1b. Preliminaria – warunkowa wartość oczekiwana
Twierdzenie Radona-Nikodyma. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby σ‑skończona addytywna funkcja zbioru  ν  była absolutnie ciągła względem  σ‑skończonej miary  μ  jest istnienie funkcji rzeczywistej   f   określonej jednoznacznie p.w. μ  na przestrzeni  Ω , B(Ω) – mierzalnej i  μ-całkowalnej takiej, że dla każdego  
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Lemat. Dla dowolnych niezależnych zmiennych losowych  X  i Y   zmienne losowe 
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 są niezależne dla dowolnych funkcji borelowskich  
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Zadanie 1. Na przestrzeni 
[image: image6.wmf]]

1

,

0

[

=

W

 z σ-ciałem podzbiorów borelowskich 
[image: image7.wmf])

(

R

B

 określono funkcję zbioru:


[image: image8.wmf]î

í

ì

Ï

Î

=

A

gdy

A

gdy

A

5

.

0

0

5

.

0

1

)

(

m


 wykaż, że  μ  jest miarą probabilistyczną na 
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a) wyznacz 
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b) wyznacz 
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Zadanie 2. Dla niezależnych zmiennych losowych 
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Zadanie 3. Niech  X  będzie zmienną losową określoną na przestrzeni 
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Zadanie 4. Wykaż, że dla 
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Zadanie 5. Wykaż, że dla dowolnych  niezależnych zmiennych losowych  X  i Y  zachodzi
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Zadanie 6. Wykaż, że dla dowolnej 
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Zadanie 7. Określając wariancję warunkową wzorem  
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wykaż, że   
[image: image32.wmf])

|

(

)

|

(

)

|

(

2

2

2

X

-

X

=

X

X

E

X

E

X

D

 p.w..

Zadanie 8. Wykaż, że jeżeli 
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Rozrzut zmiennej losowej  X  wokół średniej warunkowej maleje, gdy σ-ciało rośnie.

Wskazówka. Jeżeli  
[image: image36.wmf])

|

(

1

X

-

=

X

E

X

Y

, to  
[image: image37.wmf])

|

(

)

|

(

2

2

X

-

=

X

-

X

E

X

Y

E

Y

. Obliczyć  
[image: image38.wmf])

|

(

2

2

X

Y

D

.

Zadanie 9. Niech 
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Zadanie 10. Na przestrzeni 
[image: image43.wmf]]

1

,

0

[

=

W

 z  σ-ciałem podzbiorów borelowskich 
[image: image44.wmf])

(

R

B

 określono prawdopodobieństwo wzorem 
[image: image45.wmf])

(

)

(

A

A

P

L

m

=

, gdzie 
[image: image46.wmf]L

m

 oznacza miarę Lebesque’a. 

Wyznacz 
[image: image47.wmf])

|

(

Y

X

E

 dla zmiennych losowych: 


[image: image48.wmf]w

w

=

)

(

X

  oraz  
[image: image49.wmf]î

í

ì

Î

Î

=

]

1

,

[

3

)

,

0

[

2

)

(

3

1

3

1

w

w

w

gdy

gdy

Y

.

Zadanie 11. Dla zmiennej  dyskretnej   Y  wyprowadzić wzór na 
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