Wykład 9. Zasada niezmienniczości
■ Założenia o przestrzeni prób.
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  będzie przestrzenią prób z rozkładami należącymi do rodziny z parametrem położenia 
[image: image2.wmf]þ

ý

ü

î

í

ì

Î

-

-

=

=

=

R

x

x

f

x

f

d

dP

P

n

q

q

q

m

q

q

q

),

,...,

(

)

(

:

1

P

.

2. Załóżmy, że dla funkcji straty 
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Uwaga.

Ponieważ oznaczyliśmy 
[image: image9.wmf])

,...,

(

)

(

1

q

q

q

-

-

=

n

x

x

f

x

f

, to  
[image: image10.wmf])

,...,

(

)

(

1

0

n

x

x

f

x

f

=

.

Problem.

Niech obserwacje (zmienne losowe)  
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 dokonywane są na termometrze ze skalą Celcjusza. Teraz zastanówmy się co będzie, gdy inna osoba w tym samym momencie posłuży się termometrem ze skalą Kelvina 
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Ogólnie możemy ten problem statystyczny opisać następująco:
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a wartość estymatora, aby problem się nie zmienił, powinna się równać

[image: image17.wmf]a

d

d

+

=

¢


 ze stratą 
[image: image18.wmf])

,

(

)

,

(

d

L

d

L

q

q

=

¢

¢

, ponieważ estymator 
[image: image19.wmf]d

¢

 dla  
[image: image20.wmf]q

¢

 powinien być tak samo dobry jak estymator 
[image: image21.wmf]d

 dla  
[image: image22.wmf]q

.
Stąd warunek: żądamy
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Dowód.

■ Definicja.

Mówimy, że problem estymacji 
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 jest niezmienniczy względem przekształceń
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■ Definicja.

Estymator
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nazywamy estymatorem ekwiwariantnym (niezmienniczym) ze względu na przesunięcia lub transformacje 1,2,3.
Przykład.
Łatwo sprawdzić, że estymatorem ekwiwariantnym jest 
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■ Twierdzenie E1.
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Wtedy obciążenie, ryzyko i wariancja estymatora 
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 są stałe (nie zależą od  
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Dla dowodu zauważmy, że 
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co dowodzi stałego obciążenia. Stałego ryzyka i wariancji dowodzimy analogicznie.  
Lemat E1.
Jeżeli 
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Lemat E1.
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2. Dla  
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1. Jeżeli  
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Odwrotnie wystarczy przyjąć 
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2. Jeżeli 
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Przykład.

Dla 
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■ Twierdzenie E2.

Niech 
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Dowód.
Dowód wynika bezpośrednio w lematów 1 i 2.

■ Twierdzenie E3.

Niech

1.  X  ma rozkład z parametrem położenia,
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4.  dla parametru 
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Wtedy istnieje estymator ekwiwariantny  
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Dowód.
Uwaga.

Estymatory ekwiwariantne o minimalnym ryzyku oznaczamy EMR.

■ Lemat.

Niech 
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1.  Wtedy 
[image: image81.wmf])

(

a

j
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2.  Jeżeli 
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 jest funkcją ściśle wypukłą, to wartość minimalizująca jest dokładnie jedna.
■ Wniosek.

Przy założeniach 1,2,3,4  twierdzenia E3:
1.  EMR istnieje,

2.  jeżeli 
[image: image83.wmf]r

 jest funkcją ściśle wypukłą, to estymator EMR jest dokładnie jeden.
■ Wniosek.

Przy założeniach 1,2,3,4  twierdzenia E3:

1. jeżeli 
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■ Twierdzenie E4.

Przy założeniach 1,2,3,4  twierdzenia E3 dla funkcji straty  
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Nazywamy go estymatorem Pitmana.
Dowód.

■ Lemat.

Przy kwadratowej funkcji straty:

1. jeżeli 
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■ Twierdzenie E5.

Jeżeli 
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Analogicznie do rodzin z parametrem położenia definiujemy rodziny rozkładów z parametrem skali.

■ Definicja.

Niech 
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gdzie  f  jest znaną funkcją i  
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Z definicji otrzymujemy dla 
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■ Definicja.

Mówimy, że problem estymacji 
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■ Definicja.

Estymator  
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Przykład.

Estymatory niezmiennicze ze względu na zmianę skali, to np. dla próby prostej
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Dla rodzin z parametrem skali prawdziwe są twierdzenia analogiczne do twierdzeń o rodzinach z parametrem położenia, które podamy bez dowodów.

■ Twierdzenie E6.
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■ Twierdzenie E7.

Niech

1.  X  ma rozkład z parametrem skali,
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4.  dla parametru 
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Wtedy istnieje estymator ekwiwariantny  
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Uwaga.
Analogicznie uogólniamy pojęcie niezmienniczości na różne grupy przekształceń.
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