Wykład 7. Efektywność i dopuszczalność estymatorów
■ Założenia.
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Jak wiemy nierówność Schwarza prowadzi do prostego oszacowania kowariancji zmiennych losowych
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Wniosek.

Jeżeli 
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■ Definicja.

Jeśli dla pewnej zmiennej  U  zachodzi implikacja 

(**)                 
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to nierówność (*) nazywamy nierównością typu Cramera-Rao.

Wniosek.

Warunek (**) oznacza, że kowariancja 
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■ Twierdzenie 1 Blytha.

Zmienna losowa  U   dla której  
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dla każdego estymatora zera  V  o skończonej wariancji.
Dowód.
W związku z nierównościami typu Cramera-Rao powstaje pytanie co się dzieje, gdy statystyka osiąga dolne ograniczenie tzn. gdy 
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■ Twierdzenie 2 Blytha.

1. Jeżeli zmienna  U  indukuje nierówność typu Cramera-Rao, to  U  jest p.w. 
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■ Twierdzenie 3 Blytha.

Wariancja estymatora  
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■ Definicja.

Estymator nieobciążony, którego wariancja osiąga dolne ograniczenie typu Cramera-Rao dla każdego 
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■ Definicja.

Nierówność typu Cramera-Rao nazywamy nierównością Cramera-Rao wtedy, gdy
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Wniosek.
Zmienna 
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Na mocy pierwszego twierdzenia Blytha wystarczy pokazać, że 
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■ Definicja funkcji informacji.

Funkcję
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nazywamy funkcją informacji Fishera.

Uwaga.
Funkcja ta jest miarą „informacji” o parametrze 
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■ Definicja rodziny regularnej.
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Uwaga.

Warunek 2 definicji  
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Wniosek.

Dla próby  
[image: image54.wmf])

,...,

(

1

n

X

X

=

X

 z rodziny regularnej rozkładów funkcja informacji Fishera posiada własności
a)  
[image: image55.wmf]¥

<

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

=

2

)

,

(

ln

)

(

q

q

q

q

X

f

E

I

n

,

b)  
[image: image56.wmf])

(

)

(

q

q

i

X

n

nI

I

=

.

Dowód tych własności wynika z niezależności zmiennych 
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Przykład.
■ Twierdzenie CRW (Cramera-Rao-Wolfowitza).

W rodzinie regularnej,  jeżeli
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Wniosek.
W (***) zachodzi równość dla każdego 
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Przykład.

W rodzinie regularnej niech 
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Oznaczając dolne ograniczenie ryzyka przez 
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możemy sformułować następujące twierdzenie.

■ Twierdzenie Hodgesa-Lehmanna.

Niech funkcja ryzyka przy kwadratowej funkcji straty estymatora 
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Jeżeli dla dowolnego 
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■ Twierdzenie Girshicka-Savage’a.

Załóżmy, że statystyka  T  ma rozkład o gęstości względem σ-skończonej miary postaci
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■ Definicja macierzy informacyjnej.
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■ Twierdzenie o macierzy informacyjnej.

Niech  T  będzie statystyką dostateczną dla 
[image: image105.wmf])

,...,

(

1

k

q

q

q

=

 oraz niech 
[image: image106.wmf]r

f

f

,...,

1

 będzie układem r - statystyk takich, że dla 
[image: image107.wmf]k

j

i

,...,

2

,

1

,

=



[image: image108.wmf])

,...,

(

)

(

1

k

i

i

g

f

E

q

q

q

=

,    
[image: image109.wmf]ij

j

i

V

f

f

Cov

=

)

,

(

q

.
1. Wtedy istnieją funkcje  
[image: image110.wmf]r

m

m

,...,

1

 statystyki dostatecznej  T  takie, że 


[image: image111.wmf])

,...,

(

)

(

1

k

i

i

g

m

E

q

q

q

=

  oraz  
[image: image112.wmf]U

V

-

 jest macierzą nieujemnie określoną,
gdzie 
[image: image113.wmf]]

[

ij

V

=

V

, 
[image: image114.wmf]]

[

ij

U

=

U

 dla 
[image: image115.wmf])

,

(

j

i

ij

m

m

Cov

U

q

=


2. Zakładając, że 
[image: image116.wmf]j

i

i

g

f

E

q

q

q

¶

¶

=

)

(

)

(

 tzn., że 
[image: image117.wmf])

(

i

f

E

q

 jest różniczkowalne pod znakiem całki otrzymujemy, że  
[image: image118.wmf]T

Δ

ΔΦ

V

1

-

-

  jest macierzą nieujemnie określoną dla  
[image: image119.wmf]]

/

[

j

i

g

q

¶

¶

=

Δ

.
Dowód punktu 1.
Niech  L  będzie ustalonym wektorem,  
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