Wykład 5. Estymacja nieobciążona
■ Założenia.
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2. Zagadnienie estymacji jest niezrandomizowaną grą decyzyjną 
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■ Twierdzenie.
Ryzyko estymatora  
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przy kwadratowej funkcji straty wyraża się wzorem

[image: image8.wmf])

(

)

(

)

,

(

2

2

g

g

g

q

q

q

)

)

)

B

D

R

+

=

  dla 
[image: image9.wmf]Q

Î

q


gdzie 
[image: image10.wmf](

)

)

(

)

(

)

(

X

E

B

g

q

g

g

q

q

)

)

-

=

  nazywamy obciążeniem estymatora  
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Dowód.
Uwaga.
Mówimy, że ryzyko estymatora przy kwadratowej funkcji straty jest równe sumie jego wariancji i kwadratu obciążenia.
■ Definicja estymatora nieobciążonego.
Estymator  
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 nazywamy nieobciążonym estymatorem funkcji parametru  
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1. Obciążenie estymatora jest równe zero (
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2. Ryzyko estymatora nieobciążonego przy kwadratowej funkcji straty jest równe jego wariancji 
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3. Najlepszy estymator nieobciążony, to estymator o najmniejszej wariancji.
Uwaga.

Klasa estymatorów nieobciążonych, którą oznaczamy  
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Warunek nieobciążoności jest jednym z wielu warunków służących ograniczeniu zbioru 
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 do klasy w której istnieją sensowne możliwości optymalizacji estymatorów.
■ Definicja estymatora NJMW.
Estymator nieobciążony   
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[image: image25.wmf]0

G

Î

g

)

tej samej funkcji parametru nazywamy nieobciążonym estymatorem z jednostajnie minimalną wariancją i oznaczamy skrótem NJMW.

Jest tym samym najlepszym estymatorem nieobciążonym przy kwadratowej funkcji straty.

Uwaga.
W klasie estymatorów nieobciążonych funkcji parametru 
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 warunek 
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To, że wystarczy porównywać drugie momenty zwykłe estymatorów nieobciążonych wynika z prostego faktu, że  
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Przykład.

Momentem zwykłym rzędu  k  nazywamy liczbę  (jeśli istnieje)  
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Momentem zwykłym próbkowym rzędu  k nazywamy statystykę
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Ponieważ   
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to momenty próbkowe rzędu  k  są nieobciążonymi estymatorami momentów zwykłych rzędu  k  dla każdej rodziny rozkładów  
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W tym średnia  
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 dla której istnieją dwa pierwsze momenty.
Uwaga.

Nie ma analogicznej własności dla momentów centralnych.

Przykład.

Uwaga.

Estymator nieobciążony  
[image: image40.wmf]å

=

-

-

=

n

i

i

X

X

n

S

1

2

2

)

(

1

1

~

 jest niedopuszczalny w klasie wszystkich estymatorów, ponieważ jak łatwo sprawdzić ma ryzyko większe od estymatora 
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 i tym samym prowadzi do większych błędów w ocenie wariancji 
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Stąd wynika, że klasa estymatorów nieobciążonych nie musi prowadzić do estymatorów szczególnie pożądanych (najlepszych). Jest natomiast takim ograniczeniem wszystkich reguł dla którego istnieją sensowne rozwiązania optymalizacyjne. Między innymi eliminuje problem nadmiernej gloryfikacji pewnych wartości jak ma to miejsce dla estymatora 
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 rozważanego w przykładzie na poprzednim wykładzie .
■ Twierdzenie – wniosek z twierdzenia Blackwella-Rao.
Niech  
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Wtedy dla każdego 
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1. nieobciążonym estymatorem funkcji parametru γ ,
2. 
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 wtedy i tylko wtedy, gdy 
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Dowód.
■ Wniosek.
Jeżeli  T  jest statystyką dostateczną dla rodziny rozkładów  
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 dla każdego  
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■ Wniosek.
Niech  S  będzie minimalną statystyką dostateczną dla rodziny rozkładów 
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Klasa estymatorów  
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Powyższy wniosek prowadzi do konkluzji, że szukając dobrych estymatorów wystarczy ograniczyć się do funkcji statystyki minimalnej.
Następujące twierdzenie jeszcze bardziej wzmacnia rolę statystyk minimalnych.

■ Twierdzenie Lehmanna-Scheffego.
Niech 
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 będzie niepustym zbiorem nieobciążonych estymatorów funkcji 
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  Wtedy dla każdego 
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jest najlepszym estymatorem funkcji  γ  wyznaczonym jednoznacznie p.w. 
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Dowód.
■ Problem.
Wiemy więc jak znając dowolny estymator nieobciążony 
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 poprawić go i jak otrzymać estymator najlepszy w przypadku istnienia statystyki dostatecznej zupełnej.

1. Skąd wziąć 
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2. Co zrobić jeżeli statystyka dostateczna nie jest zupełna?

Pewną możliwość, też problematyczną, bo nie łatwą zastosowaniach, wyznaczenia NJMW podaje następujące twierdzenie.

■ Twierdzenie Rao-Lehmanna-Scheffe’go.
Niech  
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Teraz określmy estymator 
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Kładąc 
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otrzymujemy (co jest sprzeczne z założeniem) estymator  
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Załóżmy teraz, że 
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Korzystając z nierówności Schwarza otrzymujemy
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Przykład.
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