Wykład 4. Statystyczne gry decyzyjne
■ Założenia.
1. Niech  
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  będzie przestrzenią prób z rozkładami należącymi do rodziny parametrycznej 
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3. Poprawność akcji ( jej dobroć) zależy od nieznanego rozkładu 
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4. Poprawność akcji ( jej dobroć) mierzy funkcja 
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5. W zbiorze 
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■ Definicja problemu statystycznego.
Grę 
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Uwaga.
Jeżeli po zaobserwowaniu wartości próby 
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■ Definicja niezrandomizowanej reguły decyzyjnej.
Dla gry 
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nazywamy niezrandomizowaną regułą decyzyjną.

■ Definicja ryzyka reguły decyzyjnej.
Funkcję
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nazywamy funkcją ryzyka reguły d , (dokładniej mówiąc niezrandomizowanej reguły d).

Niezrandomizowana reguła decyzyjna jest oczywiście statystyką. Zbiór wszystkich niezrandomizowanych reguł decyzyjnych będziemy oznaczać  D.  Gra  
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■ Definicja gry decyzyjnej.
Układ 
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 , gdzie  D  jest zbiorem niezrandomizowanych  reguł decyzyjnych, a  R  jest funkcją ryzyka nazywamy niezrandomizowaną grą decyzyjną.
■ Definicja porządku w zbiorze reguł decyzyjnych.
Reguła 
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1. nie gorsza od reguły 
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3. równoważna regule 
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Powyższa definicja wprowadza naturalne uporządkowanie zbioru reguł decyzyjnych. Jest to porządek częściowy.
Przykład.
Rozważmy zbiór czterech reguł  
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 o funkcjach ryzyka takich jak na rysunku
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Co możemy powiedzieć o tych regułach?
■ Definicja reguł dopuszczalnych.
Reguła 
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 nazywa się dopuszczalna, jeżeli w zbiorze  D  nie istnieje reguła lepsza od  d.
W przeciwnym razie reguła nazywa się niedopuszczalna.

Przykład.

Określić z poprzedniego rysunku które reguły są dopuszczalne, a które są niedopuszczalne.

■ Definicja klasy zupełnej.

Klasa 
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 reguł decyzyjnych nazywa się zupełna, jeżeli dla każdej reguły 
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 lepsza od reguły  d.
Klasa 
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 reguł decyzyjnych nazywa się istotnie zupełna, jeżeli dla każdej reguły 
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■ Lemat.
Każda klasa zupełna jest klasą istotnie zupełną.
■ Lemat.
Jeżeli 
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 jest klasą zupełną, a  M  klasą reguł dopuszczalnych, to 
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Dowód.
■ Lemat.

Jeżeli 
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■ Definicja klasy minimalnej zupełnej.
Klasa 
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  reguł decyzyjnych nazywa się minimalną klasą zupełną, jeżeli  C  jest klasą zupełną i nie istnieje właściwa podklasa zupełna klasy  C. 

Klasa  
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 reguł decyzyjnych nazywa się minimalną klasą istotnie zupełną, jeżeli  C  jest klasą istotnie zupełną i nie istnieje właściwa podklasa klasy  C  istotnie zupełna.

■ Twierdzenie.

Jeżeli dla gry statystycznej  
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 istnieje minimalna klasa zupełna  C ,  to jest ona równa klasie wszystkich reguł decyzyjnych.

Dowód.
■ Twierdzenie.
Jeżeli klasa reguł dopuszczalnych jest zupełna, to jest minimalną klasą zupełną.
■ Lemat - nierówność Jansena.
 Rozpatrzymy wypukły podzbiór  S  przestrzeni  
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  i  k – wymiarowym wektor losowy  Z,  określony na przestrzeni probabilistycznej  
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Jeżeli  f  jest funkcją wypukłą, określoną na  S  i taką, że 
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Jeżeli dodatkowo założymy, że 
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■ Twierdzenie Blackwella - Rao.

Niech  
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  będzie wypukłym podzbiorem przestrzeni  
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Jeżeli  d  jest niezrandomizowaną regułą decyzyjną, to niezrandomizowana reguła decyzyjna  d0  postaci


[image: image72.wmf](

)

t

T

X

d

E

d

=

=

|

)

(

0


przy założeniu, że warunkowa wartość oczekiwana  
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  istnieje z wyjątkiem zbioru miary zero 
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Dowód.
■ Zagadnienie estymacji.

Zagadnienie estymacji polega na oszacowaniu wartości funkcji nieznanego parametru rozkładu obserwowanej zmiennej losowej na podstawie próby.

■ Definicja funkcji parametru.

Dla rodziny rozkładów  
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■ Estymacja jako gra statystyczna.

Niech zbiór akcji 
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Przy powyższych założeniach otrzymujemy grę statystyczną  
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■ Typowe funkcje straty.

1. Kwadratowa funkcja straty:  
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2. Bezwzględna funkcja straty:  
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■ Definicja estymatora.

Estymatorem funkcji parametru  
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Zbiór wszystkich estymatorów oznaczamy przez 
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W powiązaniu z grą 
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Przy tak ogólnych założeniach o grze 
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