Wykład 3. Statystyki dostateczne
■ Definicja przestrzeni prób.
Mierzalną przestrzeń  
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[image: image3.wmf](

)

n

X

X

X

,...,

,

2

1

=

X

 nazywamy przestrzenią prób.
■ Definicja próby prostej.
Wektor losowy
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 są niezależnymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkładzie  P  nazywamy próbą z rozkładu  P.

Liczbę  n  nazywamy rozmiarem próby.
W statystyce chcemy na podstawie próby poznać rozkład badanej cechy. Zakładamy więc, że badany rozkład należy do pewnej rodziny rozkładów:  
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Stąd dla przestrzeni prób otrzymujemy
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Jeżeli  
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■ Definicja statystyki.
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■ Definicja statystyk równoważnych.
Statystyki  
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■ Lemat.
Niech  
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Wtedy 
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Uwaga. Powyższy lemat jest również prawdziwy dla odwzorowań  f  i  g  o wartościach w 
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■ Wniosek o statystykach równoważnych.

Statystyki  
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■ Definicja statystyki dostatecznej.

Statystyka  
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  nazywa się statystyką dostateczną dla rodziny rozkładów   
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■ Wniosek.

Jeżeli statystyka  
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Uwaga. W bardziej ogólnych rozważaniach definiuje się podciało dostateczne 
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W takim przypadku podciało generowane przez statystykę dostateczną jest podciałem dostatecznym.
■ Dominacja rodzin miar.

1. Mówimy, że rodzina σ-skończonych miar  
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3. Mówimy, że rodziny 
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■ Kryterium faktoryzacji.

Niech rozkłady z rodziny 
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Statystyka  
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Dowód. Tylko dla najprostszego przypadku rozkładów dyskretnych.

Załóżmy, że zachodzi  
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Jeżeli 
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Natomiast, jeżeli 
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Obecnie załóżmy, że statystyka  T  jest dostateczna tzn., że  
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Przykład.

Wniosek z kryterium faktoryzacji.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by statystyka  T  była dostateczna dla  
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■ Definicja statystyki dostatecznej minimalnej.

Statystykę dostateczną  
[image: image86.wmf]S

  nazywa się minimalną statystyką dostateczną dla rodziny rozkładów  
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Uwaga. Statystykę dostateczną  
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  nazywa się minimalną statystyką dostateczną dla rodziny rozkładów  
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■ Lemat o konstruowaniu statystyki dostatecznej minimalnej.

Jeżeli  T  jest statystyką dostateczną dla 
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Dowód. 
■ Twierdzenie o skończonych rodzinach rozkładów.
Niech  
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 będzie skończoną rodziną rozkładów na 
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  jest minimalną statystyką dostateczną dla 
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W zastosowaniach z powyższym twierdzeniem można zastosować pewną możliwość jego uogólnienia.

■ Lemat. Niech 
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Jeżeli T  jest minimalną statystyką dostateczną dla 
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Dowód.

Niech  S  będzie statystyką dostateczną dla 
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■ Definicja zupełnych rodzin rozkładów.
Rodzinę rozkładów  
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■ Lemat. Niech 
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Dowód.
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■ Definicja statystyki zupełnej.
Statystykę  
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 nazywamy zupełną (ograniczenie zupełną), dla rodziny rozkładów 
[image: image144.wmf]P

 wtedy i tylko, gdy rodzina rozkładów indukowanych  
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■ Twierdzenie.  Jeżeli rodzina 
[image: image146.wmf]P

 jest zupełna (ograniczenie zupełna), to rodzina rozkładów indukowanych 
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Uwaga.

Byłoby dobrze, gdyby przestrzeń prób była (chociaż w pewnych przypadkach) zupełna. Wtedy każda statystyka określona na tej przestrzeni byłaby zupełna, co znacznie uprościłoby wiele rozważań.
Niestety – rodzina  
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 na przestrzeni prób nie jest zupełna.

Przykład. 
■ Twierdzenie Lehmanna o rodzinie wykładniczej. 

Jeżeli rodzina parametryczna  
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■ Twierdzenie o minimalności statystyk. 

Jeżeli statystyka  T  jest dostateczna i ograniczenie zupełna dla  
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, to  T  jest minimalną statystyką dostateczną dla 
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■ Twierdzenie Basu. 

Niech  T  będzie statystyką dostateczną i ograniczenie zupełną dla  
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[image: image158.wmf]Q

Î

q

, to  V  i  T  są statystykami niezależnymi.
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