Wykład 1. Preliminaria
■ Definicja σ-ciała.
Rodzinę 
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 podzbiorów zbioru Ω nazywamy σ-ciałem jeżeli spełnia warunki:
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■ Definicja przestrzeni mierzalnej.
Parę   
[image: image7.wmf](

)

W

W

B

,

 nazywamy przestrzenią mierzalną.

■ Dwie ważne przestrzenie mierzalne.
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■ Definicja. Addytywna funkcja zbioru.
Funkcję 
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 spełniającą warunki:

1. nie może jednocześnie przyjmować wartości  ∞  i  -∞,

2. Dla parami rozłącznych zbiorów 
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nazywamy przeliczalnie addytywną funkcją zbioru.

■ Definicja miary.

Nieujemną przeliczalnie addytywną funkcję zbioru nazywamy miarą.

1. Miarę  μ  spełniającą warunek  
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3. Jeżeli  
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■ Własności miary.
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1. monotoniczność:  jeżeli 
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2. subtraktywność:  jeżeli 
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3. subaddytywność:  
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■ Ważne miary.

1. Miarę nazywamy atomową: jeżeli w przestrzeni Ω  istnieje przeliczalna liczba punktów 
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2. Miarę nazywamy liczącą punkty, jeżeli w przestrzeni z σ-ciałem 
[image: image34.wmf]W

W

=

2

B



[image: image35.wmf](

)

î

í

ì

¥

=

¥

¥

<

=

A

dla

A

dla

A

A

m


    Miarę liczącą punkty oznaczamy: 
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3. Miara Diraca określona jest wzorem 
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4. Miara Lebesque’a. Niech  
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dla każdego n-wymiarowego przedziału
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nazywamy miarą Lebesque’a na 
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■ Uwaga. Jest to zawężona definicja miary Lebesque’a.
■ Definicja absolutnej ciągłości.

Niech na przestrzeni mierzalnej  
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1.  σ-skończona miara  μ,

2. σ-skończona addytywna funkcja zbioru  ν.

Mówimy, że  ν  jest absolutnie ciągła względem miary  μ  (co zapisujemy 
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■ Twierdzenie Radona-Nikodyma.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby  σ-skończona addytywna funkcja zbioru  ν  była absolutnie ciągła względem  σ-skończonej miary  μ  jest istnienie funkcji rzeczywistej  f   określonej jednoznacznie p.w. μ  na przestrzeni  Ω,  
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Funkcję  f  nazywamy pochodną Radona-Nikodyma  funkcji  ν  względem  miary  μ  i oznaczamy  
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Funkcję  f  nazywamy również gęstością  ν  względem  miary  μ .

■ Uwagi.

1.  Funkcja  
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  wtedy i tylko wtedy, gdy  ν  jest miarą absolutnie ciągłą względem μ . 

2.  Jeżeli  
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  określone są na przestrzeni  
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■ Definicja przestrzeni probabilistycznej.

Trójkę elementów  
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, gdzie  P  jest prawdopodobieństwem (miarą probabilistyczną) nazywamy przestrzenią probabilistyczną.

■ Definicja zmiennej losowej.

Każdą funkcję  
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■ Definicja rozkładu zmiennej losowej.

Rozkładem prawdopodobieństwa zmiennej losowej  X  nazywamy miarę  
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Dwie ważne rodziny rozkładów:
1.  Rozkłady absolutnie ciągłe względem miary Lebesque’a.

Niech  
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 będzie miarą Lebesque’a na przestrzeni 
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 . Wtedy z twierdzenia R-N wynika, że istnieje nieujemna funkcja gęstości  
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Odwrotnie każda funkcja 
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 określa miarę probabilistyczną absolutnie ciągłą względem miary 
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2.  Rozkłady absolutnie ciągłe względem miary liczącej punkty.

Niech  
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 będzie miarą liczącą punkty na skończonej przestrzeni 
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Odwrotnie każda funkcja 
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 określa miarę probabilistyczną absolutnie ciągłą względem miary 
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W tym przypadku z reguły zamiast 
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