
Uªamki proste

I :
A

(x− a)n
, II :

Bx+ C

(px2 + qx+ r)n
(∆ < 0)

Tw. 1 (O rozkªadzie funkcji wymiernej na uªamki proste). Ka»da funkcja
wymierna wªa±ciwa rozkªada si¦ jednoznacznie na sum¦ uªamków prostych.Je»eli
w mianowniku wyst¦puje czynnik (x− a)n, to w rozkªadzie nale»y uwzgl¦dni¢:

A1

x− a
+

A2

(x− a)2
+ . . .+

An
(x− a)n

.

Je»eli w mianowniku wyst¦puje czynnik (px2 + qx+ r)n, to w rozkªadzie nale»y
uwzgl¦dni¢:

B1x+ C1

px2 + qx+ r
+

B2x+ C2

(px2 + qx+ r)2
+ . . .+

Bnx+ Cn
(px2 + qx+ r)n

.

Caªkowanie funkcji wymiernych

1.
∫

A
x+adx = A ln |x+ a|+ C

2.
∫

A
(x+a)n dx= − A

(n−1)(x+a)n−1 + C

3. Uªamek prosty drugiego rodzaju, którego licznik jest staª¡ caªkujemy
sprowadzaj¡c mianownik do postaci kanonicznej.

4. Je±li licznik zawiera x, to przeksztaªcamy wyra»enie tak, »e w liczniku jest
pochodna trójmianu z mianownika.

Przykªady: 1. 1.

∫
1

x2 − 2x+ 5
dx

2.

∫
x

x2 + 4x+ 5
dx

3.

∫
1

a2 − x2
dx

4.

∫
4x3 + 3x2 + 2x+ 1

x4 + x2
dx

Wa»ne caªki z niewymierno±ciami

1.

∫
dx√
x2 + k

= ln |x+
√
x2 + k|+ C

2.

∫ √
x2 + kdx =

1
2

[x
√
x2 + k + k ln |x+

√
x2 + k|] + C
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3.

∫
dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
+ C

4.
∫ √

a2 − x2dx = 1
2 [x
√
a2 − x2 + a2 arcsin x

a ] + C

Przykªady: 2. 1.

∫
dx√
x2 − x

;

2.

∫ √
x2 + 8x+ 3dx;

3.

∫ √
−x2 + 4xdx.

Caªka oznaczona Riemanna
P = {x0, x1, . . . , xn} (gdzie a = x0 ≤ x1 ≤ . . . ≤ xn = b) � podziaª przedzi-

aªu [a, b]; ∆xi = xi − xi−1 � dªugo±¢ i-tego odcinka podziaªu; x∗i - punkty
po±rednie (x∗i ∈ [xi, xi−1]); δ(P) = max{∆xi : 1 ≤ i ≤ n} � ±rednica podziaªu

Def. 1. ∫ b

a

f(x)dx := lim
δ(P)→0

n∑
i=1

f(x∗i )∆xi,

o ile granica istnieje i nie zale»y od sposobu podziaªu P oraz wyboru punktów
po±rednich x∗i .

Uzupeªnienie (rozszerzenie) de�nicji caªki

•
∫ a

a

f(x)dx := 0;
∫ a

b

f(x)dx := −
∫ b

a

f(x)dx.

• Funkcj¦, dla której istnieje caªka Riemanna na [a, b] nazywamy funkcj¡
caªkowaln¡ na [a, b].

• Interpretacja geometryczna caªki

∫ b

a

f(x)dx - pole trapezu krzywolin-

iowego z uwzgl¦dnieniem znaku w zale»no±ci od poªo»enia obszaru wzgl¦-
dem osi Ox.

Uwaga 1. Nie ka»da funkcja ograniczona jest caªkowalna np. funkcja Dirichleta
na dowolnym przedziale [a, b] nie jest caªkowalna.

Tw. 2. Je±li funkcja f jest ograniczona na przedziale [a, b] i ma w tym przedziale
sko«czon¡ ilo±¢ punktów nieci¡gªo±ci I-go rodzaju (tzn. ma w ka»dym z nich obie
granice jednostronne), to jest caªkowalna.
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Wzór Newtona-Leibniza i funkcja górnej granicy caªkowania

Tw. 3 (Newtona-Leibnitza). Je»eli funkcja f jest ci¡gªa na [a, b], to∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a),

gdzie F jest dowoln¡ funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f .

Def. 2. Niech f b¦dzie caªkowalna na [a, b]. Funkcj¦

F (x) :=
∫ x

a

f(t)dt

okre±lon¡ na przedziale [a, b] nazywamy funkcj¡ górnej granicy caªkowania.

Tw. 4. 1. Funkcja górnej granicy caªkowania jest ci¡gªa.

2. Je»eli f jest ci¡gªa na [a, b], to funkcja górnej granicy caªkowania

F (x) =
∫ x

a

f(t)dt

jest ró»niczkowalna na [a, b] i F ′(x) = f(x).

Przykªady: 3. 1.

∫ 1

−1

dx

1 + x2

2. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego osiami ukªadu wspóªrz¦dnych, prost¡
x = 3 i wykresem funkcji f(x) =

√
x+ 1.

3. Wyznaczy¢ funkcj¦ górnej granicy caªkowania dla funkcji f(x) = signx
na przedziale [−1, 1] i nast¦pnie funkcj¦ górnej granicy caªkowania dla
otrzymanej funkcji.
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