
Przestrze« wektorowa Rn

Def. 1. Rzeczywist¡ n-wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡ (liniow¡) Rn nazy-
wamy zbiór n-wyrazowych ci¡gów liczb rzeczywistych [x1, x2, ..., xn] z nast¦pu-
j¡cymi dziaªaniami dodawania wektorów i mno»enia wektorów przez liczby:
[x1, x2, ..., xn]+[y1, y2, ..., yn] := [x1+y1, x2+y2, ..., xn+yn], a · [x1, x2, ..., xn] :=
[a · x1, a · x2, ..., a · xn]. wektory oznaczamy:

−→x := [x1, x2, ..., xn].

Iloczynem skalarnym wektorów −→x ,−→y nazywamy liczb¦: −→x ◦−→y = x1y1 +x2y2 +
... + xnyn. Wektory −→x ,−→y nazywamy prostopadªymi gdy −→x ◦−→y = 0. Dªugo±ci¡
wektora −→x nazywamy

√−→x ◦ −→x .

Wªasno±ci przestrzeni Rn

Wektor zerowy to
−→
0 := [0, 0, ..., 0]

1. −→x +
−→
0 = −→x

2. −→x +−→y = −→y +−→x

3. dla ka»dego −→x istnieje −→y , taki »e −→x +−→y =
−→
0

(wektor przeciwny −→y = −−→x )

4. 1 · −→x = −→x

5. a(−→x +−→y ) = a−→x + a−→y

6. (a + b)−→x = a−→x + b−→x

7. a(b−→x ) = (ab)−→x

Uwaga 1. Dowolny zbiór "wektorów"V z dziaªaniami dodawania i mno»enia
przez liczby, które speªniaj¡ warunki 1.,...,7. nazywamy przestrzeni¡ liniow¡.

Liniowa niezale»no±¢ wektorów

Def. 2. Kombinacj¡ liniow¡ wektorów−→x 1,
−→x 2, ...,

−→x k o wspóªczynnikach a1, a2, ..., ak

nazywamy wektor

k∑
i=1

ai
−→x i = a1

−→x i + a2
−→x 2 + ... + ak

−→x k.

Def. 3. Mówimy, »e wektory −→x 1,
−→x 2, ...,

−→x k s¡ liniowo niezale»ne gdy z ze-
rowania si¦ dowolnej ich kombinacji liniowej wynika zerowanie si¦ wszystkich
wspóªczynników tej kombinacji.

k∑
i=1

ai
−→x i =

−→
0 ⇒ a1 = a2 = ... = ak = 0.

1



Uwaga 2. Wektory s¡ liniowo zale»ne gdy istniej¡ takie a1, a2, ..., ak, nie wszys-

tkie równe 0, »e
∑k

i=1 ai
−→x i =

−→
0 .

Twierdzenie 1. Wektory s¡ liniowo zale»ne⇔ jeden z nich mo»na zapisa¢ jako
kombinacj¦ liniow¡ pozostaªych.

Def. 4. Maksymalny ukªad wektorów liniowo niezale»nych nazywamy baz¡.
Ilo±¢ wektorów bazy nazywamy wymiarem przestrzeni. Baz¦ kanoniczn¡ przestrzeni
R3 tworz¡ wektory [1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1]. Analogicznie dla dowolnego n.

Twierdzenie 2. Wektory −→x 1,
−→x 2, ...,

−→x n tworz¡ baz¦ przestrzeni⇔ ka»dy wek-
tor mo»na zapisa¢ jednoznacznie w postaci ich kombinacji liniowej.

Macierz

Def. 5. Niech i ∈ {1, ...,m}, j ∈ {1, ..., n}. Macierz¡ o m wierszach i n kolum-
nach nazywamy dowoln¡ funkcj¦, która wszystkim parom (i, j) przyporz¡d-
kowuje liczby rzeczywiste aij . Stosujemy oznaczenia: A, Am×n, (aij), (aij)m×n.

Macierz zapisujemy:


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 ... amn


Wiersze macierzy s¡ wektorami przestrzeni Rn a kolumny Rm. Macierz

mo»na natomiast traktowa¢ jako wektor przestrzeni Rm·n. (m × m)-macierze
nazywamy kwadratowymi.

Dziaªania na macierzach

Macierze o tych samych wymiarach dodajemy i mno»ymy przez liczby tak
samo jak wektory przestrzeni Rm·n tzn.:

c · (aij)m×n := (c · aij)m×n; (aij)m×n + (bij)m×n := (aij + bij)m×n.

Zbiór (m×n)-macierzy z tak okre±lonymi dziaªaniami jest przestrzeni¡ liniow¡.
Oznaczamy j¡ Mm×n .

Def. 6. Iloczynem macierzy (aij)m×k i (bij)k×n nazywamy macierz (cij)m×n,
której wspóªczynniki s¡ okre±lone wzorem:

cij :=
∑k

l=1 ail · blj .

(wyraz cij macierzy wyniku jest iloczynem skalarnym i-tego wiersza pierwszej i
j-tej kolumny drugiej macierzy.)

Uwaga 3. Mno»ymy macierze tylko gdy wiersze pierwszej s¡ tej samej dªugo±ci
co kolumny drugiej czyli gdy pierwsza ma tyle samo kolumn co druga wierszy.

Uwaga 4. Mno»enie macierzy nie jest przemienne!
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• Transpozycj¡ macierzy A = (aij)m×n nazywamy macierz AT = (aji)n×m

czyli tak¡, której wierszami s¡ kolumny macierzy A (a kolumnami oczy-
wi±cie wiersze macierzy A).

Macierz kwadratow¡ (aij) nazywamy:

diagonaln¡ gdy aij = 0 dla i 6= j,

trójk¡tn¡ górn¡ gdy aij = 0 dla i > j,

trójk¡tn¡ doln¡ gdy aij = 0 dla i < j.

• Macierz¡ jednostkow¡ nazywamy macierz diagonaln¡, dla której dodatkowo
aii = 1 czyli na gªównej przek¡tnej stoj¡ jedynki. Macierze jednostkowe
oznaczamy I lub In gdy chcemy poda¢ wymiar.

• Macierz¡ odwrotn¡ do macierzy kwadratowej A nazywamy macierz A−1,
tak¡ »e A ·A−1 = A−1 ·A = I.

Wªasno±ci dziaªa« na macierzach

Je±li tylko wskazane dziaªania mo»na wykona¢, to:

1. (A + B) + C = A + (B + C)

2. A + B = B + A

3. A · (B + C) = A ·B + A · C

4. (A + B) · C = A · C + B · C

5. A · (B · C) = (A ·B) · C

6. (A ·B)T = BT ·AT

7. (A ·B)−1 = B−1 ·A−1

Przykªad: 1. Wyznaczy¢ macierze X, Y z równa«:

• A ·X + B = C

• Y ·D − E = Y · F .

Rz¡d macierzy

Twierdzenie 3. W dowolnej macierzy maksymalna ilo±¢ liniowo niezale»nych
wierszy jest równa maksymalnej ilo±ci liniowo niezale»nych kolumn.

Def. 7. Rz¦dem macierzy A nazywamy maksymaln¡ liczb¦ jej liniowo nieza-
le»nych wierszy (lub kolumn). Rz¡d macierzy A oznaczamy rA.

Twierdzenie 4. Rz¡d macierzy A nie zmieni si¦ gdy:

1. dowolny wiersz pomno»ymy przez liczb¦ ró»n¡ od zera,
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2. dowolnie zmienimy kolejno±¢ wierszy,

3. do dowolnego wiersza dodamy kombinacj¦ liniow¡ pozostaªych,

4. wykre±limy wiersz zªo»ony z samych zer,

5. przetransponujemy macierz,

6. wykonamy jak¡kolwiek z operacji 1.2.3.4. na kolumnach.

Przykªad: 2.

r


1 2 3 4 5
0 1 1 0 2
0 0 0 1 −4
0 0 0 0 1

 = 4.

Twierdzenie 5. Je»eli w macierzy A:

1. pierwszy niezerowy wyraz ka»dego wiersza jest równy 1 (nazywamy go je-
dynk¡ gªówn¡),

2. w ka»dym prostok¡cie, który w prawym górnym rogu ma jedynk¦ gªówn¡,
oprócz niej s¡ same zera,

to rA jest równy ilo±ci gªównych jedynek.

Wyznaczanie rz¦du macierzy metod¡ eliminacji Gaussa

Dowoln¡ macierz sprowadzamy do postaci podanej w twierdzeniu za pomoc¡
operacji, które nie zmieniaj¡ rz¦du:

1. Jedynk¦ gªówn¡ dostajemy dziel¡c wiersz przez odpowiedni¡ staª¡ (pier-
wszy wyraz),

2. zera pod jedynkami gªównymi dostajemy odejmuj¡c odpowiednie kombi-
nacje wiersza z dan¡ jedynk¡ gªówn¡ od wierszy znajduj¡cych si¦ ni»ej.

Przykªady: 1. 1. Wyznaczy¢ rz¦dy danych macierzy:

 1 2 3 4
2 1 1 0
3 0 −1 −4

,


2 4 6 7
1 2 3 4
1 2 4 5
1 2 3 6


2. Sprawdzi¢, czy wektory [1, 1, 1], [1, 2, 3] i [2, 4, 8] s¡ baz¡ przestrzeni R3.
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