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Ciaªo liczb zespolonych

Def. 1. Ciaªem liczb zespolonych C nazywamy zbiór uporz¡dkowanych par
liczb rzeczywistych z nast¦puj¡cymi dziaªaniami dodawania i mno»enia:

(a, b) + (c, d) := (a+ c, b+ d),

(a, b) · (c, d) := (ac− bd, ad+ bc).

Posta¢ algebraiczna:
z = x+ yi

x-cz¦±¢ rzeczywista, y-cz¦±¢ urojona. Liczby w postaci algebraicznej mno»ymy
jak wyra»enia algebraiczne uwzgl¦dniaj¡c równo±¢:

i2 = −1

Def. 2. Sprz¦»eniem liczby zespolonej z = x+ yi nazywamy liczb¦ zespolon¡:

z = x− yi.

Reguªa dzielenia: Licznik i mianownik mno»ymy przez sprz¦»enie mi-
anownika. Wªasno±ci sprz¦»enia:

1. z1 + z2 = z1 + z2

2. z1 · z2 = z1 · z2

3. zn = zn

4. z = z ⇔ z ∈ R
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5. z · z ∈ R

Twierdzenie 1. Je»eli liczba zespolona z jest pierwiastkiem wielomianu o wspóªczyn-

nikach rzeczywistych, to liczba z równie».

Twierdzenie 2 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Ka»dy zespolony wielomian

stopnia n ≥ 1 ma pierwiastek w ciele liczb zespolonych C.

Moduª i argument liczby zespolonej

Def. 3. Moduªem liczby zespolonej z = x+ yi nazywamy liczb¦ rzeczywist¡:

|z| :=
√
z · z =

√
x2 + y2.

Argumentem liczby z nazywamy dowolny k¡t ϕ, taki »e

cosϕ =
x

|z|
, sinϕ =

y

|z|
.

Piszemy argz. Dokªadnie jeden argument danej liczby jest zawarty w przedziale
[0, 2π). Nazywamy go argumentem gªównym i oznaczamy Argz. Interpretacja
geometryczna: Argument jest k¡tem pomi¦dzy dodatni¡ póªosi¡ rzeczywist¡ i
promieniem wodz¡cym punktu reprezentuj¡cego dan¡ liczb¦, a moduª odlegªo±-
ci¡ tego punktu od pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych.

Posta¢ trygonometryczna liczby zespolonej

z = r(cosϕ+ i sinϕ)

gdzie r jest moduªem a ϕ argumentem liczby z.

Przykªad: 1. 1. Zaznaczy¢ na pªaszczy¹nie zespolonej zbiór liczb speªniaj¡-
cych warunki {

|z| ≤ 2
π
4 ≤ Argz ≤

3π
4

2. Równanie |z − z0| = r opisuje okr¡g o ±rodku z0 i promieniu r.

Wa»ne wzory trygonometryczne:

sin(α+ β) = sinα cosβ + sinβ cosα

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ

2



Mno»enie liczb w postaci trygonometrycznej

r1(cosϕ1 + i sinϕ1) ·r2(cosϕ2 + i sinϕ2) = r1r2(cos(ϕ1 +ϕ2)+ i sin(ϕ1 +ϕ2))
(Mno»¡c liczby zespolone mno»ymy ich moduªy i dodajemy argumenty.)

Twierdzenie 3 (Wzory Moivre'a). Dla dowolnej liczby zespolonej z = r(cosϕ+
i sinϕ) i liczby naturalnej n zachodzi:

1. zn = rn(cosnϕ+ i sinnϕ),

2. istnieje dokªadnie n ró»nych pierwiastków n
√
z, które wyra»aj¡ si¦ wzorem:

zk = n
√
r(cos ϕ+2kπ

n + i sin ϕ+2kπ
n )

dla k = 0, 1, 2, ..., n− 1.

Przykªad: 2. Wielomian W (x) = x4 + 4 rozªo»y¢ na czynniki stopnia 2.

Zasada indukcji matematycznej

Twierdzenie 4. Je»eli:

1. twierdzenie T (n) jest prawdziwe dla liczby naturalnej n = 1,

2. dla dowolnej liczby naturalnej n z prawdziwo±ci T (n) wynika prawdziwo±¢

T (n+ 1),

to twierdzenie T (n) jest prawdziwe dla wszystkich liczb naturalnych.

Uwaga 1. 1. W (1) liczb¦ n = 1 mo»na zast¡pi¢ dowoln¡ liczb¡ naturaln¡
n0. Wówczas w (2) zakªadamy równie» prawdziwo±¢ implikacji dla n ≥ n0

i otrzymujemy prawdziwo±¢ T (n) dla n ≥ n0.

2. W (2) mo»na zakªada¢ równie» prawdziwo±¢ twierdzenia dla wszystkich
k ≤ n. Tak okre±lona zasada nosi nazw¦ indukcji zupeªnej.

Przykªad: 3. Udowodni¢ wªasno±¢ (3) sprz¦»enia tzn., »e dla dowolnej liczby
zespolonej z i dowolnej liczby naturlnej n zachodzi wzór zn = zn.
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