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Wstep

Dokonania [13] Isaaca Newtona (ok. 1642-1727) i zaproponowane przez niego determini-
styczne modele mechaniki (1686 r.) oraz pdzZniejsze réwnania pola elektromagnetycznego Ma-
xwella ugruntowaty 6wczesny poglad o uniwersalizmie zasady determinizmu poznawczego. Ma-
tematycy powszechnie uwazali, ze modele matematyczne, gtéwnie opierajace sie na réwnaniach
rozniczkowych, przy znajomodci stanu poczatkowego uktadu, potrafia w sposob Scisty i doktad-
ny okresli¢ ewolucje uktadu dynamicznego. Kolejne dwa stulecia rownania dynamiki Newtona
zyskaly wazne uogélnienia. W XVIIT w. Joseph Louis Lagrange (1736-1813) przedstawil bar-
dzo ogdlng posta¢ rownan rézniczkowych, opisujacych uktady mechaniczne spetniajace prawa
Newtona. Nastepnie Pierre Simon de Laplace (1749-1827) wyjasnit niemal wszystkie aspekty
ruchéw orbitalnych w uktadzie stonecznym. Wreszcie juz w XIX w. William Rowan Hamilton
(1805-1865) przetransformowat ogblne réwnania Lagrange’a do bardziej przydatnej (pojemnej)
postaci, tworzac podstawy metody znanej obecnie jako formalizm Hamiltona.

Henri Poincaré (1854-1912) [13] w 1892 r. przedstawil analiz¢ problemu trzech cial zwiaza-
nego ze ztozonym oddziatywaniem Stonca, Ziemi i Ksiezyca. Jako pierwszy prowadzil badania
stabilnosci uktadéw nieliniowych oraz wskazat, iz rozwigzania nieliniowych réwnan rézniczko-
wych (deterministycznych) moga wykazywaé bardzo skomplikowane zachowanie w otoczeniu
niestabilnych punktéw stalych. Stusznie przypuszczal, ze regularne (deterministyczne) sity mo-
ga generowa¢ w uktadach nieliniowych (deterministycznych) ruchy chaotyczne (losowe).

Istotnie, ,chaotycznos¢” jest cechg wiekszosci uktadéw mechanicznych, a przejawia sie ona
w tym, ze przeci¢tna trajektoria uktadu tworzy zbiér gesty w przestrzeni fazowej. W tym
kontekscie szczegodlnie ciekawe sg tzw. uktady zupetie catkowalne, w ktorych w przeciwienstwie
do ukladéw ,.chaotycznych” ruch odbywa sie po podrozmaitosciach o wymiarze rownym potowie
wymiaru przestrzeni fazowe;.

Zupelnie catkowalne uktady Hamiltonowskie [3] posiadaja wystarczajaca liczbe catek ruchu.
Ich wspdlne poziomice, jesli sg zwarte, sg dyfeomorficzne z torusami odpowiedniego wymiaru.
Ruch na takich torusach odbywa sie w sposéb linearny, prawie okresowy. Lokalna struktu-
ra takich ukltadow jest mozliwa do ukazania w mozliwie klarowny sposob dzieki tzw. zmien-
nym dzialanie-kat, ktorych istnienie gwarantuje twierdzenie Arnolda-Liouville’a. Konstrukcja
tychze wspotrzednych w poszezegdlnych przypadkach bywa zazwyczaj nietatwa, co odpowiada
utrudnionemu catkowaniu réwnan ruchu, ktorych rozwigzanie mozliwe jest niekiedy wytacznie
w tzw. kwadraturach.

Uktady zupelnie catkowalne sa wazne, gdyz ich klasa zawiera wiele znanych uktadéw me-
chaniki klasycznej, tez czesto pojawiajag sie one we wspotczesnych dziedzinach nauk Scistych,
np. w fizyce, biologii, ekonomii.

Dana praca poswigcona jest omdwieniu pojecia catkowalnego uktadu hamiltonowskiego.
W szczegdlnosci, w Rozdziale 1 zostata omdwiona teoria réwnan rézniczkowych pod katem ha-
miltonowskiego ujecia mechaniki klasycznej wraz z pojeciem nawiasu Poissona. Rozdziat 2 pre-
zentuje zagadnienia, ktére obejmuje klasyczna teoria catkowalnych uktadéw hamiltonowskich,
czyli m.in. twierdzenie Arnolda-Liouville’a ze wspotrzednymi dzialanie-kat. Rozdzialy 3 i 4
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zawieraja dwa wazne przyktady uktadow zupetnie catkowalnych, tzw. uktad Keplera oraz dwu-
wymiarowy oscylator harmoniczny. Uklad Keplera oraz przypadki szczegélne oscylatora harmo-
nicznego sg przyktadami tzw. ,supercatkowalnych” uktadéw, t.j. uktadow, w ktérych wymiar
niezmienniczych toruséow jest mniejszy niz potowa wymiaru przestrzeni fazowej.

W Rozdziale 1 Hamiltonowskie ujecie mechaniki klasycznej opracowano na podstawie
W.I. Arnolda [1] oraz [2], A. Panasyuka [9], W. Wojtynskiego [14], B. Halla [0], a takze
M. Gewerta i Z. Skoczylasa [4]. Rozdzial 2 poswiecony uktadom zupelnie catkowalnym, gwa-
rantowanym przez twierdzenie Arnolda-Liouville’a, oparto na publikacji B. Jovanovié'a [7],
H. Zotadka [I5], A. Panasyuka [8], W.I. Arnolda [I]. Przedstawienie zupetnej catkowalnosci
ukladu Keplera w Rozdziale 3 wspomogto skorzystanie z prac F. Fasso [3] oraz B. Halla [6].
Natomiast w Rozdziale 4. wykorzystano przyktad oscylatora zaczerpniety z W. Wojtynskiego
[14], przedstawiono tzw. figury Lissajous na podstawie W.I.Arnolda [I] oraz B. Jovanovi¢’a [7].



Rozdzial 1

Hamiltonowskie ujecie mechaniki klasycznej

1.1. Réwnania rézniczkowe zwyczajne n-go rzedu

Definicja 1.1.1. [2] Réwnaniem rézniczkowym n-go rzedu nazywamy réwnanie

n 2 n—1
d"y _ ( dy d7y d y) (1.1)

dtr Vg
gdzie F(ug,uy,...,u,) jest funkcja rézniczkowalng klasy C”,r > 1 okre$lona na obszarze U.
Definicja 1.1.2. [4] Rozwigzaniem réwnania rézniczkowego n-go rzedu (1.1) na przedziale

(a, b) nazywamy funkcje y(t), jesli na tym przedziale jest ona n-krotnie rozniczkowalna i zamie-
nia to rOwnanie w tozsamosc

y () = Fty(t),....y" (D).

Wykres rozwigzania réwnania rozniczkowego nazywa sie krzywq catkowq.

Definicja 1.1.3. [4] Zagadnieniem poczgtkowym lub zagadnieniem Cauchy’ego nazywa sie réw-
nanie rézniczkowe (1.1)) oraz tzw. warunek poczatkowy

y(to) = o, Gto) =1, oo Y (to) = yar.
Liczby to, Yo, Y1, - - -, Yn_1 to wartosci poczatkowe.

Réwnanie rézniczkowe (1.1)) mozna sprowadzi¢ do uktadu réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych pierwszego rzedu.

Twierdzenie 1.1.4. [2] Réwnanie jest rownowazne uktadowr n-réwnan pierwszego rzedu
2%1 = Y2
Y2 : Ya (1.2)
o= Flt0r,90)
w tym sensie, ze jezeli @ jest rozwigzaniem rownania , to wektor utworzony z pochod-

nych (0,9, ..., V) jest rozwigzaniem uktadu , a jesli (o1, ..., ) jest rozwigzaniem

ukladu (1.9), to ¢1 spetnia réwnanie (1.1)).



1.2. Uklady réwnan rézniczkowych 1-go rzedu zadane przez pole
wektorowe

Definicja 1.2.1. [2] Niech M bedzie obszarem w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej,

x = (x1,...,7,) € R" gdzie z;: M — R sa funkcjami wspotrzednosciowymi. Pole wektorowe v
okreslone na M przyporzadkowuje kazdemu punktowi z obszaru M wychodzacy z niego wektor
v(x) € R". W uktadzie wspolrzednych z; pole okreslone jest przez n funkcji rézniczkowalnych
v;: M — R.

Rysunek 1.2.2. [I] Pole wektorowe.

Uwaga 1.2.3. Alternatywnie na pole wektorowe mozemy patrze¢ jako na operator rozniczkowy

pierwszego rzedu v = vy (z)=——+- - -+v, () = dzialajacy na funkcjach rézniczkowalnych na M

8951 @C(Zn
(por. Definicje oraz [9]). Przejécie pomiedzy dwoma podejsciami jest natychmiastowe.

Definicja 1.2.4. [2] Niech U bedzie otwartym obszarem n-wymiarowe]j przestrzeni euklideso-
wej 1 niech v bedzie polem wektorowym w U. Réwnaniem rézniczkowym zadanym przez pole
wektorowe nazywamy rownanie

y=v(y), ye U (1.3)
Obszar U nazywa si¢ przestrzeniq fazowg réwnania ((1.3]).

Definicja 1.2.5. [2] Rozwigzaniem réwnania rézniczkowego nazywamy odwzorowanie
rozniczkowalne ¢: I — U przedziatu I = {t € R, a < t < b} osi rzeczywistej R (do-
puszcza sie a = —00,b = 400) W przestrzen fazowa, jesli dla kazdego 7 € I jest speliony
zwigzek % tiT<p(t) =v(¢(1)) . Krzywa sparametryzowana ¢: [ — U nazywamy krzywq fazowq
roOwnania rézniczkowego.

Definicja 1.2.6. Rozwiazanie ¢: I — U réwnania rézniczkowego ((1.3)) spetia warunek po-
czqgtkowy

e(to) =yo, to€R, y €U, (1.4)

jesli a < ty < b i warto$¢ ¢ w punkcie ¢y jest rowna yg, tzn. jesli krzywa fazowa przechodzi
w chwili g przez punkt .



Uwaga 1.2.7. Zauwazmy, ze réwnanie (1.3]) inaczej moze byé¢ zapisane jako uklad réwnan
rozniczkowych pierwszego rzedu

Y1 = v1(y1)
Yo = v2(y2)
yn = Un(yn)‘

W szczegblnosci, Twierdzenie moéwi, ze kazde rownanie n-go stopnia , w ktorym
funkcja F' w sposob jawny nie zalezy od czasu, jest réwnowazne pewnemu uktadowi rownan
zadanych przez pole wektorowe.

W przypadku zaleznosci F' od ¢ tez mozna mowi¢ o podobnej relacji, z tym, ze w tym
przypadku pole wektorowe samo musi by¢ zalezne od ¢, a odpowiedni uktad ma postac:

1 =v1(t,y1)
o = Uo(t, y2)
yn = Un(ta yn)a
lub w wersji skrotowej
y=v(ty).

1.3. Twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzan

Twierdzenie 1.3.1. [2] Niech bedzie dane réwnanie réziniczkowe
T =v(t,x), (1.5)

ktorego prawa strona v jest okreslona i réziniczkowalna w sposob ciggly w otoczeniu punktu
(to, xo) rozszerzonej przestrzeni fazowej. Wowczas istnieje takie otoczenie punktu to, w ktorym
okre$lone jest jednoznaczne rozwigzanie ToOwnanLQ przy zadanym warunku poczgtkowym
o(ty) = z, gdzie x jest dowolnym punktem dostatecznie bliskim xo; rozwigzanie zalezy przy tym
od punktu poczgtkowego x w sposob ciggly.

1.4. Calki pierwsze réwnan rézniczkowych

Definicja 1.4.1. [2] Poziomicq funkcji f: U — R nazywa sie pelny przeciwobraz punktu
CeR, fYO)cU.

Niech U bedzie obszarem w przestrzeni euklidesowej n-wymiarowej, - punktem obszaru,
v € R" - wektorem. Niech f: U — R bedzie funkcjg rézniczkowalna, a ¢: I — U bedzie dowolng
krzywa wychodzaca z punktu = z predkoscia v, ¢(0) = x, $(0) = v. Powstaje woéwczas ztozone
odwzorowanie przedziatu I osi rzeczywistej w os rzeczywista fop: I — R, (fop)(t) = f(e(t)),
tzn. funkcja rzeczywista zmiennej rzeczywistej t.
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Definicja 1.4.2. [2] Pochodng funkcji f w kierunku wektora v nazywamy liczbe L, f
il (f o9

T

d

_ -~ Of
e dt

(f0¢)=§:a%

=0 i=1

;. (1.6)

x

Lyf

Ostatnia rownosé¢ pokazuje, ze pojecie pochodnej funkeji f w kierunku wektora v nie zalezy od

0
wyboru krzywej ¢ wychodzacej z punktu = z predkoscig v. Niech teraz v = vl(m)a— + 4
g

0
U () e bedzie polem wektorowym w obszarze U (por. Uwage |1.2.3), a f: U — R - funkcja

réZniczkgwaan. Pochodng L, f funkcji f w kierunku pola wektorowego v naturalnie definiuje sie
jako
af

L,f= vl(:c)a—xl + - 4 vp(2)

of
oz,

Definicja 1.4.3. [2] Funkcje f nazywamy calkq pierwszg rownania
t=v(zx), zel,

jesli jej pochodna w kierunku pola wektorowego v rowna jest 0, tzn.:
L,fl.=0 VzeU.

Twierdzenie 1.4.4. [2] Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

~

L,f =0.

2. Funkcja f jest stalg wzdtuz kazdego rozwigzania ¢: I — U, tzn. kazda funkcja fop: I — R,
gdzie @ jest rozwigzaniem, jest stata.

3. Kazda krzywa fazowa nalezy tylko do jednej i tylko jednej poziomicy funkcji f.

Nazwa catka pierwsza jest pozostaloscig historyczna. Wezesniej wszystkie rownania roz-
niczkowe prébowano rozwiazywac poprzez catkowanie. Wéwczas obecnie rozumiane rozwiazanie
okreslano mianem calki lub catki czastkowe;j.

Przyktad 1.4.5.

I = —ksinx

Sprowadzenie do uktadu réwnan 1-go rzedu:
_ =y
J= { y=—ksinx

0 1
Pole wektorowe: v(z,y) = (y, —ksinz — ksin Too Funkcja c(z,y) = —kcosz+ 53/2
Y

)= y%
1
jest catka pierwsza, gdyz L,c = y(—k(—sinz)) — ksin x§2y =0.



1.5. II prawo mechaniki Newtona oraz uklady potencjalne

Inne przyktady calek pierwszych pojawiaja sie w mechanice uktadéw opartej na II prawie
mechaniki Newtona
mi(t) = F(z(t),t).

Tutaj x(t) = (x1(t), z2(t), z3(t)) € R3 (Iub ogdlniej € R") jest potozeniem punktu materialnego
w momencie czasu t, m jego masa, a F'(z(t),t) sita dzialajaca na punkt w momencie ¢.

Niech dla funkcji wektorowej [14] x(t) = («x ( ), 22(t), x3(t)) zapis x*(t) oznacza kwadrat
dtugosci wektora x(t), t.j. 22(t) = (z(t)|x(t)) = 21(t) + 23(t) + 23(t), gdzie (-|-) oznacza iloczyn
skalarny, zas |z(t)| oznacza jego dtugosé:

1) = \Ja2(t) = \J22(t) + 23(t) + 23(1).

Definicja 1.5.1. [5] Gradient (lub gradientowe pole wektorowe) to operator rozniczkowy, ktory
dziatajac na pole skalarne, tworzy pole wektorowe okreslone jako:

of of af}
ox’ Oy’ 0z

grad f = {

lub inaczej

gradf——f ;+6f j—ka—f/;
Ox oy 0z

gdzie i7, k sg wersorami osi kartezjanskiego uktadu wspoétrzednych.

W fizyce gradientem energii potencjalnej jest sita, a potencjatu (np. elektrycznego, grawitacyj-
nego) jest natezenie tego pola.

Definicja 1.5.2. Potencjalnym nazywamy uklad, dla ktorego sita F' ma postaé¢ F'(x) = —grad U(x),
gdzie U(x) jest pewna funkcja rézniczkowalna zwana potencjalem uktadu. Jego ruch opisany
jest uktadem réwnan Newtona

mi = —grad U(z). (1.7)
Energia kinetyczna T jest proporcjonalna do masy poruszajacego sie ciata:

1
T(i) = 5mg‘c?.

Catkowita energia mechaniczna uktadu potencjalnego wynosi

E(x,&) =T () + U(x).

Twierdzenie 1.5.3. [1j|] (Prawo zachowania energii) Dla ruchu pod wplywem silty potencjalnej
energia catkowita jest stata w trakcie ruchu.

Dowéd. Wystarczy wykazaé, ze jezeli t — ~(t) jest krzywa ruchu, tzn. jest rozwigzaniem
roOwnania

to



Istotnie,

S (GmGORE) +U(G0) =

1 (o . " QU o
= om(GORO) + GOR) + X 5 6) 50 =

= (mAO)]1(1)) + (grad U(y(1))[7(8)) = (mA(t) + grad U(y(#))7(t)) = 0.

Przedyskutujemy teraz niektére skutki zaobserwowanej w Tw. niezmienniczosci energii
catkowitej. Rozwazmy ogélny uktad potencjalny o jednym stopniu swobody (tzn. z(t) € R).
Kazde jego rozwigzanie jest zwiazane wzajemnie jednoznacznie z warunkami poczatkowymi.
Te z kolei wyznaczaja wartos¢ Ey energii catkowitej w chwili poczatkowej. Warunek statosci
energii majacy posta¢ mi?/2 + U(x) = Ey prowadzi do réwnania

2(Ey — U(x))

() = + —

(1.8)
wyznaczajacego mozliwe ewolucje uktadu mechanicznego przy danym poziomie Ej energii calt-
kowitej. Réwnanie jest pierwszego rzedu i na ogét tatwiej je rozwiaza¢ niz oryginalny
uktad (L.7).

Okazuje sie, ze poza potencjalnoscig wystepujacych sit, mozna podaé¢ wiele innych warun-
kow ,symetrii” implikujacych pojawienie sie innych niz energia catkowita funkcji zaleznych
od predkosci i potozen, ktére pozostaja stale w trakcie ruchu. Funkcje takie nazywa si¢ catkami
pierwszymi ruchu. Warunek ich statosci prowadzi, podobnie jak w przypadku energii catkowitej,
do uproszczenia rownan ruchu.

1.6. PodejsScie hamiltonowskie do mechaniki uktadu potencjalnego

Przyktad oraz pézniejsza dyskusja mechaniki ukladéw potencjalnych uzasadniaja
wprowadzenie nastepujacej definicji.

Definicja 1.6.1. Przestrzen fazowa [10] to 2n-wymiarowa przestrzen wspotrzednych uogélnio-
nych ¢ = (q1, - . ., ¢,) 1 pedéw uogdlnionych p = (py, ..., pn) uktadu mechanicznego o n stopniach
swobody. Jej punkty sa wyznaczone przez podanie wszystkich n wspoétrzednych uogélnionych
i n pedow uogoélnionych danego uktadu dynamicznego. Przestrzen n-wymiarowa wspotrzednych
uogdlnionych ¢ = (q1, . .., q,) nazywa sie przestrzeniqg konfiguracyjng uktadu.

Podejscie hamiltonowskie [6] do mechaniki klasycznej jest dalece idacym uogdélnieniem pro-
cedury sprowadzania jednego réwnania rézniczkowego 2-go rzedu do dwoch réwnan réznicz-
kowych pierwszego rzedu (por. Tw. [1.1.4). W podejéciu hamiltonowskim funkcja energii jest
rozumiana jako funkcja potozenia i pedu (bardziej niz jako funkcja potozenia i predkosci), czyli
jest funkcja na przestrzeni fazowej, i jest okreslana jako hamiltonian. Obiekt poruszajacy sie
w R"™ pod wplywem silty potencjalnej jest okreslony zwykta funkcja energii (bedaca suma energii
kinetycznej i potencjalnej) nastepujaco:

1 & ) .
H(x,p) = 3 Zp? +U(x), gdzie p;=m;t;.
=1

9



Prawo Newtona ((1.7)) moze zostaé¢ zapisane w nastepujacej formie:

@ _ OH

At~ Ox;

dr, OH J . (1.9)
— = =1....n.

dt 8])] .] ) )

Szczegblnie przejrzysta postaé ten uklad rownan przyjmuje, jesli skorzystaé z nawiasu Po-
issona, ktoéry jest jednym z niezbednych narzedzi podejscia hamiltonowskiego i ktory bedzie
opisany w nastepnym podrozdziale.

1.7. Nawias Poissona i jego wlasnosci. Definicja hamiltonowskiego
uktadu réwnan
Definicja 1.7.1. [6] Niech f i g beda funkcjami gladkimi na R?", ktérej elementami sa pary

(x,p), gdzie x € R™ oznacza polozenie czastki, zas p € R" oznacza ped czastki. Wtedy nawias
Poissona funkcji f i g (oznaczony {f, g}) stanowi funkcja na R?* okreslona nastepujaco:

& (Of 9g Of g

Stwierdzenie 1.7.2. [6] (Wlasnosci nawiasu Poissona)
Dla kazdych funkcji gladkich f, g i h na R*" jest spetnione:

1. {f,g+ch} ={f, g} +{f,h} dla kaidego ¢ € R (liniowosc)

2. {g, [} =—{[, g9} (antysymetrycznosc)
3. {f,gh}y ={f,9}h+ g{f, h} (regula Leibniza)
4. {f,{g,h}} ={{f, 9}, h} +{9,{f, h}} (toisamosé Jacobiego)

Dowdd. Wlasnosé 1.

L (0f O(g+ch) Of 0(g+ch)) _
g+ ehtimp) = Z<5l‘y op;  Op; Ou >_

Jj=1

" [ Of ( oh ) of < oh ))
+c— Tea— || =
jz:l <8x] Op; Op; (3pj 0z, Oz,

3 (L gl S ST O0 D) — (g} el

Ox; Op; Ox;Op;  Op; Ox; Op;

Wtlasnosé 2.

Foep =) (ag;japj - 8@3%>

Ms

of dg  Of 99\
<\ Op; Ox; 0Ox;0p;)



Wtasnosé 3.

(f.gh}z.p) :z”:<8f8 gh) 3f5(9h)>:

Ox; Op; Op; Ox;

=~ (0Of [9g oh of oh\\

- z:: (3% <8pjh apj) @pj <8$yh+95$j>> B
(2609, 0509, Of 0 ofon) _
_Z<8Ij 8pjh 8pjaxjh+ Oz, Op; gapj8m3> {f,9th+g{f. h}.

Wtasnosé 4.

{{f. g}, 0} +{g,{f, h}}(2,p) = z": (8% (c‘?:rigz;qj - gé;ﬂi) O

Op; Oz;

8pj Ox;Op; Op;O0x;)O0x; Ox; 8p] dp; Op; Ox; Ox; Op; Opj Oz,

of g 0f 0g\Oh dg O (0f Oh Of Oh dg 0 (0f oh Of Oh
- | - < _ __ - + =
Ox; Op; Opj Oz,

_Z”: (92fag+8f d*g '\ Oh o*f @jL@f@? oh O*f 8g+8f(92 +
B Ox3 Op;  Ox; 0x;0p; dp; \0x,;0p; dx;  Ip; Ox3 dp; \0x,;0p; p; ' Ox; op; 8133

i=
(02 79 af 9% ) oh  0g ( o*f Oh  Of 82h> 9y (82f oh +ﬁ *h )_
Oz, Ox;

apj dx;0p; ) Ox;  Ox; azrjapj% ox; apf Op? dx;  Opj Ox;0p;

Log(@ron of @\ ag( o5 on oo _
Op; \0x% Op; ~ Ox; 0x;0p; Opj \ Ox;0p; Ox;  Op; 02 ) )

o <8f 9?g Oh  Of 9’9 Oh  Of 9%g Oh af 0%g Oh
= Ox; Ox;0p; Op;  Op; 81: Op; Ox; 8p] Ox;  Opj 0x;0p; Ox;

Ow; Ox; Op}  Ow; Op; Ox;0p;  Op; Dw; O;Op;  Op; Op; Ox?

09 Of #h 99 Of &*h 99 9f 9*h 0y Of a%) B

O0x;0p; Op;  Ox; 8pj 0pj Ox;  Opj 0z,;0p;

" 0% Oh  Og 0*°h  O%g Oh dg 0*h
_y <8m ( g Oh . 99 g 9 )
J

J=1

_Of (g 0Oh 09 Ph DP9 Oh g &*h
Op; 8:}0 8p] Ox; Ox;0p;  Ox;0p; Ox; 8p] 8x

Oz Op;  Op;Ox;

_s~(01 2 (99 0h 09 0h) 0f 0 (09 0h 0g oh
B p; Ox;

o, Op; 0w, op; 8@&7@,)) ={f A9 h}}.

Definicja 1.7.4. Niech f(x,p) bedzie funkcja gladka na przestrzeni fazowej M = R?"(x,p).
Hamiltonowskim polem wektorowym z hamiltonianem f(z,p) nazywamy pole wektorowe na M
zadane wzorem

j=1



Definicja 1.7.5. Hamiltonowski uklad rownari rézniczkowych [12] to uktad réwnan rézniczko-
wych zadanych przez hamiltonowskie pole wektorowe Xy (por. Def. [1.2.4). We wspoétrzednych
(z,p) stanowia uktad 2n réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu:

L_or
3Pé‘f (1.10)
bi=— ’ 1= ]-a y T
al’z‘

Zapisane w postaci nawiasu Poissona przyjmuja postac:

{ozfntt

Widzimy teraz, ze prawo Newtona w postaci hamiltonowskiej ((1.9) przyjmuje szczegdlnie

prosta postaé
pi = 1{pi, H}.

1.8. Calka pierwsza w ujeciu hamiltonowskim

Poniewaz dla pola hamiltonowskiego X i dowolnej funkcji gtadkiej g na przestrzeni fazowe;j
zachodzi réwnos$é X g = {f, g} otrzymujemy nastepujace

Twierdzenie 1.8.1. [1] Funkcja F jest calkq pierwszq (por. Def. uktadu hamiltonow-
skiego z funkcjg Hamiltona H wtedy i tylko wtedy, gdy nawias Poissona H i F jest toZsamo-
sciowo rowny zeru, czyli

{H,F}=0.
Definicja 1.8.2. [I] Dwie funkcje F} i F;, na przestrzeni fazowej sa w inwolucji, jesli ich nawias
Poissona jest réwny zeru, tj. {Fy, Fy} = 0.

Prawo zachowania energii (Tw. [1.5.3) otrzymuje teraz nastepujace proste sformutowanie
i elementarny dowod.

Twierdzenie 1.8.3. (Prawo zachowania energii) Funkcja H: R*" — R jest calkq pierwszq
uktadu rownan hamiltonowskich .

Dowdéd. Z zaleznosci (1.6) wynika, ze

n(OH OH OH OH
Ly = {1} =Y <api <_ f%:i) " o, 5}%’) Y



Rozdzial 2

Uktady zupelnie catkowalne i twierdzenie
Arnolda-Liouville’a

2.1. Ruch prawie okresowy na torusie

n-wymiarowy torus [7] stanowi produkt kartezjanski okregéw S wzietych n razy:
T" =5' x St... x St

Poniewaz na S' mozemy patrzeé¢ jako na iloraz R/Z w sensie teorii grup oraz topologicznych
przestrzeni ilorazowych, analogicznie mozemy rozumieé¢ T" jako

T = R"/7".

Odwzorowanie P: R™ — T™ P(y) = ¢ mod 27 zadaje torus, gdzie ¢; (mod 27) to zmienna
katowa i-tego okregu. Funkcja mapowania P jest 2m-okresowa dla kazdej zmiennej. Torus mozna
przedstawi¢ wéwezas jako n-wymiarows kostke [0, 27]" C R™(¢1, ..., ) (Rys. [2.1.2).

Definicja 2.1.1. [1] Niech T™ bedzie torusem n-wymiarowym, a ¢ = (¢1,...,¢,) mod 27
uktadem wspotrzednych katowych. Wowcezas ruchem prawie okresowym nazywa si¢ jednopara-
metrowg grupe dyfeomorfizméow T™ — T", dang przez uktad rownan rézniczkowych

$=w, w=(w,...,w,) = const. (2.1)

Réwnania (2.1) po scatkowaniu zadaja liniowy, prawie okresowy ruch na T" (Rys. [2.1.3),
w mapie zmiennych-kat {p} stanowig rzut trajektorii poprzez funkcje P:

ei(t) = 0i(0) +wit, i=1,...,n.

Trajektorie na torusie nazywa sie uzwojeniem torusa. State (wy,...,w,) nazywa sie czesto-
sciami ruchu prawie okresowego.

Rysunek 2.1.2. Dynamika prawie okresowa na torusie.

A

P2

2
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Rysunek 2.1.3. [I5] Dynamika prawie okresowa na torusie.

AN/
J
a4

Dla zilustrowania rozwazmy [8] na R? pole wektorowe vy, ., =

0 0 :
wlﬁ + WQ@, gdzie
w; €]0,00[, i = 1,2 sa stale. Moze ono zosta¢ zrzutowane na pole wektorowe @, ,,, na T?. Jego

trajektorie stanowig rzut t — P(x! +wit, 22 +wyt) linii t — (2! +wit, 2%+ wot). W przypadku,
gdy ©2 jest liczba wymierna, wy = mA,w; = nA dla pewnego A € R. Wtedy dla ¢ := i\ mamy
(x! —:}i)t, 2% + wot) = (x' +m,2* + n) oraz P(x' + wit, 2* + wot) = P(zt, 2?), czyli trajektorie
na torusie sg zamkniete, wyznaczajac ruch okresowy. W przeciwnym wypadku, t.j. gdy Zj jest

liczba niewymierng - trajektorie na torusie tworza uzwojenie geste.

2.2. Uktady zupelnie catkowalne

Definicja 2.2.1. [I5] Uktad hamiltonowski (por. Def. na przestrzeni fazowej M = R**(q, p)

oH . 0H
_3%‘7 %= op;’
nazywa sie zupetnie catkowalnym, jesli istnieje uktad funkcjonalnie niezaleznych calek pierw-

szych Iy = H,F»,..., F, taki, ze kazda funkcja [} jest calka pierwsza dla innych uktadéow
hamiltonowskich generowanych przez inne funkcje Fj, czyli funkcje F}; s parami w inwolucji

(por. Def. |1.8.2)).

Dla uktadéw zupehie catkowalnych zachodzi ponizsze twierdzenie.

pi = 1=1,...,n

Twierdzenie 2.2.2. [1]] (Twierdzenie Arnolda-Liouville’a o ukladach calkowalnych)

Jesli wspdlne poziomice {F\ = c1, ..., F, = ¢,} zupelnie calkowalnego ukladu hamiltonowskiego
sq zwarte 1 gladkie, to sq one torusamsi T".
Ponadto, w otoczeniu danego takiego torusa istnieje uktad wspotrzednych Iy, ..., Ly, o1, ..., On,

(tzw. zmienne dzialanie-kqt), w ktérych uklad hamiltonowski przyjmuje nastepujgcq postaé ha-
miltonowskq:

0H,

gdzie H(q,p) = Ho(I1,...,1I,) jest hamiltonianem po zamianie. W szczegdlnosci ruch na to-
rusach Iy = di, ..., I, = d,, ktére sq parametryzowane przez kqty ¢; mod 2w jest okresowy lub

prawie-okresowy:

p;i(t) = ©;(0) +w;(I)t.
Whiosek 2.2.3. [1] Jesli w uktadzie kanonicznym o dwéch stopniach swobody znana jest catka
pierwsza F' niezalezna od funkcji Hamiltona H, to uktad daje si¢ scatkowaé przez kwadratu-

ry. Zwarta i spéjna dwuwymiarowa podrozmaitos¢ H = h,F' = f przestrzeni fazowej jest
niezmienniczym torusem, na ktorym ruch jest prawie-okresowy.
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Kwadratura [I1] to historyczny termin oznaczajacy okreslony obszar. Wywodzi sie ze staro-
zytnych poszukiwan konstruowania kwadratu o polu réwnym danej figurze. Wykazano dopiero
w XIX w., ze np. tzw. kwadratura kota jest niemozliwa. Kwadratury stanowia jedno z zagadnien
(problemoéw) rachunku rézniczkowego i catkowego. Rozwiazywanie w kwadraturach oznacza
to samo, co szukanie pola pod krzywa, czyli calki oznaczone;j.

Geometryczna réznica miedzy uktadami catkowalnymi a ,chaotycznymi” [§] uwidocznia sie
w tym, ze trajektorie ruchu w uktadach catkowalnych leza na torusach o wymiarze niewickszym
niz potowa wymiaru przestrzeni fazowej M, zas w tych drugich gesto zajmujg przestrzen M
(zob. ponizszy rysunek).

Rysunek 2.2.4. [I] Rozwarstwienie (foliacja) przestrzeni fazowej na niezmiennicze torusy.

Definicja 2.2.5. [I] Wymiar przestrzeni konfiguracyjnej nazywamy liczba stopni swobody.

Przyktad 2.2.6. Uktad posiadajacy 1 stopien swobody jest catkowalnym uktadem hamilto-
nowskim ze wzgledu na to, ze funkcja H jest ze soba w inwolucji. Catka pierwsza jest wtasnym
Hamiltonianem.



Rozdzial 3

Problem Keplera jako uktad zupelnie
catkowalny

Uktady [3] takie jak keplerowski, w ktérych ruch czastek jest okresowy na torusach o wy-
miarach niewiekszych niz potowa wymiaru przestrzeni fazowej, nosza nazwe zdegenerowanych
lub ,supercatkowalnych”. Warto zaznaczy¢, ze klasyczne uktady czesto sa zupelnie catkowalne.
Przyktadem tego jest punkt poruszajacy sie w pole sity centralnej (nie koniecznie keplerowskim)
w trojwymiarowej przestrzeni. Jej przestrzen fazowa jest sze$ciowymiarowa, za$ energia i wek-
tor momentu pedu sg statymi ruchu. Ich wspoélne poziomice tworza najczesciej dwuwymiarowe
podrozmaitosci, ktoére jesli speliaja warunek zwartosci, sa torusami, po ktorych odbywa sie
ruch prawie okresowy o dwoch czestosciach. Sposrod wszystkich przypadkéw pola sity central-
nej dodatkowe niezalezne calki ruchu posiada uktad Keplera oraz sity sprezystosci. Te uktady
sg zdegenerowane o ograniczonych kotowych orbitach ruchu.

Rozwazmy ptaski problem Keplera z punktu widzenia hamiltonowskich uktadéw zupeknie
catkowalnych. Wiadomo, ze trojwymiarowy uktad Keplera opisuje ruch czastki (planety) o ma-
sie m woko6t centrum przyciagania grawitacyjnego z potencjatem k/|x|. Nietrudno pokazaé,
ze trajektorie uktadu zawieraja sie w ptaszczyzZnie ortogonalnej do wektora momentu pedu,
czyli uktad 3-wymiarowy redukuje sie do uktadu 2-wymiarowego (ptaskiego). Ostatni jest za-
dany przez wektorowe pole hamiltonowskie Xy w przestrzeni fazowej R* o wspotrzednych
(21,2, p1,p2) (ze standardowym nawiasem Poissona, zob. Rozdzial z funkcja Hamiltona
H(z,p) = ﬁ(p% +p3) + \/% Korzystajac ze Definicji|1.7.4] otrzymujemy nastepujacy wzor

Tyt

na Xg:

2 /0H 0 OH 9\ OH & O0H 0 0H 0 0H
Xp={H }= - -
n =1} Z;(axiapi 0pi0$i)
o) o) 0

ki, 0 p 0 ko 9 p2 0 __kfﬁ%‘i‘l?@ P1ye;, T P25,

(03 +23)30p1 mOry  (23+23)30p mOrs (3443 m

B dx1 Op, Op, Oy * Oz Opo Op2 Oxy

Przypomnimy (Twierdzenie [1.4.3)), ze calka pierwsza f(z,p) pola wektorowego Xy musi
spelnia¢ rownanie czastkowe

_kivl (a%lf(xl, $27p17p2)> + $2<3%2f(371, $2>p1,p2)) n

(22 + 23)*

D1 (6‘21]“(951, xg,pl,pg)> + p2 (g;f(xl, $27P1,p2)>

m

= 0. (3.1)

Latwo sprawdzié, ze funkcja H (energia) sama spelnia réwnanie (3.1)) (komutuje ze soba
w sensie nawiasu Poissona, por. Twierdzenie [1.8.3)):

XpH = {H,H} =0.
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Jedyna niezerowa sktadowa J wektora momentu pedu wyraza sie wzorem
J = f(x1,29,p1,p2) = T1pa — Tapr (3.2)
Podstawiajac za f (3.2)) do (3.1)) sprawdzamy, ze J jest catka pierwsza

96‘13%1(1‘11?2 — Top1) + xzaim(xlpz — T9p1)

(23 + 23)2

XpJ ={H, J} = —k

_pla%l(mpz — Z9P1) ~|—p28%2(x1p2 — Top1) I At T ror pip2 —pap1 0

m (22 + 23)* m

Tzw. wektor Runge-Lenza (|6, Rozdz. 2.6]), posiada nastepujace niezerowe sktadowe A; i

T —x T
Ay = f(x1, 22, p1,02) = D2 1P i 2P + . ; (3.3)
mk a3
T1P2 — Ta2P1 X2 (3 4)

Ay = f(x1,29,p1,02) = —D1 + .
mk \/ a2+ 2l

Podobnie jak w przypadku momentu pedu J sprawdzamy, ze one tez sa jest catkami pierw-
Szymi:

XyAi = {H A} =0, i=1,2.

Poniewaz do tego, zeby uktad o dwdéch stopniach swobody byt zupetnie catkowalny potrzebu-
jemy oprécz hamiltonianu H jeszcze tylko jednej calki pierwszej f niezaleznej z H, pokazalidmy,
ze problem Keplera mozna przedstawic¢ na trzy rézne sposoby jako uktad zupetie catkowalny:
(H,J),(H,Ay), (H, Ay). Omawiany uktad stanowi przyktad tzw. uktadu ,supercatkowalnego”
dlatego, ze udalo nam sie znalez¢ dodatkowe caltki pierwsze. W szczegdélnosci w rozwazanym
uktadzie trajektorie na torusach Liouville’a nie mogg by¢ geste, czyli ruch jest okresowy.

Mamy oczywista relacje

J?(x,
1 A1 (x, p) + 2o As(z,p) = T(nkp) + x} + 3.

Ustalmy poziomice funkcji J(z,p) = 7, Ai(x,p) = a1, Asx(z,p) = as. Wtedy mamy

relacje
2
T1a1 + Toay = ﬁ + /22 + 23.
ktora jest rownowazna do
2\ 2
Mz + asry — ) =2 + 3.
( i 22 mk:> ! 2

Ostatnia réwno$é¢ zadaje kwadryke, po ktérej odbywa sie ruch w ptaszczyznie (1, x2).
Po sprowadzeniu do postaci kanonicznej mozna zobaczy¢, ze ruch uktadu Keplera odbywa
si¢ po elipsach, parabolach lub hiperbolach w zaleznosci od wartoséci parametrow (w ostatnich
dwoch przypadkach poziomice wspélne funkeji Hamiltona oraz calki pierwszej nie sa zwarte).



Rozdzial 4

Dwuwymiarowy oscylator harmoniczny jako
uktad catkowalny

Przyktadem ruchu, ktérego opisujace réwnania zadaja uktad zupelnie catkowalny, sg odzia-
tywania sprezyste. Rozpatrzmy uktad drgajacy w postaci dwuwymiarowego oscylatora harmo-
nicznego. Punkt materialny poddany jest sitom sprezystym dwéch sprezyn po poczatkowym
odchyleniu od potozenia rownowagi znajdujacym sie w srodku uktadu i nadaniu poczatkowej
predkosci.

Rysunek 4.1. [I4] Dwuwymiarowy uktad drgajacy.

Roéwnanie na catke pierwszag Xy f = 0, gdzie X jest polem hamiltonowskim oscylatora z funk-
cja Hamiltona H(x,p) = 5(])? +prtwir? +wird) (tutaj w i wy sa wspodtezynnikami sprezystosci

sprezynek, zob. Przyktady 1.4 1 1.6 [I4]), ma postaé

_W%xlaif(xh 1327]717172) - W%@if(xl, 1’271717172)"‘

P1 3172
+ i(:ic x )+ i(95 x )=0 (4.1)
pl@xl 1, L2, P1, P2 p28:1:2 1,%2,P1,P2) = V. .

Latwo sprawdzi¢, ze funkcja H (energia) sama spelnia réownanie (4.1) (por. Twierdzenie
1.8.3):
XyH = {H H} =0.

Niech
g = f(z1,22,p1,p2) = wfxf - ng% +p% —p%-

Mozna tatwo wykazaé, ze funkcja gladka g jest calka pierwsza (patrz Podrozdz. |1.8)):
9 2.2 9 2 2,2

Xpg={H, g} = —w?xlaf(wfxf — wizs +pj — p3) — aﬁ%y(tﬁ% — wizs +pi — p3)+
P1 D2
0
+p15— (wiah — wizs + pt — p3) + pas— (wiah — wazs +pi — p3) =
61‘1 81‘2
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= —2w%a}1p1 + 2w§x2p2 + 2p1wfx1 — 2p2w§x2 =0.

Tym samym, poniewaz uktad posiada 2 stopnie swobody, jest on zupetnie catkowalny.
Zeby zbadaé, czy ruch na torusach Liouville’a jest okresowy czy prawie okresowy, zauwazmy,
ze uktad dopuszcza jawne rozwigzanie

ZL’l(t) = A1 Sin(wlt + gOl), Ig(t) = AQ sin(wgt + (pg),

pl(t) = Ay COS(Wlt + 901)7 p2(t) = Aswy COS(Wﬂ + 802)~
A20? + A2l

Jego trajektorie leza w poziomicach H =

Stale Ay, As, 1, o wyznaczaja warunki poczatkowe trajektorii. Dla uproszczenia potézmy
wp = 1. Wtedy trajektorie x;(t) = Ay sin(wit + ¢1), z2(t) = Agsin(wat + ¢o) uktadu w plasz-
czyznie (xq1,x9) sa tzw. figurami Lissajou.

Punkt wykonuje niezalezne drgania w ptaszczyznie pionowej i poziomej we wspotrzednych
x1,xs. Plaski obraz trajektorii punktu drgajacego stanowi rzut ortogonalny na ptaszczyzne
x1, Ty sinusoidy o okresie 2w A; /w i amplitudzie A, zakreslanej przez punkt, ktérej ptaszczyzna
zostaje zakrzywiona w formie walca (Rys. .

Rysunek 4.2. [I] Konstrukcja figury Lissajous.

A
X2 .
Ay
] d
A -,
/
> 0 A,
24,
: A,
V- A,

Figury Lissajou sa krzywymi zamknietymi w prostokacie —A; < x1 < Ay, —Ay < 19 < A,
gdy ws jest wymierne oraz krzywymi gesto wypelniajacymi ten prostokat w przeciwnym przy-
padku (Rys. [4.3)).

Rysunek 4.3. [I] Figury Lissajou dla wy wymiernego (z lewej) i niewymiernego (z prawej).

A
2 Xy

Y
Y
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Odpowiednio przy niewymiernym ws trajektorie pelnego uktadu beda gesto wypetiaé¢ dwu-
wymiarowe torusy Liouville’a (ruch prawie okresowy), a przy wymiernym wy beda zamkniete

(ruch okresowy) (Rys. odpowiednio):

Rysunek 4.4. [7] Liniowe trajektorie na dwuwymiarowym torusie dla niewymiernego i wy-
miernego stosunku czestosci w = wy/wy (odpowiednio):

¢3 & goz F 3
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Streszczenie

Praca poswiecona jest zupelnie calkowalnym uktadom hamiltonowskim zwyczajnych réwnan roz-
niczkowych. W szczegdlnoéci, podany jest zarys mechaniki hamiltonowskiej uktadéw potencjalnych
oraz omowione zostalo twierdzenie Arnolda-Liouville’a o uktadach zupelnie catkowalnych. Szczegé-
towo rozwazamy uktad Keplera oraz dwuwymiarowy oscylator harmoniczny jako przyktady takich
uktadéw.

Stowa  kluczowe: roéwnania Hamiltona, hamiltonowskie pole wektorowe, Twierdzenie
Arnolda-Liouville’a, teoria uktadéw catkowalnych, kwadratury, ,supercatkowalne” uklady
hamiltonowskie, nawias Poissona, inwolucja w sensie nawiasu Poissona, przestrzen fazowa,
uktad Keplera, ruch prawie okresowy, niezmiennicze torusy, niezalezne calki pierwsze ruchu,
dwuwymiarowy oscylator harmoniczny.
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Abstract

Completely Integrable Hamiltonian Systems

This work is devoted to completely integrable hamiltonian systems of ODE. In particular, we
give an overview of hamiltonian mechanics of potential systems and discuss the Arnold-Liouville
theorem on completely integrable systems. The Kepler problem and two-dimensional harmonic
oscillator are considered in detail as examples of such systems.

Key words: Hamilton’s equations, Hamiltonian vector field, the Arnold-Liouville theorem, theory
of integrable systems, quadratures, ,superintegrable” Hamiltonian systems, Poisson brackets, in-
volution in the sense of Poisson brackets, the Kepler system, quasi—periodic motion, invariant tori,
independent first integrals of motion, two-dimensional harmonic oscillator.
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