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1 Pojecie ciala. Liczby zespolone

1.1 Kroétki rys historyczny

1. Liczby zespolone zostaly odkryte w XVI w. przy okazji zmagan z roz-
wiazywaniem réownan algebraicznych trzeciego stopnia. Oto zarys tej
ciekawej 1 burzliwej historii, ktéra dziata sie we Wtoszech:

Pierwszym, ktéry wymyslit metode znajdowania pierwiastka réwnania 3. stopnia
byt zapewne Scipio del FERRO (1465..1526, Bolonia). Zdradzil swéj sekret na tozu

$mierci swolm uczniom, ktérymi byli Hannibal della NAVE 1 Antonio Mario FIOR.

A .M.Fior wygrat kilka turniejéw matematycznych, przegral dopiero z TARTAGLIA.
Tartaglia (‘jakata’, wtadciwe nazwisko Nicolo FONTANA, 1500..57) byt samoukiem,
doszedl do stanowiska nauczyciela matematyki w szkole handlowej; wygral takze
konkurs na najdalszy strzal — ustawiajac armate pod katem 45°; zostal dzieki temu

ekspertem artyleryjskim.

Turniej Fontana — Tartaglia trwal az 50 dni (24.12°1534 .. 12.2°1535); wszystkie
zadania wymys$lone przez Fiora byly na réwnania 3. stopnia. Dnia 4 lutego 1535

(8 dni przed koticem terminu) Tartaglia odkryt metode, dzieki ktérej wygral.

Girolamo CaRDANO (1501..76) zaskarbil sobie zaufanie Tartagliii w koficu wydobyt
oden tajemnice; opublikowal metode w ARS MAGNA (1545), dziele nt. algebry.

Awantura i pretensje Tartaglii skoriczyty sie turniejem (1548), na ktéry Cardan nie
raczyt nawet osobiscie przybyé, przysylajac w zamian swego ucznia, Lodovico FER-
RARIego, odkrywee metody (tez opisanej w ARS MAGNA, 7z nazwiskiem autora)

rozwiazywania réwnan stopnia 4. Tartaglia tym razem przegratl turniej.

Warto uéwiadomié sobie, ze w owym czasie nie istniala jeszcze dzisiejsza notacja
algebraiczna, a wiec nie stosowano jeszcze np. znakéw +, —, -, v/, itp. Co gorsza,
kazdy z uczestnikéw tych wydarzen uzywal wtasnych, zwykle bardzo nieprzystep-
nych oznaczen lub wrecz opisywal stownie operacje arytmetyczne. Oto dla przy-
ktadu prébka notacji BOMBELLego z jego podrecznika ALGEBRA (1572):

‘ Om.3a.R[0m.16] ‘ w notacji Bombellego dzié zapisujemy jako ;

uzyte tu litery a, m i R sa skrétami tacinskich stéw eddo — dodaé, minno, meno

— odjaé, radical — pierwiastek; zatem R[0m.16] oznacza ‘pierwiastek z —16°.

2. Wzér Tartaglii, 1535('): Réwnanie 2® = 3ax + 2b (wspdlezynniki
a,b sa dane) ma pierwiastek

v = b+ VB —a® + b— VB — .

3, ,3 _
Sprawdzenie: z = u—+wv, gdzie { Z +vt =2,

v a wiee 3 = Juve +ud +v> = 3ax +2b.

3. Dla 2°+32+4+2 = 0 dostajemy z = \3/—1 + \/5—\3/1 + 2 ~ —0.596071.
Dla 2° — 32 4+ 2 = 0 dostajemy: =z = /-1 4+ V/—1 = —2.
Dla 2% — 322 +2 = 0 (czyli a = /2, b = —1) dostajemy:

1 Zapewne réwnowazny wzér odkryl kilkanadcie lat wezeéniej Scipion del Ferro. Wiecej
o tych sprawach mozna znalezé w HISTORIT MATEMATYKI Marka Kordosa, WSiP’94.



1.2

1.3

v = =1+ V=T +/—-1— y—1.

Jesli nie zrazimy sie tym, ze /—1 ‘nie istnieje’, to liczac formalnie otrzy-

mamy rownosci { (I+v-l)=...=-2+2y-1 z ktorych wynika
(1—v=-1P=...==-2-2y/-1"
x = 1 +\3)/—‘2 —1 + L _\g)/—é_l = \335 = /4, co jest wynikiem poprawnym!

Pojecie ciata. Cialo liczb zespolonych

Definicja ciata. Cialem nazywa sie zbiér K wyposazony w dwa dzia-
tania 2-argumentowe ‘4’1 ‘7, spelniajace nastepujace aksjomaty:

. » dodawania: (a+b)+c=a+ (b+c¢),
1* Lgcznosé {2 mnozenia: (ab)c = a(be).

2° Przemiennosé dodawania i mnozenia: a +b=>b+a, ab= ba.

3° Istnienie elementow neutralnych:
{ dla dodawania: O € K (‘zero’), taki ze O +a=a dla a € K,
i dla mnozenia: I € K (‘jedynka’), taki ze la = a dla a € K.

4° Istnienie elementow odwrotnych:
{ dla dodawania: dla a € K istnieje b € K, takie ze a + b= O,
i dla mnozenia: dla a € K\ {O} istnieje b € K, takie Ze ab= 1.
—a =10, jedli a4 b= O (element przeciwny do a),
-1

O ia:
naczema {a = % = b, jesli ab = I (element odwrotny do «a).

5° Rozdzielnosé mnozenia wzgledem dodawania: a(b+ ¢) = ab+ ac.

6° Nietrywialnosé: O # 1 (bez 6° byloby K = {O}).

Przyktady cial. Ciata liczbowe (tzn. ‘podciata’ ciata R): Q, R, Q(v/2).
+|0 1
Ciala nieliczbowe (skoniczone!): GFy = {0, [} z dziataniami OO I,

110

+O L ab O a6d

|O T OO0 1 ab 0O0OOOO
0|0 O; GFy={0,1,a,b} z dzialaniami I|I O b a, 1|O I a b
1o 1 ala b O alOa bl
blbal O bObI a

Uwaga (dla znajacych pojecie macierzy). GFy, czyli tzw. ‘ciato Galois’, mozna

zrealizowaé wychodzac z ciata GFo = {O, I} i biorac cztery nastepujace macierze

4 . Joo [ro _|lo1 L
wymzaru?xQ.O.—[OO],I~—[O I]aa~—[[[]’b'_[10]_a'

Definicja i wlasnos$ci liczb zespolonych

Konstrukcja ciala C. W zbiorze C := R x R = {(a,b) : a,b € R},
ktérego elementy (tzn. pary liczb rzeczywistych) nazywaé bedziemy
liczbami zespolonymi, wprowadzmy nastepujace dziatania:

6



dodawanie: (a,b) + (¢,d) := (a4 ¢, b+ d),
mnozenie: (a,b)(c,d) := (ac— bd,ad + be).

7. Fakt. Zbior C = R x R z powyzszymi dziataniami jest ciatem;

10.

w szczegblnoéei zerem jest O = (0,0), jedynka I = (1,0); elemen-
tem przeciwnym do (a,b) jest (—a,—b), a odwrotnoscia — element

a _
(a2 L a2+62)'

Czeéé rzeczywista 1 cze$é urojona liczby zespolonej. Dwa czlony

pary, jaka jest liczba zespolona z € C, nazywa sie czesciq rzeczywistq

i ezesciq urojong liczby z; oznacza sie je symbolami Rez i Im z (sa to

skréty tacinskich stéw realis, imaginaris):

z=(a,b) = {Rez::a,

Imz:=b.
Wprost z definicji dziatan w C wynikaja wzory
{ Re(z1 + z2) = Rez; + Re 2, { Re(z122) = Rez; Rezp — Im 21 Im 2y,

Im(z1 + 22) = Imz; + Im 2z, | Im(z122) = Re z; Im z3 + Im 21 Re z,.

. Wygodne spostrzezenia i oznaczenia. Zauwazmy, ze:

(a) podzbior elementéw z € C postaci (a,0), tzn. takich ze Imz = 0,
jest zamkniety wzgledem obu dziatan (czyli jest podcialem), przy czym

(a,0) + (b,0) = (a + b,0),
(a,0)(b,0) = (ab,0),
a wiec sensowne (nie prowadzace do kolizji) jest stosowanie ‘stenografii’,
polegajacej na pisaniu a zamiast (a,0). W tym sensie bedziemy odtad
traktowac liczby rzeczywiste jako liczby zespolone o zerowej czesci uro-
Jonej, czyli traktowaé R jako podzbidér (a nawet pociato) {z : Im z = 0}
ciata C; w konsekwencji bedziemy pisa¢ 0 zamiast O, a 1 zamiast [;

(b) jedli oznaczymy i := (0,1), to i* = (0,1)(0,1) = (=1,0) = —1,

gdzie ostatnia réwnosc jest wynikiem konwencji (a);

(c) kazda liczbe zespolona (a,b) € C mozna przedstawié w postaci

(a,b) = (a,0) + (0,1)(b,0), a wiec — po zastosowaniu konwencji (a),
(a,b) =a+ib, a,beR,

co mozna takze zapisa¢ w postaci

z=Rez+i:Imz=.

Te spostrzezenia 1 poreczna notacja uwalniaja nas od stosowania skom-
plikowanych wzoréw definiujacych dziatania na liczbach zespolonych;
zamiast nich w rachunkach na liczbach zespolonych a + ib wystarczy
pamietaé o wlasnosciach dziatan (przemiennosé, tacznosc, rozdzielnosé,

wlasnosci 01 1) oraz o regule i = —1, na przyklad

(=34 120)+(2—0)(3+4i)) = —-3+12{+6+8i —3( —4i* =7+ 1704,
2_|_3L‘:(2—|—3£)(3—|—4£):6—|—8é—|—9£—|—12£2: =0 41T
3—4 — (3—40)(3 40 3% 4 42 25 25



1.4 Operacje sprzezenia i modutu

11.

12.

13.

14.

Operacja sprzezenia. Sprzezeniem liczby z = (a,b) € C nazywa sie
liczbe Z := (a, —b); w poreczniejszej notacji:

a+ib:=a—ib, jeslia,beR,
co mozna tez zapisa¢ w postaci

z=Rez—iImz.

Fakt. Operacja sprzezenia C — C ma nastepujace wlasnosci:

1° 21 F 22 = Z14 %2 (addytywnosd); 2° z1z3 = Z1Z2 (multiplikatywnosé);
3° F1/z, = 1 /7,5 4° 2" =(Z)" (n € Z); 5° Z = z (inwolutywnosc);
6° zz = (Rez2)? + (Im=2)?, wiec zz € Ry; 7 Z=z < z€R,
8 z=—z < zeciR:={iy: y € R} (zbidr tzw. liczb urojonych).

Ad 2°: 2129 = (21 + iy1 ) (22 + fy2) = (w122 — y1y2) + L(21y2 + ya22), Wiee 71z =

(x122 — y1y2) — Hx1y2 + y122), 288 7172 = .. = (2122 — Y1y2) — i(@1y2 + Y122).
Ad3° z:= ;2 , wtedy 21 = zz9 zgodnie z 2° daje 7 = Zz», czyliz = % Ad 4°: Dla
n € N z 2° przez indukcje dostajemy 71 Zn = Z1...Zn, W szczegdlnodel 27 = 77
dlan < 0 mamy 27 = 1/277 = 5},1 =7 " Ad6: (J:—I—L'y)(x—iy) =224y > 0.
Rez=4(z+7%
Z—RGZ—I—LImZ, ez = 2(Z+Z)v
Skoro _R I to mamy tez wazne wzory 1
= Rez —ilmz ImZ:Z(Z—Z).

Fakt. Modul |z| := /2% jest funkcja C — Ry := {r € R: r > 0},

majaca nastepujace wlasnosci:

2|=0 — 2 =0, 2° |z1z2| = |z - |zl
Z—l‘ = @ 4° |Zl + ZQ|2 = |Zl|2 + 2R6(21§2) + |22|27

|22
et ol <laltlzal 6 [lal - lal < 0 - ol

2° 1 5° maja oczywiste uogdlnienia: |z122...2,| = |z1| - 22| - . - |24,
|21+ 22 4+ .. za| < 21| 4 |22] + - .-+ |20]. Ostatnia nieréwnosé staje sie
rownoscia <= dz € C: dry,...r, € Ry 1 2y =1z, 00 2, = 12,
tzn. gdy z; leza na pélproste] przechodzacej przez 0 € C (¢wiczenie).

Zauwazmy przede wszystkim, ze definicja modulu ma sens, gdyz dla kazdego
z = (a,b) = a+ ib € C wielkoéé¢ 27 = (a + ib)(a — ib) = a® + b? nalezy do Ry.
Ad 2°: Jedli z = z129, to z whasnodci sprzezenia zZ = 217y - 22Z9; przy tym liczby
2Z, 7171 1 2272 naleza do R4, wiec mozna obustronnie spierwiastkowac te réwnosé.
Ad 3°: Niech z = #1/,,, wtedy z1 = zza2, wiec |z1] = |z| - |22] na mocy 2°; stad teza.
Ad 4% L = (21 4+ 22)(z1 + 22) = (21 + 22)(F1 + Z2) = 2171 + 2172 + 2271 + 2272 =
=z P+ w+wW+ |2|? = P, gdzie w = 2Z.
Ad b°: Korzystamy z Re z
Ad 6°: Dla a,b € R: |b

z| oraz z 3° (lub22°)1ReZ —|—z3+Rez1—|—z3_1'

a <= —a < b < a, wiec 5° oznacza nieréwnosci

21+ (20 — 21) }

—|z1 — 29| < — < |21 — 29|; dostaj je z 4°, bi
|21 — 29| < |21]|—|22| < |21 — 22]; dostajemy je z 4°, 101‘21(:511[11}/{(,21_Zz)_i_z2

<
<



1.5

15.

16.

17.

18.

1.6

19.

20.

O niemoznosci uporzadkowania

Cralo uporzadkowane: Jest to takie ciato K, w ktérym jest zadana rela-
cja 7<”, zwana uporzqgdkowaniem, spetniajaca nastepujace aksjomaty:

1° Ya, b€ K: a <balboa>b(tzn. b < a) albo a = b (trichotomia);

2° Va,byceK: (a<b b<c)=a<c (przechodniosé);
3° Va,bycee K: a<b=a+c<b+4c (monotonicznosé dodawania);
4° Va,bye€e K: (a<b, ¢>0)=ac<be ( .......... mnozenia).
Odnotujmy, ze z 3° wynika (dla b := 0, ¢ := —a) wazna whasnoé¢ a < 0 = —a > 0.

Fakt. Ciata liczb zespolonych nie da sie uporzadkowa¢, tzn. w zbiorze
C nie istnieje relacja ”<” o whasnosciach 1°...4°.

Zauwazmy, ze z 4° wynika, ze Vb, c € K : (b >0, ¢ > 0) = be > 0, a wiec tez
(b <0, ¢c< 0) = be = (=b)(—c) > 0; stad i z 1° dostajemy Va € K* : a® > 0;
w szezegdlnoéei 1 = 12 > 0, a wiec —1 < 0. Teraz juz tatwo dowieéé nie wprost

nasza teze: Dla K = C opréez —1 < 0 bytoby tez —1 = i? > 0, sprzecznoéé z 1°.

Uwaga. Dla z € C zapis ‘z > 0’ zawsze bedzie oznaczaé, ze z jest rzeczywistq liczba

dodatnia, tzn. { zi% }; innymi stowy z = (a,b) > 0 AL { Zz 8 }
Jedli teraz okredlimy w zbiorze C relacje ‘<’ wzorem z; < z9 é 2o —z1 > 0, tzn.
{ Rez; < Rezs

o, . e 90 40 C e
Imzy = Imzy [’ to oczywiscie spelnione beda warunki 2°,3°,4°, ale nie 1°.

Cwiczenie. Okreélmy dla liczb zespolonych inna ‘namiastke uporzadkowania’:
s < af Rez; < Rezs
1 E Imz; <Imzs

}. Sprawdzi¢, ze ma ona 3 spo$rdd whasnodei 1°...4°.

Posta¢ biegunowa i trygonometryczna

Fakt (rozktad biegunowy). Kazda liczba z € C rézna od zera ma
jednoznaczny rozktad, zwany postaciq bieqgunowq liczby z, postaci

z=ru, gdzie r >0, za§ v e U :={ueC: |u|=1}. (R)

Istotnie, dla r := |z| oraz u := £ warunki (R) sa spetnione, co dowodzi istnienia.

r=lz
Jednoznacznosé: 7 (R) wynika, ze |z| = |r| - Ju| = |r| = r, wiec { 2 }, Q.E.D.

U=
||

Oznaczenie (symbol Fulera). |e :=cosp + ising dla ¢ € R|.

Uwaga. Nie nalezy traktowaé e’ jako “potegi liczby e o urojonym wyktadniku” .
Liczbe cosp + isiny € C, zalezaca od ¢ € R, moglibySmy tu oznaczaé jakims
‘neutralnym’ symbolem, np. u(p) lub u, lub tp. Otéz zobaczymy zaraz, ze funk-
cgaR 3 ¢ +— cosp + isinp € € ma wlasnosei podobne do funkeji wyktadni-
czej  — a¥, a wiec symbol e/ okaze sie wygodny dzieki swojej sugestywnoséeci.
Glebsze uzasadnienie symbolu e?? przyniesie wykltad z analizy, na ktérym wzér
e!® = cos p+ i sin @ pojawi sic ponownie, lecz juz jako twierdzenie, a nie definicja.

n
Dla niecierpliwych: Na analizie definicja e* bedzie wzdr e? := nlingo > %zk, z e C.
T k=0



21.

22.

23.

24.

25.

26.

Fakt (wlasnosci symbolu Eulera).

(1) le] =1, tzn. ¥ € U,

(1") co wigcej, zbior {ei?: ¢ € R} jest calym okregiem jednostkowym U;
@) (@) 2=

(3) w1 M2 = et (@1+@2)

(4) ¥ =1 @EQWZ tzn. In € Z: ¢ = 27n, ogdlniej:

(4) €9 =2 = @y — 1 €2rZ, tzn. IN € Z: py — 1 = 27N,
Sprawdzenie (1), (2), (3) jest prostym ¢wiczeniem na wlasnosci modutu, sprzezenia
oraz funkcji cos i sin. Whasnogé (4’) wynika z (4), gdyz ‘2 [eW1]_1 = eilv2—¢1)

wskutek (2) 1 (3). Natomiast whasnodci (1°) i (4) wypowiadaja nastepujacy

Fakt (znany ze szkoly). Jedli ¢, s € R spelniaja warunek ¢* +s* = 1, to

dpeR: — YL Ponadto C9S¢:C9S¢ & n €L .
s =sine siny = sin @ Y =@+ 2nw

Whiosek (wlasnosci okregu jednostkowego U = {u € C: |u| =1}).

(1) wur,uz €U = uguy € U (zamknieto$é wzgledem mnozenia);
(2) veU=u't=uel (covnnn. odwrotnosci i sprzezenia);
(3) U={e¥: p eR} (parametryzacja).

(u—l—U),

- -1
cosyp = Reu = £ ) wiec wzory
7 (u—1),
12

sing = Imu =
{ Re(uiuz) = (Reup)(Reus) — (Tmug ) (Tm ug),
Im(uiusz) = (Rewup)(Imus) + (Tmuy )(Re uz)

Uwaga. Zauwazmy, ze jedli u = e, to {

(zobacz okreslenie mnozenia w C)

cos(p1 + p2) = cos 1 cOS Pz — sin 1 sin pa,
sin(p1 + p2) = sin gy cos a2 + cos 1 8in ps.
Dzieki temu znajac wlasnosdci symbolu e‘¥ (oraz whasnoéci operacji na liczbach

prowadza wprost do tozsamosci {

zespolonych) mozemy tatwo wyprowadzi¢ kazda tozsamosé trygonometryczna. Np.

7\ 3 3 — | =3
cos?’goz(u'gu) = —|—3u—é—3u—|—u :%[cosi%go—l—%cosgo,
N2 _
sinzgocosd):(u—i-ﬂ) v—'i'rv:—%( 224 (v+v) =
2
v

= 2 —2— 2= |
= 0d T v T AT = Leosy — Leos(2 4+ 4) — L eos(20 - ¢).

Whiosek (postaé trygonometryczna). Kazda liczbe 0 # z € C mozna
przedstawié¢ w postaci z = re’¥ = r(cosp+isin ), gdzie p € R, 7 > 0.

Oczywiscie r = |z|; liczbe ¢ nazywa sie argumentem z i oznacza sym-
bolem Arg z; jest ona okreslona z doktadnoscia do krotnosci 27. Liczbe
@ € [0,2n[ taka, ze z = |z|e/¥, tzn. wartoéc Argz nalezaca do [0, 2x],
nazywa sie argumentem gltownym liczby z i oznacza symbolem arg z.

Powyzsza tradycyjna definicja Argz ma, jak teraz zobaczymy, pewne wady, wiec

potraktujemy ja jako tymczasowa i za chwile zastapimy lepsza formalnie definicja.

. . . i o imi = A 3w
Gdzie tkwi btad w wywodzie ,L ° re(—i) = 2 5= 3% =-57
=B :>Arg(—):—7
W tym, ze kierujac sie naszymi nawykami (zwiazanymi z symbolami postaci sin x,
Re z itd.) potraktowalidmy Arg z jako wartosé pewnej funkcji, przyporzadkowujacej
liczbie z pewien kat Argz € R. Tymczasem tak nie jest: zapis Argz = ¢ oznacza

z = |z]e'?, a ta ostatnia konstatacja wcale nie okreéla jednoznacznie wartosci .
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27.

28.

29.

30.

Sa dwa (w gruncie rzeczy réwnowazne) sposoby nadania sensu zdaniu ¢ = Arg z:

(1) Przyporzadkowanie C* := C\ {0} 3 z — Argz € R jest funkcjqg wicloznaczng;
taka “funkcja” nie jest prawdziwa funkcja, bo wyrazenie Argz jest wieloznaczne,
okresla nie liczbe, ale cata klase liczb (katéw réwnowaznych w tym sensie, ze wszyst-
kim odpowiada ten sam punkt e’¥ na “okregu trygonometrycznym” Uy;

(2) Argz nie jest liczba, lecz zbiorem liczb: Argz := {p € R: z = |z[e/¥}, zad
zapis ¢ = Arg z jest (‘nonszalancka’, ‘niefrasobliwa’, ‘tradycyjna’ albo ‘starodwiecka’)
forma zapisu zdania ¢ € Argz. W takim samym sensie zapis ¢ = +1 oznacza
a € {1,—1}, zapis /=1 = %i oznacza /—1 = {i,—i}, a zapis » = /-1 oznacza

tyle, co z = +i, czyli (juz w precyzyjnej postaci) z € {i,—i}.

Fakt. Dla 2 € C* := C\ {0} okre§lmy |Argz := {p € R: 2= |z|e/“} |
Wtedy:

(1) Zbidr Argz jest jedna z klas nastepujacej relacji réwnowaznosci

~ def
P1 = P2 — 992—991627TZ

w zbiorze R; zatem Arg jest odwzorowaniem Arg : C* — R/27Z,
gdzie R/277Z = R/ = oznacza zbiér wszystkich klas relacji 2.

(2) Arg(z1-22) = Argz + Arg 2o, gdzie po prawej stronie mamy tzw.
sume algebraiczng podzbiorow ciata C:

A+ B:={a+b: a€ A, be B}.
(3) Arg(z7') = Argz = — Argz, Arg% = Arg z; — Arg z,.

(4) Jedli 21,22 € C* to 21 = 20— {Argzﬂ ; |A2i’lg ., }

Ad (1) Wynika to wprost stad, ze e/¥1 = e/ & In: py— 1 = 270, tzn. 1 = po.
Niech [¢] = ¢ + 27Z oznacza =-klase elementu ¢ € R; wtedy, wprost z definicji,
[p1402] = [@1]+[pa); 0t6z 1191 19l = (r119)el(¥1192) orag Arg(re’?) = [¢] (dla
r o € R, r > 0); stad teza. Ad (3) Jedli z = ref® to 27! = %e‘w oraz 7 = re ¥,
skad teza. Ad (4). Jedli ¢ € Argz, to » = |2[¢’?, skad wynika ‘<.

Argument glowny argz € Argz jest wyrdzniony arbitralnym warun-
kiem nalezenia do [0, 27[; w odréznieniu od Arg nie jest on addytywny:
réznica d := arg zy +arg zo — arg(z122) jest réwna albo 0, albo 27. Gdy-
bysmy zamiast [0, 27 wzieli przedzial |—=, #], byloby jeszcze gorzej:
d € {—27,0,27}. Czy jakis inny sposéb wyboru reprezentanta mégtby
zapewni¢ addytywnosc? Okazuje sie, ze nie, mianowicie:

Fakt. Nie istnieje funkcja ¢ : C* — R, spelniajaca warunki

z) € Argz
( 4(2) & ) oraz Vzi,z2 € C: ¢(z122) = ¢(21) + ¢(22).

tzn. z = |z|e(®)

¢(1) = 6(1)+o(1) (gdyz 1 = 1-1) oraz ¢(1) = ¢(—1)+¢(—1) (gdyz 1 = (=1)(=1));
stad ¢(1) =0, ¢(—1) = 0, co jest sprzeczne z warunkiem —1 = =1,

Wzér de Moivre’a. JesSlin € Z, r > 0 oraz p € R, to

(r(cos @ + isin c,o))n = r"(cosny + isinngp).
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1.7

31.

32.

33.

34.

35.

36.

1.8

37.

Wynika on wprost z whasnosci (ew) = e'"¥ symbolu Eulera 1 ma raczej historyczne

niz praktyczne znaczenie: Stosujac symbol «ef®» mozemy tego wzoru nie uzywac.

Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Definicja. Dla z € Cin € N okreslmy |z :={w e C: w" =z}|

Elementy zbioru /z nazywa sie pierwiastkami stopnia n z liczby z;

czesto spotykany tradycyjny zapis ‘w = {/z’ oznacza ‘w € /2, wiec

np. wzor z = % oznacza to samo, co ‘z € {—?;—:w wE \/A}’.

Przykltad. w € Vi v’ =1 0=w® -1 = (w—1)(w? +w + 1);
—1£iV3

poniewaz pierwiastkami réwnania w? +w +1 = 0 sa w = —5

to| V1 = {1,w,@} |, gdzie liczba |w := iléb—\/gl — ¢'F | ma whasnosci

WHwtl=0, =1 ow=1, WV =wl=w.

Fakt. Vrel¥ = {r%e"wﬁlm  keln— 1} dlar >0, p € R.

Whiosek (Interpretacja geometryczna). /z jest zbiorem wierzchotkéw
. 1

pewnego n-kata foremnego wpisanego w okrag C(0;rw), r :=|z|.

Istotnie, zapiszmy w w postaci trygonometrycznej: w = ge!®, wtedy w” = e,

wiec w € 2z <= w" =z < g”:r(tzn.g:r%)oraznaggo,tzn.
prekm

no = o+ 2kn, k € Z. Przy tym wielkoéé ¢/ = nie zmienia sie, gdy do k dodamy

krotnos$é n, wiec wystarczy sie ograniczy¢ do k € 0,n — 1.

Przyklad. Liczba —4 ma postaé trygonometryczna 4¢‘™, a wicc

VA= Ve = {26l 2 B ATy = (14i — 140 —1—i 1)
Fakt. V2129 = Yz /29 dla 21,29 € C,

gdzie po prawej stronie wystepuje ‘iloczyn algebraiczny’ podzbiorow C.

Mozemy zalozyé, ze z1 # 0. Jedhi w € p/z1z2 to dla dowolnego wy € /z; biorac
W n _ W _ F1R2 _ _
wy = gy Mmamy wp” = wT S T z9, a zatem w = wyiws € ¥z1 zs.

Odwrotnie, gdy wy, € /zp, wtedy (wiws2)"” = w1 wa™ = 2129, czyli wiwas € Y/z123.

Fakt. Niech n € N, n > 2. Nie istnieje funkcja p, : C — C, taka ze

pu(2) € /z oraz pu(z122) = palz1)pa(22).

2ni

pn(2") = (pn(z))n =z, wiec 1 = pu(l) = pp(e”) = edlaz=¢=e"n | sprzecznosé.

Interpretacje geometryczne niektorych rzeczy

Cwiczenie. ZnaleZ¢ interpretacje geometrycznas

a) Dodawania z = Zl—|-22 liczb ZGS[)OIOHYCh ‘reguta rownolegloboku’).
£ £
b CZ scl rzeczywiste' 1 urojone] oraz modulu 1 sprzezenia hCZby Z.
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1.9

38.

39.

40.

(c) Mnozenia z = 2,2, (zastosowaé wzdér rie’¥iryel¥? = (rlrz)e"(%"'%));
odnotujmy, ze dla znalezienia dtugosci riry musimy mie¢ oprdcz
punktéw 0, ry, ry osi rzeczywistej takze punkt 1 € C, wtedy przedzial
[0, 1] zadaje jednostke dltugosei.

(d) Odwzorowania C 3 z — F(z):=az+b, jedlia € C*, b € C sa dane
Odpowiedz. I jest ztozeniem Ty o Hj, o O, obrotu o kat ¢ := arga,
jednoktadnosci (tj. homotetii) o skali k := |a| oraz translacji o b.

(e) Inwersji, czyli odwzorowania C* 3> z — J(z) = 27! € C~.
Odpowied?. J jest ztozeniem (w dowolnej kolejnosci) operacji sprze-

zenia i operacji z — w, gdzie w jest punktem pédlosi zR; (wychodzacej

z punktu 0 i przechodzacej przez z) odlegtym od 0 o V., gdzie r = |z|.

Rownanie trzeciego stopnia; metoda Cardana

Problem. Znalez¢ pare liczb, majacych dana sume S 1 dany iloczyn [;
w1 —|— Wy = S,

innymi stowy: rozwiaza¢ wzgledem wy, w, ukltad réwnan { wiwy = I

Rozwiazanie. Skorzystajmy ze szkolnych wzoréow Viete’a: pierwiastki

w1, wy réwnania |w? — Sw + I = 0| maja potrzebne nam wlasnosci!

Redukcja réwnania. Réwnanie 2°+az*+bx+c = 0 (a, b, c € C -dane)
mozna zawsze ‘zredukowac’, podstawiajac * = z+ (' 1 dobierajac stata
C € C tak, by w otrzymanym réwnaniu na z nie wystapit kwadrat z.

Metoda Cardana. Zajmijmy sie réwnaniem zredukowanym postaci
24+ pr4+qg=0
(p,q € C— dane, p #0).

Przedstawmy szukany pierwiastek (R) w postaci sumy z = u+v; wtedy
2% = u® + 3ulv + 3uv? + 0° = 3uvz + (u3 + v3). Prawa strona bedzie
réwna —pz — q, jesli pare (u,v) dobierzemy tak, by

; (U)

(R)

u? + 0 = —¢

3uv = —p

zatem spelnienie tego uktadu jest warunkiem wystarczajgeym (ale weale
nie koniecznym!), na to, by liczba z = u + v spelniala réwnanie (R).
Konsekwencja warunkéw (U) jest uktad typu ‘dane sa suma i iloczyn’

P ()
3.
I _%7
Jak wiemy, dla rozwiazania ukladu (U’) wzgledem wielkosci u?®, v®
trzeba rozwiaza¢ réwnanie kwadratowe
3
w2—|—qw—g7:0; (RR)
nosi ono nazwe réwnania rozwigzujgcego (albo rownania rezolwenty)
dla réwnania (R). Jedli wy, wy sa pierwiastkami (RR), to dowolna para
(u,v), taka ze u® = wp, v® = wy (tzn. v € Fwg, v € Ywy) bedzie
spelnia¢ (U’); jednakze chcac, by oprécz (U’) spelniony byt mocniejszy
uktad (U), musimy zadbac¢ o wlasciwe skorelowanie wyboru wartosci
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u € Jwyiv € Fwyi. Dlatego tez postapmy w nastepujacy sposob:

Zmajdzmy tylko jeden z pierwiastkéw wy réwnania (RR), nastepnie
za$ jedna z wartoSci ug € /wg oraz dobierzmy vy tak, by spetnione

byto drugie z réwnan ukladu (U), tzn. vy := _?)P%o' Wtedy takze

pierwsze z réwnan (U) bedzie spelnione, skoro bowiem wy = ug® jest
jednym z pierwiastkéw (RR), to drugim (ze wzoru Viete’a na wow)
jest wy = —7%?70 = vg°, a wiec up® + vo® = —¢ ze wzoru Viete’a na
Wo + w1.

Zauwazmy teraz, ze dwie inne pary (ug,v1), (ug,vy), otrzymane z
pary (ug, vo) za pomoca Wzoréw

U 1= Wlg Uy 1= Wilg
v = Wvg Vg 1= Wby
daja te same wartodci u”® + v® (gdyz w® = 1) oraz te same wartosci uv
(gdyz wio = 1), a wiec na réwni z para (ug, vg) spetniaja uktad (U).
Zo = Ug + Vo
Wobec tego dowiedlismy, ze kazda z liczb { 21 = uy + v1 = wug + vy

Zg = Ug + Uy = Wy + Wiy
(sa to wlasnie tzw. wzory Cardana) jest pierwiastkiem réwnania (R).

ud + 3 = 40,

uy = 2,

— 16492, wy = 20+ 143, { 0T V2OF V2, ) dinad 20 = o+ vo = 4,
vo = /20 — 14v/2.

gdyz W(z) = (z — 4)(2? + 42z + 10); wobec tego {zo, 21,22} = {4,-2 % iV6'}.

Co wiecej, mozna zauwazy¢, ze w =2+ V2, azatem { L T —2+ L\/@’
v0:2—\/§‘, zzz...:—Q—L\/@.

41. Przyklad. 23 —62—40 = 0; { w?—40w+8 = 0, A = 16(100—2) =

ud + 03 = 10,
uv =5,

42. Przyklad. 23 — 15z — 10 = 0; { w? — 10w 4+ 125 = 0, A = —400,

: . COS = L
wo = 5+ 10i = \/125”—5” = (VB)’ei*, gdaie { PTF Lt = arctg2,

NG sin p = NG
M
Biorac { wp = /3e ?w dostajemy zy = 2v/5 cos 33@’ Z1,2 = 2v/5 cos = 27. Nume-
vy = \/5‘6_?
rycznie: ¢ = 1.107149 = 63.4349°, zp = 4.17103, 2, = —3.48260, zo = —0.688429.
e u® + 0P = — 3
43. Fakt. Jesli Suv = —p oraz z° +pz+q =0,to z = u+ v lub

z = wu+wv lub z = Wu +wv. Zatem metoda Cardana daje wszystkie

pierwiastki réwnania z° + pz + ¢ = 0.
Latwo sprawdzié tozsamoéé (z —u—v)(z —wu—wv)(z—bu—wv) = 23 —Juvz—u®—v>

(wymnazajac i porzadkujac wzgledem poteg z), z ktére] oczywidcie wynika teza.

44. Fakt. Kazdy wielomian w(z) = 2° + aa? + bx + ¢ (gdzie a,b,c € C)
mozna rozlozyé na czynniki stopnia pierwszego(?):

2Jak zobaczymy w nastepnym podrozdziale, kazdy wielomian dowolnego stopnia ma
rozktad na czynniki stopnia pierwszego o wspdtezynikach z C; jednakze w przypadku
ogdlnym dowdd wymaga zastosowania tzw. podstawowego twierdzenia algebry.
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Jxg, x1, 75 € C: w(x) = (v — xo)(x — 21) (2 — 23);

przy tym xo+ a1+ 22 = —a (wzér Viete’a), wiec réwnanie zredukowane
(i tylko takie) ma pierwiastki o zerowej sumie.

Wezmy C' € C takie, ze W(z) := w(z + C) ma postaé z® + pz + ¢, zob. 39; okredlmy
zo, 21, z2 wzorami Cardana, wtedy W(z) = (z — z0)(z — 21)(z — 22) (zob. tozsamoéé
odnotowana w 43), wiec w(x) = W(x — C) ma zadany rozktad, gdzie z, = C' + 2.

Ostatnia czedé tezy wynika z rozwiniecia (z — xg)(x — 21)(x — z2) wzgl. poteg x.

Przypadek, gdy wspélczynniki sa rzeczywiste

Niech teraz p,q € R; wtedy W(z) = 2°+pz°+¢ = 2°4+pz* +¢ = W(z),
wiec jesli W(z) = 0, to takze W(Z) = 0; wobec tego zbior {zo, z1, 22}
pierwiastkéw W (z) jest niezmienniczy wzgledem operacji sprzezenia
(tzn. jest symetryczny wzgledem osi rzeczywistej). Co wiecej, wobec

Wi(z) = (2 — 20)(z — z1)(z — z2) tozsamos¢ W(Z) = W (z) oznacza, ze
tréjka Zg, Z1, Zo moze sie réznic tylko kolejnoscia od zg, 21, z2; tatwo stad
wynika, ze choé¢ jeden z pierwiastkow (powiedzmy z) nalezy do R.
W takim razie mamy dwie nastepujace mozliwosci:
(1) zo0,21,22 € R, czyli wszystkie pierwiastki W(z) sa rzeczywiste;
(2) zo € R, 21 € C\ R, z5 = 7y, czyli W(z) ma dwa nierzeczywiste
pierwiastki wzajemnie sprzezone.

Przypomnijmy, ze obu przypadkach zo + z1 + z2 = 0 (wzdr Viete'a).

45. Fakt. Jesli W(z) = 2° 4 pz 4+ ¢ ma rzeczywiste wspélczynniki: p, ¢ € R,
3

to (W(Z) = 0 ma tylko rzeczywiste pierwiastki) — A =q¢+ % <0.
Jedli W(a+ ib) =0, gdzie a,b € R, b # 0, to W(z) ma pierwiastki a + ib oraz
—2a (wzér Viete’a), wiec W(z) = (22 — 2az + a® + b?)(z + 2a), skad p = —3a? + b7,
q = 2a(a? + b?); wtedy A = ... = %@;(9@ +b%)? > 0. [=] Jedli W(z) ma tylko
rzeczywiste pierwiastki a,b,¢c = —a — b, to W(z) = (z — a)(z — b)(z + a + b), wiec
p=—(a®+ab+b?), g = abla +b), skad A = —717(a —b)%(a+ 2b)*(2a + b)? 0.
Alternatywny dowdéd:
W (z) jest nieparzystego stopnia, wiec ma choé jeden rzeczywisty pierwiastek; stad

__ 2
Ja,b € R : W(z) = (z — a)(2? + az + b), a wobec tego {5: —Zb+b}' Latwy

rachunek daje teraz A = 717(2a2 +0)%(4b—a?), wiec A <0 <= D :=a’—4b > 0;
stad wynika teza, poniewaz D jest wyréznikiem tréjmianu 22 + az + b.
1.10 Algebraiczna domknietos¢ ciala

46. Przypomnijmy najpierw kilka pojeé zwiazanych z wielomianami(®). Wielomianem

zmiennej z o wspélezynnikach z ciata K nazywamy wyrazenie postaci W(z) =

ag + a1z + ...+ anz”, gdzie ag,...,a, € K. Dwa wielomiany sa réwne &L
maja jednakowe wspdtczynniki; zatem wielomian W(z) = ag + a1z + ... + ap2”

3Bardziej gruntownie oméwimy te sprawy w nastepnym rozdziale; tu wystarczy nam
wlasciwie podstawowa szkolna wiedza.
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jest niezerowy, W(-) # 0, jeSli ma rézny od zera choé jeden ze wspdtczynnikéw
ap,...,an € K. Liczbe deg W(-) := max{k : a; # 0}, tzn. maksymalny wykltadnik,
7z jakim zmienna z wystepuje faktycznie w W(z), nazywamy stopniem niezerowego

wielomianu W (+). Oczywiscie stopiefi iloczynu wielomiandw jest suma ich stopni.

Zauwazmy, ze wielomian W(z) := z + z? jest niezerowy nawet dla ciata K = GF5

(zob. punkt 5), chociaz wtedy W(0O)=W(I) = O, tzn. ¥z e K : W(z) =0 4.

47. Oznaczenie. Symbolem K[ - | bedziemy oznacza¢ zbiér wszystkich wie-
lomianéw (jednej zmiennej) o wspétezynnikach z ciata K.

Czesto zamiast W(-) € K[-] pisze sie bardzie] tradycyjnie W(z) € K[z]; symbol

K[z] oznacza to samo co K[ -], lecz dodatkowo nakazuje zmienna oznaczaé litera z.
48. ‘Twierdzenie Bezouta’. Jedli W(z) € K[z] oraz z € K, to

W(z9) =0, tzn. zg jest (z —z0) | W(2), tzn. IW1(2) € K[z] :
( pierwiastkiem W(z) )é( Wi(z)= (2 — z0)Wi(2) )

Zauwazmy, ze wielomian W (z) — W(zg) jest podzielny przez wielomian z — zg, gdyz
W (z) jest suma sktadnikéw postaci a, 2", a mamy znana tozsamodé an(z, — z,") =
an(z—20)(Z" 142" 20+ + zon_l). Zatem W (z) = (z—20)Q(2) + W(z0), gdzie

Q(z) jest wielomianem. Stad natychmiast wynika teza.

Nieco inny wariant dowodu:
Dzielac W (z) przez z — zp dostajemy wielomiany Q(z) oraz R(z) (iloraz i reszta),
takie ze W(z) = (2 — 20)Q(z) + R(z), pray czym deg R(z) < deg(z — zp) = 1, czyli
R(z) = C jest stata: W(z) = (2 — 20)Q(2) + C. Ta tozsamoséé dla z = zy daje
W(zy) = C, a wiec W(zy) jest resztg z dzielenia W(z) przez z — zg; stad teza.

49. Whnioski z twierdzenia Bezouta. Niech K — dowolne ciato; wtedy

(A) Liczba pierwiastkéw niezerowego wielomianu W(-) jest < deg W (-).

(B) Jesli W(-) € K[-] jest niezerowy, a podzbiér S C K ma wiecej niz
deg W(-) elementéw, to 3zo € S : W(zo) # 0.

(C) Jesli n € N, podzbiér S C K ma wiecej niz n elementéw oraz

Ve S:aptarz+...4a,2" =0, to ag=a;=...=a, =0. (°)

(A) Jedli W(z) = 0,...,W(z) = 0, gdzie z1,...,z € K sa parami rézne, to
W)= (z—21)...(2 — 2)W(z), gdzie W(-) £ 0, wicc deg W(-) = r+ deg W > r.
Punkty (B) oraz (C) wynikaja natychmiast z (A).

50. Definicja. Jesli zq jest pierwiastkiem W (-), to najwieksza liczbe k € N,
dla ktérej (z — 20)* | W(2), nazywamy krotnosciq pierwiastka zq.

51. Fakt. Nastepujace warunki charakteryzujace ciato K sa réwnowazne:
1° Kazdy wielomian W(-) € K[-] stopnia > 1 ma pierwiastek w K, tzn.

dzo € K: Wi(z) =0.
2° Kazdy wielomian W(-) € K[-] stopnia > 1 ma rozktad na czynniki

1Zauwazmy, ze dla innego ciata IK = GF4 jest inaczej: W(a) = W(b) =1 # O.
SFakt (C) wyslawia sie zwykle krétko, méwiac ze dla |S| > n jednomiany 2% z1 ... 2"

sa lintowo niezalezne jako funkcje na zbiorze S.
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liniowe (tzn. stopnia 1):
de£ 0,21,z €K W(z)=c(z—2z1)...(2 — zn).
3° Kazdy niezerowy wielomian W(-) € K[-] ma w K tyle pierwiastkow
(liczonych z uwzglednieniem ich krotnosci), ile wynosi jego stopien.

Z tw. Bezouta: W(z1) = 0 = IW1(-) €e K[-]: W(z) = (z — z21)W1(2);
jeli degWy > 1, to Jz € K : Wi(z2) = 0, czyli Wi(z) = (2 — 22)Wa(z), itd.

Wynika wprost z definicji krotnosci pierwiastka. Oczywiste.

52. Definicja. Ciatlo K nazywa sie algebraicznie domkniete, jesli spetnione
sa powyzsze réwnowazne warunki 1°,...,3°.

53. Przyklady. Nie sa algebraicznie domkniete ciata: R, Q (vide 2% + 1),
Q + (Q (vide 2? — 2), Q(\/ﬁ') (vide 2% — 3), GFy (vide z? + z + 1).

54. Wazny przyktad ciala algebraicznie domknietego stanowi tzw. cialo
liczb algebraicznych.

Liczbe A € C nazywamy liczbg algebraiczng, jeSli A jest pierwiastkiem jakiegos # 0
wielomianu z Q[-], tzn. jedli istnieje n € N oraz wymierne (a nawet catkowite)
wspdtezynniki ag, .. ., an, an # 0, takie ze ag + a1 A + ...+ ap A" = 0.

Przyktadami liczb algebraicznych sa: % (oczywiste), 2"’—73‘ (gdyz (/\ - %)2—1— 49—9 ),
V=145 +2 (gdyz (A—=2)°+1)° =5 = 0), sin 10° (gdyz 433 —3A + 1 = 0),
cos (%arctg 2) (gdyz 4X3 — 3X = cos(arctg?2) = ﬁ, czyli (423 — 3X)? — % ),

%\5/3 -2 - %i\/ 1+ 34 (tu bezposrednie sprawdzenie nie jest juz tak proste).

Liczby niealgebraiczne istnieje takze: skoro zbidr Q[-] jest, na réwni ze zbiorem

0
0
0
)

Q, przeliczalny, za$ kazdy wielomian ma jedynie skoticzona liczbe pierwiastkéw, to
zbior liczb algebraicznych jest przeliczalny, a wiec (wskutek nieprzeliczalnoéci C€) nie
jest on catym zbiorem C. Znacznie trudniej jest dowodzié, ze jakas konkretna liczba
(np. 7 =2 3.14159265, e = 2.7182818, 2\/5, itp.) jest niealgebraiczna.

Okazuje sie, ze

e zbidr liczb algebraicznych jest ciatem — podcialem ciata C; oznacza to, ze ope-
racje algebraiczne (dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie) wykonywane
na liczbach algebraicznych zawsze daja w wyniku liczby algebraiczne;

o cialo liczb algebraicznych jest algebraicznie domkniete (innymi stowy: je§li A € C
jest pierwiastkiem jakiego$ wielomianu, ktérego wspdtezynniki sa liczbami alge-
braicznymi, to A jest tez pierwiastkiem jakiego$ wielomianu, na ogdt wyzszego
stopnia, o wspélezynnikach caltkowitych.

Dowody tych twierdzen mozna znalezé w bardziej zaawansowanych podrecznikach

algebry, np. w Teorit cial J.Browkina.

1.11 Podstawowe Twierdzenie Algebry

55. Twierdzenie (‘Podstawowe twierdzenie algebry’):

Ciato liczb zespolonych jest algebraicznie domkniete.

Znanych jest obecnie wiele rozmaitych dowoddw tego (rzeczywiscie bardzo waznego)
twierdzenia; kazdy z nich zawiera jaki$ ‘element niealgebraiczny’, a jest tak méwiac
7 grubsza dlatego, ze nieodzowne jest odwotanie sie do tych wlasnoéci ciata C,
ktére odrdzniaja je od ciata Q + iQ (wymiernych liczb zespolonych), ktdre nie jest
algebraicznie domkniete. Taka cecha jest np. ‘zupelno$é’ ciata C jako przestrzeni
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56.

57.

38.

metrycznej, wynikajaca z zupetnodci ciata R (opisanej np. aksjomatem o istnieniu
kreséw kazdego podzbioru R).

Przedstawimy tu (oczywiscie we wspdtczesne] formie) pierwszy historycznie (zna-
leziony przez C.F.Gaussa) dowéd PTA; skorzystamy w nim z paru pojeé topolo-
gicznych (ciagtodé, spdjnodé), odwolujac sie do ich intuicyjnego, potocznego sensu;
formalne i zupelne zrozumienie dowodu stanie sie mozliwe wkrétce, gdy zapoznamy
sie z tymi pojeciami topologicznymi na zajeciach z analizy matematycznej.

Fakt. Jedli P = [a,b] C R oraz v : P — U jest funkcja ciagta, to istnieje funkeja
ciagta ¢ : P — R taka, e Vs € P : v(s) = exp (L(b(s))

Skorzystamy z tozsamoéci |Vu € U: Reu >0 = exp (L' arctg %Ielg) =u| (T);

wynika ona natychmiast z dwéch faktéw: (a) Vo € ]—%, %[ . arctge = ¢ oraz
(b)Vue U :Reu>0 = Jp€|-F [ :u=exp(ip).

P jest zwarty, wiec funkcja ciagta v jest jednostajnie ciagla; stad 3¢ > 0 : V5,8’ € P :

/
s —s'| < e = |v(s) —v(s)] < 1; mamy zatem |s — §'| < ¢ = 11//((55)) —1‘ =
|v(s") — v(s)| < 1. Zatem ustalajac n € N takie, ze n > bg & dla ag = a—i—kb_Ta
mamy ag = a < a1 < ... < a, = boraz Vs € Py := [ag, ak+1] : %afl)—l‘ <1,
k

wiec Re v(s) > 0. Mozemy wiec kolejno, dla k = 0,1,...,n — 1, okredli¢ funkcje

s
i) (s)
¢ © Pp — R, wzorem ¢ (s) := ¢p_1(ap) + arctg %ﬂ%, przy czym dla k =0
viag

jako ¢r_1(ap) bierzemy Arg g(ap). Z tozsamosci (T) wynika, ze exp (iq)k(s)) =v(s);
ponadto ¢p(ar) = exp(i(/)k_l(ak)) = ¢r—1(ay), wiec: (I) poprawne jest okreélenie
funkeji ¢ : P = PpU...UP,_; — R wzorem s € P, = ¢(s) := ¢r(s) oraz
(IT) funkcja ¢ jest ciagta (dzieki ciagtosci ¢y 1 ich ‘zgodnoéci na korcach dziedzin’).

Definicja. Odwzorowanie v : [0,27] — € nazywamy petly w zbiorze
Q) C C, jezeli jest ciagte oraz v(0) = v(27) (warunek zamknietosci).
Przyklad. s — v(s) := Ce™* jest petla <= ™" =1 <= n c Z.

Fakt (liczba obiegow). Jesli v jest petla w zbiorze C* = C\ {0}, to:

(a) istnieje taka ciagla funkcja ¢ : [0,27] — R, ze v(s) = |y(s)]e!?);

(b) liczba N(v) := MQ;L(O) jest catkowita oraz zalezy tylko od 7,

a nie od wyboru funkeji ¢.

Ad (a) Wystarczy zastosowaé fakt 56, biorac v(s) := M

)
Ad (b) 7(0) = y(2m) = €90 = 9™ = ¢(271) — ¢(0) € 20Z = N(y) € Z.
Jesdli funkcje ¢, 6 : [0,27] — R sa ciagte oraz y(s) = |y(s)|e/®() = |y(s)|e®(s),
to (/;(5) — ¢(s) = 2mn(s), gdzie n(s) € Z oraz funkcja [0,27] 5 s — n(s) € Z

jest ciagta; stad n-obraz jest spéjnym podzbiorem 7, tzn. n(s) = const; zatem

¢(2m) — ¢(0) = ¢(27) — ¢(0).

Definicja. N(v) nazywa sie liczba obicgéw (wokél punktu 0) petli .
Przyklad. Petla s — 7(s) = Ce’”® ma liczbe obiegéw N(v) = n € Z.
Fakt. Niech 7,8 beda petlami w C*. Wiedy:

(a) N(v0) = N(y) + N(9) (iloczyn ‘punktowy’: (76)(s) := 7(s)d(s));
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39.

60.

61.

62.

(b) N(v7')=—=N(y) (odwrotnos$¢ ‘punktowa’ (y7')(s) := ﬁ)
Ad (a) (’V(S) = [7(s)]e"?), 6(s) = I5(s)le“"<s>) = 7(5)8(s) = |7(s)8(s)|ef (P()+¥(s)).
Ad (b) Wynika to wprost z (a): N(v) + N(y~') = N(yy~") = N(const) = 0.

Fakt. Jesli v jest petla w zbiorze V. = {z € C: Rez > 0},to N(v) = 0.

7 zatozenia Re~v(s) > 0, wiec ma sens ¢(s) := arctg Elelzgz;,

punktu 56 dla u = WE ;I pokazuje, ze v(s) = |y(s)[e!?(*) a pray tym ¢(0) = ¢(27).

tozsamodéé (T) z

Fakt. Jesli 1-parametrowa rodzina {~,} petli w C* zalezy w sposéb
ciagly od parametru r € R (tzn. funkcja (r, s) — ~,(s) jest ciagta), to
liczba obiegdw N (v, ) jest stata (nie zalezy od r).

Ustalmy parametr ro; petla v,7,, ~* dla » = ry jest punktem 1 € Vy, wiec 32 > 0
takie, ze v,v,, "1 dla [t — to] < ¢ jest petla w Vi, wiec N (v, 1) = 0 (zob. 59),
skad N(y) = N(vr,) (zob. 58).

Fakt. Jesli W(z) = ag + a1z + ... + a,z", gdzie ag,...,a, € C, przy
czym a, # 0, to

dro>0:VzeC: |z|>r0:>W(i) € K(1;1) C Vy.

Oznaczmy A := max{ 32 e a” 1 ‘} wtedy dla |z| > 1 mamy:
W(Z) ag aLz an_lz” 1 ag an_lz” 1
apz” anz" + anz" e anz" ‘\ anz” oot anz" ‘<
i n—1 _i |Z|n_1 A
Sttt AT = g T <

amz%l—l‘<1, QED.

wiec dla |z| > 1+ A =: ry spelniona jest nieréwnosé

DowOD PODSTAWOWEGO TWIERDZENTA ALGEBRY:
Niech W(z) = ap+ ...+ a,z". Przypusémy, ze ¥z € C: W(z) € C".

Dla r > 0 okreslmy petle 7, w C* wzorem ~,(s) := W(re®). Wtedy
v, jest iloczynem punktowym ~, = 4.6,, gdzie ¥, (s) = 12/(2) |

jest dla r > rg petla w V4 (zob. 61), wiec N(%,) = 0 (zob. 59), zas
6.(8) 1= a,r"ei™ jest petla taka, ze N(8,) = n. Stad N(v,) = n dla
dostatecznie duzych r, wiemy za$ z 60, ze N(v,) jest stale. Tymczasem
N(7v0) =0, gdyz 70 = ag jest petla ‘punktowa’. Sprzecznosc!

Whioski z Podstawowego Twierdzenia Algebry.
(1) Kazdy wielomian W € C[-] stopnia > 1 ma w C[-] rozklad na

czynniki stopnia 1:
deeChLzy,..c,z2p €C: W(z)=clz—21) ... (2 — zn).

(2) Kazdy wielomian W € R[-] stopnia > 1 ma w R[-] rozklad na
czynniki stopnia 1 i/lub czynniki stopnia 2 o ujemnych wyroéznikach:
dee R, day,...,2 € R B : 4 4
( Elplvq17"'7plvq16R ) ‘ CH o ]1_[1 ’ —I_p]x—l_QJ)v
przy czym A; = pf — 4¢; < 0 (moze byc k = 0 lub [ = 0, gdy brak

w rozkladzie W (z) czynnikéw stopnia 1 lub 2).
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63.

(3) Jesli k jest liczba rzeczywistych pierwiastkéow (z uwzglednieniem
krotnoéci) wielomianu W € R[-], to deg W — k jest liczba parzysta.
W szczegdlnosei kazdy wielomian stopnia nieparzystego ma pierwia-
stek rzeczywisty, gdyz wtedy k jest nieparzyste, a tym bardziej k& # 0.

Ad(1) Wynika wprost z 51 oraz Podstawowego Twierdzenia Algebry.
Ad(2) Zastosujemy indukcje wzgledem stopnia W. Jedli deg W = 1, teza jest oczy-
wista. Niech wiec degW > 1; wiemy, ze W (z) ma pierwiastek w zbiorze C, tj.
dzg = wo + iyo € C: W(zy) = 0. Rozwazmy dwie mozliwosci:

1° Jedli yo = 0, to (x — xo) | W(x), wiec AW € BR[-]: W(z) = (x — zo)W(x).

2° Jedli yo # 0, to W(zp) = 0 oraz W (Zy) = 0 (to ostatnie dostaje sie, biorac
sprzezenie obu stron réwnoéci W(zg) = 01 korzystajac z tego, ze wspdtezynniki W
naleza do R) powoduja, ze W(x) jest podzielny przez (z —z0)(z —Zo) = 2%+ pr +4q,
przy czym p = —(z0 + 7o) = —2x0, ¢ = |20]? = 22 + y3, wiec p, ¢ € R; wobec tego
IV eR[]: Wi(z) = (2? + pzr + q)W(a:), ponadto A = p? — 4¢ = —4y2.
Poniewaz w obu przypadkach degW < deg W, wiec z zalozenia indukcyjnego W

ma rozktad na czynniki stopnia < 2, stad za$ natychmiast dostajemy rozklad W.

Ad(3) Wynika bezpodrednio z (2).

Cwiczenie. Dowiedé, ze kazde cialo algebraicznie domkniete jest nieskonczone.

Wskazowka. Jedli K jest skonczone i sktada sie z elementéw zq, ..., x,, to tatwo
okresli¢ wielomian W(-) € K[-], taki ze degW(-) = n oraz Vo € K : W(x) = 1.
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2.1

64.

65.

66.

Wielomiany, pierscienie, podzielnosé

Funkcje wielomianowe i wielomiany

Niech K bedzie ustalonym cialem.

Definicja. Funkcjg wielomianowq o wspdlezynnikach z ciata K nazywa
sie funkcje postaci D 3 z +— W(z) =ag+ a1z + ... + anz,.

7Zbiér D, bedacy dziedzina tej funkcji, jest zwykle podzbiorem ciata K;
czesto jednak mamy do czynienia z sytuacja ogdlniejsza, gdy D jest
podzbiorem jakiegos wiekszego ciata K > K; na przyklad dla K = Q
wielko$¢ W(z) ma sens dla z € R, a nawet dla z € C. Nierzadko
jednak nawet to ogdlniejsze zalozenie o D byloby nazbyt krepujace,
np. przydatne bywa rozwazanie W(z) (o wspdlczynnikach a; € K) w

cd

albo ‘operatorem’, np. ‘operatorem rézniczowania’ z = %, albo czyms$
jeszcze innym. Dlatego tez w definicji funkeji wielomianowej o zbiorze
D zalozymy jedynie, zZe jego elementy da sie dodawaé i mnozyc, a takze
ze da sie mnozy¢ elementy zbioru D przez elementy ciata K.

. ) b
przypadku, gdy z jest ‘macierza’ o wyrazach z K, np. z = [a ],

W ‘uproszczonym’ kursie algebry nie odréznia sie «wielomianuy» od
«funkcji wielomianowej»; w dodatku w takiej utatwionej definicji albo
pomija sie kwestie dziedziny ‘funkcji’ W, albo przyjmuje sie D = K.
Jednak na dluzsza mete jest to niewystarczajace 1 niewygodne; z tego
wzgledu w ‘porzadnej’ definicji wielomian bedziemy rozumie¢ nie jako
funkcje, ale jako «recepte na funkcje» albo — innymi stowy — jako cata
«klase funkcji wielomianowych» rézniacych sie miedzy soba dziedzi-
nami, lecz okreslonych wspélnym wzorem W (z) := ag+a1z+...+a,z"
z danymi a; € K. Oczywiscie taka «receptay, czy tez «pre-funkcjay jest
w pelni okreslona ciagiem wspotczynnikow ag, aq, . . ., a wiec wygodnie
bedzie przyjac, ze wielomian to to samo, co ciag jego wspdtczynnikéw.

Np. z* — 322 + 5z — 2 mozemy utozsamié z ciagiem (—2,5,—3,0,1,0,0,0,...) itp.:

Definicja. Wieclomianem W € K[-] nazywa sie ciag nieskonczony
(ag, a1, as,...) elementéw ciata K, majacy co najwyzej skonczona liczbe
wyrazow réznych od zera, tzn. ciag spetniajacy nastepujacy warunek

neZy :Vk>0:a,=0.

W szczegdlnosci wielomianem zerowym jest ciag (0,0,...) zlozony z
samych zer. Jesli wielomian W = (ag,a1,...) jest niezerowy, to jego
stopniem nazywa sie liczbe deg W := max{k : a; # 0}; wygodnie jest
dodatkowo uméwié sie, ze wielomian zerowy ma stopieni réwny —oo (°).

Zgodnie z nasza intencja kazdemu wielomianowi W = (ag, ay, az, .. .)
i dowolnej dziedzinie D, dobranej stosownie do ciata K, odpowiada

®Dzieki temu wzér deg(W V') = deg W +deg V bedzie prawdziwy zawsze, nawet wtedy,
gdy W =201ub V =0.
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67.

63.

69.

funkcja wielomianowa okreslona wzorem W (z) := ag + a1z + a2’ 4 ...
(suma wystepujaca w tym wzorze jest w istocie skonczona).

W zbiorze K[ -] wszystkich wielomianéw o wspdlczynnikach z K okresla
sie operacje dodawania, mnozenia oraz mnozenia przez elementy z K:

Jeéh W = (Go,al,ag, .. .), V= (bo, bl, bg, .. .), to
suma wielomianow: W 4+ V = (ag + by, a1 + by, ag + ba, .. .);

iloczyn wielomianow: W -V = (¢, c1,¢2,...), gdzie
co 1= aoby, ¢1 1= apby + aiby, ¢ 1= apby + a1by + azbo,
ogdlnie,

Cm = aObm + albm—l + ...+ ambO = Z akbl;
(k) k+l=m

iloczyn W przez liczbe X € Ko AW = (Aag, Aag, Aas, .. .).

Powyzsze definicje dziatan sa oczywiscie dobrane w taki sposéb,
by sumie wielomianéw odpowiadata suma ich funkcji wielomianowych,
iloczynowi wielomianéw — iloczyn funkeji wielomianowych, itd.:

(W+V)(z)=W()+V(z), (W-V)(z)=W(z) V(2),
W) (2) = AW (2).

Fakt. (1) deg(AW) =degW dla A € K7;
(2) deg(W 4 V) < max(deg W, deg V),
przy czym jesli deg W # deg V, to zamiast < mamy rownosc;
(3) deg(W-V)=degW + degV.
Whasnodci (1) 1 (2) sa widoczne wprost z definicji.

Prawdziwoéé wzoru (3) jest oczywista, gdy W lub V jest zerem, zalézmy wiec, ze
W,V # 0. Niech W = (ag,...,an,0,...), V= (by,...,b,,0,...), pray czym niech
am £ 0, by, # 0, tzn. deg W = m oraz degV = n. W sumie ¢pqppn = Z apb;

k+il=m+n
jeden sktadnik, mianowicie a,,b,, jest niezerowy, wszystkie pozostale sa zerami,

gdyz k >m = ap =0orazl>n = b = 0; zatem ¢nin # 0. To samo sprawia,

ze dla r > m + n wszystkie sktadniki sumy ¢, = Z apb; sa =0.
k+l=r

Podane w 67 definicje operacji na wielomianach prowadza do wzoru

W = (ag,a1,az,...,a,,0,...) = aopto + a1pt1 + aafia + ... + anfin,
gdzie po := (1,0,...), w1 = (0,1,0,...), w2 := (0,0,1,0,...), itd.
7 definicji mnozenia w K[-] wynika tatwo, ze uy - gy = pras, a zatem
pr = (% jest potega elementu ( := py; pozwala to nadaé bardzie]
swojski wyglad powyzszemu rozkladowi wielomianu W € K[ ]:

W =ao(’ + a1 + aa(* + ... + a, ("

(zwykle ag(? skracamy w zapisie do ag). Wielomian ¢ = (0,1,0,0,...)
nazywa sie zazwyczaj zmiennqg (albo generatorem pierscienia wielomia-
now); odpowiadajaca mu funkcja wielomianowa jest oczywiscie idp;
elementy a;(* € K[-] nosza nazwe jednomianduw.
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2.2 Pojecie pierscienia; przyklady

70.

71.

72.

73.

Definicja. Pierscieniem nazywa sie zbior R, wyposazony w dwa
.7 spelniajace nastepujace aksjomaty:

dodawania: (a+b)+c=a+ (b+c¢),

i mnozenia: (ab)c = a(be).

dziatania 2-argumentowe ‘4’ i

1° Lgeznosé {

2°  Przemiennosé dodawania: a+b=>b+ a.

3° Istnienie zera: 30 € R:Va € R:a+0=a.

4°  [stnienie elementu przeciwnego: Ya € R: db € R :a+0b=0.
Oznaczenie: —a:=1b, jeslia+b=0 (element przeciwny do a).

a(b+¢) = ab+ ac,

(b+ ¢)a = ba + ca.

5° Rozdzielnosé mnozenia wzgledem dodawania: {

[Umowa, 7e ‘mnozenie ma pierwszenstwo przed dodawaniem’, pozwala zmniejszy¢
w zapisie liczbe nawiaséw, a wiec np. ab + ac jest skrécona forma (a - b) + (a - ¢)].
Definicja. Pierscien R jest przemienny, gdy ma przemienne mnozenie:
6° Va,be R:ab= ba;

pierscien z jedynkq jest to pierscien majacy element 1 € R, taki ze

7 VYeeR:1-a=a,a-1=a.

Cwiczenie. Pieréciefi ma tylko jedno zero, tzn. element opisany aksjomatem 3°;

kazdy a € R ma tylko jeden element przeciwny; pierscien z jedynka ma tylko jedna

jedynke, tj. element o wlasnoédci 7°.

Definicja. Dziedzing calkowitosci nazywa sie pierscien (przemienny,
z jedynka) spehiajacy nastepujacy ‘substytut aksjomatu o istnieniu
odwrotnosci’:

8 Va,be R: ab=0= (a=01ub b=0).
Element a € R\ {0} nazywa sie (nietrywialnym) dzielnikiem zera, jezeli
db € R\ {0} : ab = 0. Zatem warunek 8° oznacza, ze w pierscieniu R
nie ma nietrywialnych dzielnikow zera.
Przyktady pierscieni.
(A) Kazde ciato (np. R, C, Q) jest dziedzina catkowitosci.
(B) Zbior Z wszystkich liczb catkowitych ze zwyktymi dzialaniami
‘+7 1“7 jest dziedzina catkowitosci.
(C) Zbiér wielomianéw K[ -] o wspdlczynnikach z ustalonego ciata K
(ogdlniej: z danej dziedziny catkowitosci R) jest dziedzina catkowitodci.
(D) Ustalmy n € N; okreslmy w zbiorze 0,n — 1 = {0,1,...,n — 1}
nastepujace dziatania @, @, zwane dodawaniem i mnozeniem modulo n:
a @b := reszta z dzielania a 4+ b przez n,
a® b := reszta z dzielania ab przez n.
Okazuje sie, ze aksjomaty 1°...7° sa wtedy spelnione, wiec otrzymujemy

w ten spos6b pierscien (przemienny, z jedynka); oznacza sie go symbo-
lem Z, i nazywa pierscieniem reszt modulo n.
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Zauwazmy, ze jesli n nie jest liczba pierwsza, tzn. n = ki, gdzie
k.l € 1,n —1, to aksjomat 8° nie jest spelniony: k© ! = 0. Latwo tez
pokazac, ze na odwrét, jesli n jest liczba pierwsza, to spetniony jest

aksjomat 8°; zatem Z, jest dziedzing catkowitosci < n jest pierwsza.

(E) Zbiér Z[i] == {a+ib: a,b € Z} = {z € C: Rez,Imz € Z},
wyposazony w ‘zwykle’ dziatania (tzn. traktowany jako podpierscien
pierécienia C), jest dziedzina catkowitosci. Nazywa sie go pierscieniem
Gaussa. W taki sam sposéb mozna zdefiniowac np. pierscien (a nawet

dziedzine catkowitoéci) Z[v2] := {a 4+ bv/2': a,b € Z}.

(F) Pora na przykltady pierécieni nieprzemiennych: Bardzo wazny i interesujacy
jest pierscien kwaterniondw. Przypomnijmy, ze cialo € mozna skonstruowaé jako
zbidr wyrazen postaci x + iy, gdzie z, y € R, na ktdérych operacje algebraiczne wyko-
nujemy w ‘zwykly sposéb’; przy czym obowiazuje umowa, ze Yy € R : yi = iy oraz
i? = —1. Analogicznie kwaterniony mozna zdefiniowaé jako formalne wyrazenia
postaci ® = w1 + x1t + x2) + 23k, gdzie xg,...,x3 € R [nietrudno sie domy-
§li¢, ze chodzi tu o swoisty zapis cawérki (zg, 21,2, 23) € Rﬂ; zwykle piszemy
zg zamiast xg1. Zbidr H wszystkich tych kwaterniondw staje sie pierécieniem, jesli

operacje dodawania i mnozenia okreslimy ‘zwyczajnie’("), dotaczajac: (1) reguly

przemiennoéci: Vo € R : zi = sz, xj = ju, vk = kz, (2) whasnoéé 1 jako jedynki:

Ve € H: @1 = 1@ = @, oraz (3) swoista ‘tabelke mnozenia’: !

Przyklad. JeSli® = 3+2—25+5k, y =2—3e+4)—k, tox+y = 5—2¢+ 25 + 4k,
xy = (64+3+8+4+5)+(—94+2+2—-20)e+(12+1-4—-15)j +(-3+4—-6+10)k =
= 92 — 25 — 65 + bk,
yr=(6+34+84+5)+(2-9+20—-2)i+(—4+154+12—1)j+(10+6—-4—-3)k =
=224 112 + 225 + 9k.
Pierscien kwaternionéw ma pewna wazna i rzadka wtasnoéé: kazdy niezerowy
element & € H ma odwrotno$é: Jy € H : ay = yx = 1. Istotnie, dla dowodu
wystarczy sprawdzié, ze jeSli sprzezenie kwaternionu @ = xg1 + 212 + x93 + a3k
okredlimy jako & := xg1 — 214 — x2J — 3k, to 2T = Tx = v + 2,2 + 2,2 + a2 > 0,
skad widaé, ze element y := (%)% € H jest odwrotnoscia .
(G) Pierscienn macierzy Ma(R) wymiaru 2 x 2 o wyrazach z danego pierdcienia R.
Jego elementami sa 2 x 2-macierze, tj. tablice postaci [Ccl Z , gdzie a,b,¢c,d € R;

dzialania na takich macierzach okreslamy nastepujacymi wzorami
a b n at|  la+d b4V a b n [a' b ] _ [ad +bc ab + bd
cd dd| T |e+dd+d | |cd | ¢ d' |7 | ecd +dd b +dd |

1 3 -2 5 1 14 -2 5 1 3 -17 14
Na przyktad [_3 4][ 1 3]—[10 _3:|a [ 1 3] [_3 4]_[_8 15].
(10
01

pierécieii M3(R) ma nietrywialne dzielniki zera, na przyktad:

Jedli R ma jedynke, to Ma(R) takze, jest nia (sprawdzié!). Zauwazmy, ze

"Co oznacza, ze dla zapewnienia rozdzielnoéci mnozenia wzgledem dodawania oraz
tacznodci mnozenia obowiazuja dwie (czesto traktowane domyélnie) umowy: (a) iloczyn
x = 291+ 29t + @2 + w3k 1y = yo1 + y1t + Y27 + ysk jest suma 16 iloczyndw
(z01)(yo1), (wo1)(y12),. .., (zsk)(ysk); oraz (b) (x12)(Jy2) = (w1(47)) x> itp.
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74.

2.3

75.

76.

7.

78.

a0]fo0]_foo]_, 2171 3] _[oo0]_,

b 0 ed| 00| ™ 4 2 =34 (00| ™
Rozwazmy pierécienn wielomianéw P = R] -], gdzie R jest pier§cieniem przemiennym
7z jedynka. Sprawdzié, ze kazdy z nastepujacych warunkdéw:

() VA € R\{0} : W € P :deg(AW) = deg W); (2) P jest dziedzina catkowitodci;
B) VW,V eP:deg(W -V)=degW +degV

jest réwnowazny temu, ze R jest dziedzina catkowitosci, tj. nie ma dzielnikéw zera.
W dalszym ciagu tego rozdziatu termin “pierscien” bedzie oznaczac
“pierscien przemienny z jedynka”; takie pierscienie scharakteryzowane
sa zestawem aksjomatéw ciala, pomniejszonym o dwa aksjomaty:
o istnieniu odwrotnoéci elementu # 0, oraz o nietrywialnosci (0 # 1).

Relacja podzielnosci
Zgodnie z nasza umowa zaktadamy, ze pierécienn R jest przemienny i ma jedynke.

Definicja (relacja podzielnosci w pierscieniu R). Jedli a,b € R, to

alb AL JeeR:b= acl; taki fakt wystawiamy, méwiac ze a jest

dzielnikiem b, lub ze b jest podzielny przez a, lub ze b jest krotnosciq a.

Fakt (oczywiste wlasnoéci relacji ||” w pierscieniu przemiennym, z 1)

Vae R:ala (zwrotnos¢);
Va,b,c€e R:(a|b, b|ec) = alc (przechodnioéc);
(a1 | b1, az | ba) = aqaz | biby (multiplikatywnos¢),

w szczegllnosci: jesli a | b, to ac|be, wiec tym bardziej a | be;
(a|by,alb) = a|(bi+by) (suma krotnoéci a jest krotnoscia a);
Va € R: 1]al0 (1jestelementem minimalnym, 0 — maksymalnym);
ac| be = a b, jedli R jest dziedzina catkowitosci oraz ¢ € R\ {0}.

Oznaczmy Dg(b) := {a € R : a | b}; tam, gdzie to nie prowadzi do
niejasnosci bedziemy zamiast Dg(b) pisaé D(b). Zatem Dg(0) = R,
D7(6) = {#+1,£2, 43,46}, Dg(a) = K" jesli K jest cialem i a € K.

Definicja (relacja stowarzyszenia w pierécieniu R). Elementy a,b € R
sa stowarzyszone w R, a ~ b, jesli a | b oraz b | a; oczywiscie jest to
relacja réwnowaznosci w zbiorze R.

Z multiplikatywnosci relacji podzielno$ci wynika multiplikatywnos$é relacji ~:

ap ~ bl, s ~ by = ajas ~ bibs.

Fakt. Niech R* oznacza podzbiér elementow odwracalnych w R; wtedy

1° kazdy a € R* ma tylko jedna odwrotnosé, tj. b € R, taki ze ab=1;
2 a~1 < al|l < a€ R, czyli R* =[l]. oraz R* = Dpg(1);
3° (a€ R*, bla) = be Ry

4° Jeslia ~ a' oraz b~ b, to a|b < d |V,
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5° a~b <= Jc€ R :a=bc, gdy R jest dziedzina catkowitosci(®).

Ad 1°: Jedli ab = ac = 1, to ¢ = (ab)e = (ba)e = blac) = b. Ad 2°: Wprost z
definicji. Ad 3°: b | a | 1, wiec z przechodniosei b | 1, czylib € R*. Ad4°:a | b=
alalb|b = a |b wskutek przechodniodci relacji ‘|’. Ad 5°: Jedli a ~ b, to
de, ¢/ a =be, b= ad, azatem a = acc, tzn. a(l — ¢¢’) = 0; przy a # 0 wynika
stad 1 — ¢’ = 0 (brak nietrywialnych dzielnikéw zeral), a wiec ¢ € R*; z kolei gdy
a = 0, wtedy a | b daje b = 0, wiec a = be dla ¢ = 1. Odwrotne wynikanie nie

wymaga braku dzielnikéw zera: (a =be, c| 1) = (b |aoraz a=bc|b-1= b).

79. Uwaga terminologiczna. Jezeli < jest “relacja porzadkujaca” (tzn.
relacja przechodnia i zwrotna) w zbiorze X, A C X oraz ag € A, to

ag jest najwickszy w A AL Yae Aia = ag,
ag jest maksymalny w A A e e A g = a=a = qg.

Podobnie definiuje sie pojecia elementu najmniejszego i minimalnego.
Jasne, ze: kazdy element najwiekszy jest maksymalny, a najmniejszy
— minimalny; jesli dwa elementy sa najwieksze w A, to sa stowarzy-
szone (natomiast moga by¢ niestowarzyszone elementy maksymalne).

Przyklady. Niech # < y < z | y. Dla A = 1,5 brak elementu najwiekszego, mak-
symalne sa 3, 415, a minimalny (i najmniejszy) jest 1. Dla A = {2,3,6} elementem

maksymalnym (i najwiekszym) jest 6, najmniejszego brak, a minimalne sa 2 i 3.

80. Definicja. Niech R — pierscien przemienny z jedynka. Element d € R

nazywa sie najwiekszym wspolnym dzielnikiem elementow a, b € R, jesli

(1) d|aorazd|b (tzn. d jest wspdlnym dzielnikiem a i b);

(2) djest najwiekszym (w sensie relacji podzielnosci) wéréd elementéw
majacych wlasnosé (1), tzn. spelniony jest warunek

Vee R:(cla, c|b)=c|d
Ogdlniej, najwickszym wspolnym dzielnikiem elementéw aq,...,a, € R
nazywa sie element d € R, spetniajacy nastepujace warunki:
(1) d|ay,...,d| a,, oraz
(2) Yee R:(c|ai,....c|a,)=c|d

Warunki (1),(2) mozna zapisac krécej: |d € D(aq,...,a,) C D(d)|, jeshi

D(a1,...,a,) :=D(a1)N...N D(a,) = (wspdlne dzielniki ay, ..., a,).
Oznaczmy

NWD(ay,...,a,) := {d € R: d spelnia warunki (1),(2)}.

81. Uwagi. (A) Moze sie zdarzy¢, ze zbiér NWD(a, b) jest pusty, co ozna-
cza, ze D(a, b) nie ma elementu najwiekszego (w sensie ‘|"). Zobaczymy
jednak, ze NWD zawsze istnieje w niektorych waznych pierscieniach R.

(B) Jesli d € NWD(aq,...,a,) oraz d ~ d, tod e NWD(ay,...,a,).

8Jest to zalozenie istotne dla ‘=’. Oto kontrprzyklad: R := (ciqg}e funkcje R — }R),
a(z) := max(|x| -1, 0), b(x) := a(x)sgn(x); wtedy a ~ b, lecz jedli a = be, to e(£2) = £2,
wiec z ciaglodei ¢ mamy Jzg € R : e(xg) = 0 (whasnodé Darboux); zatem ¢ ¢ R*.
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82.

83.

34.

Odwrotnie, jedli d,d € NWD(aq,...,a,), to oczywiscie d ~ d. Zatem
NWD(ay,...,a,) jest klasq relacji stowarzyszenia w R; méwiac to samo
bardziej tradycyjnym jezykiem: NWD danych elementdéw, jesli istnieje,
okreslony jest z doktadnoscia do relacji stowarzyszenia.

(C) Zamiast d € NWD(ayq, ..., a,) pisze sie czestod = NWD(aq, . .., a,).

Jest to reliktem czaséw ‘przedteoriomnogodciowych’, na réwni z tradycyjna notacja

typu z = v/2 — 2i (zamiast z € /2 — 2i) czy ¢ = argz (zamiast ¢ € arg z). Nalezy

wiec pamietad, ze zapis d = NWD(a, b) okredla d tylko z doktadnodcia do relacji ‘|

(D) Dla niektérych waznych piercieni R wybér d € NWD(aq, ..., a,)

mozna ujednoznaczni¢ natozeniem na d dodatkowego warunku, np.

— dla R = Z warunku d > 0 ;

— dla R = K[ -] warunku ‘unormowania’: wielomian jest unormowany,
jesli jego wyraz kierunkowy (czyli wspélezynnik przy najwyzsze]
potedze zmiennej) jest réwny 1.

W takim przypadku zwykle pisze sie d = (a1, ...,a,)), np. dla R = Z:
D(12,20) = {+1, 42, £4}, NWD(12,20) = {—4,4}, ((12,20)) = 4.

W dalszym ciagu stosujac symbol ((ay,...,a,)) bedziemy zaktadaé, ze dane jest
pewne odwzorowanie (funkcja wyboru) f : R/ — R, ktdre klasie relacji ~ (stowa-
rzyszenia) przyporzadkowuje pewien element tej klasy. Np. dla R = Z przyjmiemy
fH=n,n} :=ndlan€Z;;dla R=K[ ]z kolei f(K) bedzie tym (jedynym) wielo-
mianem z klasy K, ktérego wspétezynnik przy maksymalnej potedze zmiennej jest

réwny 1. Symbol ((ay, ..., a,)) bedzie oznaczaé f-obraz zbioru NWD(ay, ..., ay,).

Fakt (podstawowe wlasnosci NWD w pierscieniach przemienych z 1).

1° ay | byyeooyan | by = (@1,...,a2)) | (b1, .., b)) (monotonicznosé);
2° ((ay,az,...,a,) = (@i, @iyy .., a;,)) (przemiennosé);
3° (c|a1,...,c|an) — c| (a1,...,a,));

4° jedlia = gb+r, to ((a,b) = (b,7) (°);
5° ((a1y.veyam))sbryoeoyby) = (a1, .o yam, by, ... b)) (tacznosé);
zatem np. ((alv ((((a27 a3))7 ((a47 a5))7 a6))7 a7)) = ((alv ) a7))‘

Ad3° d:=(a,...,ay), wtedy d | ay, wiec ¢ | d | ar; 7z definicji NWD.

Ad4°® ((a,b)) dzieli a i b, wiec takze r = a — ¢b; zatem z 3° dostajemy ((a, b)) | (b, 7).
Tak samo widaé, ze (b, 7)) dzieli a = ¢b+ r, wiec ((b,7)) | (@, b)).

Ad5° Niech d = (a1,...,am,b1,...,by), d = ((a1,...,am),b1,...,by); nalezy

wykazaé, ze d ~ d. Otéz korzystajac z whasnodci 3° widzimy, ze:

(1) ci| (a1, .., am)), a wiec ci| al,...,ci| @y, ; ponadto ci| bl,...,ci| b, skad
d|(ar,... am,b1,... by),  czylid|d.

(2) d|(a1,...,am)), gdyz d | a1, ...,d | am; ponadto d | by, a zatem d | d.

Cwiczenie. Przeformutowaé powyzsze whasnoéci, uzywajac zamiast symbolu ()]

bardziej naturalnego obiektu jakim jest NWD(...).

9Czyli nie zmienimy NWD, jeéli dodamy do jednego z elementéw krotnoéé drugiego.
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85.

86.

2.4

87.

Definicja. Element w € R jest najmniejszq wspolng krotnosciq ele-
mentow ay,...,a, € R, jesli

(1) a1 |w,...;a, | w (tzn. w jest wspdlna krotnoscia aq, ..., a,);
(2) Yve R: (a1 |v,...,a,|v)=w|v (czyli kazda wspdlna

krotnosé¢ a; jest krotnosécia w).
Piszemy wtedy w € NWK(aq, ..., a,); zbior NWK(aq, ..., a,), tak jak
NWD(aq,...,a,), jest jedna z klas relacji stowarzyszenia (lub zbiorem
pustym). Zauwazmy, ze warunki (1),(2) mozna zapisa¢ nieco krdcej:

wewmRN...Na, R CwkR,

przy czym wR := {wz : @ € R} jest zbiorem wszystkich krotnosci w,
a wiec a1 RN ...N a, R oznacza zbiér wspoélnych krotnosei aq, ..., a,.

W przypadku wspomnianym wyze] w punkcie 82 wyrdzniona NWK
oznacza sie niekiedy symbolem w = [aq, ..., a,]. Zatem np. dla R = 7Z

mamy: NWK(12,-20) = {-60,60}, [12,—-20] = 60.

Uwaga. Anglojezycznymi odpowiednikami skrétéw NWD i NWK sa LCM (Least
Common Multiple) i GCD (Greatest Common Divisor).

Przyktlad (w ktérym R jest dziedzina catkowitosci, a NWD(a, b) = 0).
Niech R = Z[i\/@] bedzie zbiorem liczb postaci a + bi/e, gdzie a,b € Z; zbidr
ten, jak tatwo sprawdzié, jest zamkniety wzgledem dodawania, odejmowania i mno-
zenia, wiec (ze zwyktymi operacjami dodawania i mnozenia) jest pierScieniem —
podpierscieniem pierécienia C. Jasne, ze R, tak jak C, jest dziedzina catkowitosci.

Znajdzmy wspélne dzielniki elementéw a = 6, b = 10iv/6: Niech d = dy + d2i /6
jeli d € Dg(a), to e = ¢; + ciV/B € R :a = ed, wiec |a|? = |¢|?|d|?, przy czym
lc|? = ¢f +6¢3 € Z; zatem |d|* € Dy(|al?), czyli di +6d3 € D7(36); w szczegdlnosci
|di] € 0,6, |d2| € 0,2. Mamy wiec 13 -5 = 65 ‘elementédw podejrzanych’; jednak
skoro & = § = m(d1 — dsi/B), to d € Dr(a) & d} + 6d3 € Dy (6d1, 6da),
wiec wystarczy sprawdzaé tylko d, majace dy,dy > 0; jest ich 7-3 = 21. Dostajemy

Dgr(a) = {£1,42,4+3,+6 + ir/6}.
Latwo stad sprawdzié, ze spoéréd elementéw D(a) dzielnikami b = 10i7/6' sa tylko
+1, +2, +i\/6, skoro zaé 2 [iv/6 oraz iv/6 |2, to wynika stad, ze NWD(a,b) = 0.
A oto inna osobliwo$é: W podobny sposéb mozna sprawdzié, ze jesli § := iv/6, to
Dg(10) = {£1, 42, 45,410, (2 + 8), £(2 — §)}, Dg(6) = {£1, £6},

natomiast Dr(106) = { £1, £2, +£5, +10, +(2496), +(2— ),
6, £28, £56, £108, £(2+ 6)8, £(2 — 8)6,
+ 224 26), £2(2— 26), £(3+6), £(3—6)};

zatem 106 ma dzielniki nie bedace postaci zy, gdzie # € Dg(10), y € Dg(é).

Podpierscienie i idealy
Definicja. Podzbior S C R jest podpierscieniem pierscienia R, jesli
dla kazdej pary a,b € S elementy a + b, a — b, ab naleza do S; wtedy

S jest pierScieniem, w ktérym dzialania (dodawanie i mnozenie) sa
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‘dzialaniami w R, obcietymi do S’.

Nie warto wprowadza¢ odrebnych symboli dodawania i mnozenia dla podpierscienia

S C R:suma elementéw a, b € S jest «w sensie S» taka sama, jak «w sensie Ry itd.
Podzbiér J C R nazywa sie idealem pierscienia R, jesli
Va,be J:atbeJ oraz Yae J,r € R:ar € J;

oczywiscie J jest wtedy podpierscieniem pierscienia R.(?)

88. Przyklady. Pierscieft 7 jest podpierécieniem pierécienia R (a takze C).

Jedli w R kazdy rézny od 0 element ma odwrotnodé (w szezegdlnodei jesli R = K

jest ciatem), to pierdciei R zawiera tylko dwa ideaty: {0} i R (éwiczenie).

Jedli a € R jest ustalony, to podzbidr aR := {ar : r € R} jest, jak tatwo spraw-
dzié, ideatem (najmniejszym ideatem zawierajacym element a, a wiec generowanym

przez a); idealy takiej postaci nazywa sie ideatami gtownymi.

W piercieniu R = Z ideat 6Z = {0, 46, +12, £18, ...} sktada sie z krotnosci 6, tzn.
z liczb catkowitych podzielnych przez 6; podobnie 10Z = {0,+10,420, 430, .. };
zauwazmy, ze 2n = 12n 4+ (—10)n € 6Z + 10Z dla n € Z, a zatem 6Z + 107 = 27.
Przyktad ten pokazuje, ze na ogdt ideat aR + bR jest wickszy od (a + b)R.

Zauwazmy, ze kazdy podpierdcieri pierdcienia 7 jest jego ideatem (gdyz mnozenie
przez liczbe catkowita jest kilkakrotnym dodawaniem); z kolei mozna pokazaé, ze

kazdy ideat J C Z jest réwny nZ, gdzie n jest najmniejszym z elementéw J N7Z4 .

Ogdlniej, dla ustalonych ay,...,a, € R podzbidr J := a1 R+ ...+ a, R C R,
okreslony jako {ajry + ... 4 anry, : rp € R}, jest ideatem; jest to oczywiScie naj-
mniejszy z idealow zawierajacych wszystkie elementy aq, ..., a,, dlatego nazywa sie

go idealem generowanym przez elementy ai, ..., a,.

Dla ustalonego v € C zbidr Z[u] := {ag + a1u+ ...+ apu” :n € Zy, a; € Z}
jest najmniejszym spoérdd podpierscieni ciata C, zawierajacych w oraz 1; oczywiscie
Zu) = {a(v) : a € Z[-]}. Zauwazmy tez, ze np. ZV/5] = {a + V5 : «a, 8 € Z},
ZV = {a+ B2+ 74 o, 8,y € Z}, Z[i] = {a+ iB : o, B € Z}. Latwo tez np.
sprawdzié, ze podzbiér {4 8B : o, f € Z, 5 | o} jest najmniejszym podpierscie-
niem pierécienia Z[v/5] (a wiec i ciata C), zawierajacym element /5.

@ Niech teraz liczba u € C bedzie pierwiastkiem ustalonego wielomianu b € Z[ - ];
jesli jest = 1 wspdlezynnik przy najwyzszej potedze: b(z) = bo+.. . +b,_12" "1 +2",
to dla a € Z[-] iloraz i reszta z dzielenia a przez b, maja nie tylko wymierne, ale
nawet catkowite wspdtezynniki: Va : 3¢, r € Z[-]: a=qb+r, degr < n = degb;
skoro przy tym b(u) = 0, to a(u) = r(u); zatem

Zu)={ro+riut ...+ rp_u v, 1 €Z).
Latwe ¢wiczenie: 7 [ﬁ] = {a+2ﬁn\/§l ro,fEZ n EZ+} = U anZ[\/il]

=0

Jedli utamek % € (Q jest nieskracalny, to # €7 [%] dla n € N; istotnie,

dzieki temu, ze 1 € NWD(L"?, M™) mamy Jz,y € Z : 1 = L™z + M"™y (zob. dalej

punkt 95), a wiec Mln = (%)n z +y. Wynika stad latwo, ze

10D]a pierécieni nieprzemiennych rozrdznia sie trzy rodzaje idealéw: ideaty prawostronne
(zdefiniowane warunkami Ya,b,r : a +b € J, ar € J), lewostronne (a £ b € J, ra € J),
oraz obustronne (a+ b€ J, ar € J, ra € J).
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89.

90.

2.5

91.

92.

93.

94.

ZIE] = U st

gl

@ Niech liczba v € C bedzie pierwiastkiem ustalonego wielomianu ¢(-) € Z[-].
Dla n := dege(-) i M := ¢, € Z wielomian b(z) := M"~! . ¢(55z) nalezy do
Z[ -], jest unormowany (b, = 1) i zeruje liczbe u = Mv: b(u) = 0; zgodnie z @

n—1

mamy stad Z[u] = {ro + mu+ ...+ rn_q1u DT, ..., o1 € Z}. Natomiast
(o)

Zlv] = Z[37u] C L_Jl <= Z[u]; niekiedy, np. dla v = ﬁ, zamiast ‘C’ jest rownosé,

lecz na ogdt dok}acTny opis Z[v] moze by¢ zadaniem nietatwym (nawet dla n = 2).
Cwiczenie. aR CbR < b]|a, aR =bR <= a~b.

Fakt (operacje na ideatach). Przeciecie dowolnej (nawet nieskonczone;j)
liczby idealéw jest ideatem. Suma algebraiczna ideatéw

Ji+dy i ={artay: a1 € Ji,ax € oy ={a € R:3ay € Jy:a = ar+az}

jest ideatem. Suma mnogoséciowa 22, J, rosnacego (tj. wstepujacego)
ciagu ideatow J; C Jy C J3 C ... jest idealem.

Idealy gltéwne

Definicja. Ideal J C R, dajacy sie przedstawi¢ w postaci J = aR
dla pewnego a € R (tzn. dajacy sie ‘wygenerowac’ jednym elementem
pierécienia), nazywa sie idealem glownym w R. Pierécien R, bedacy
dziedzina catkowitosci, w ktérym kazdy ideat jest gléwny, nazywa sie
dziedzing ideatow glownych (w skrécie: d.i.g.).

Przyktlady.

(1) Pierécienie Z i K[ -] sa d.i.g. Przekonamy sie o tym w nastepnym paragrafie.
(2) R := Z[x] nie jest d.i.g., gdyz np. ideal J, ztozony z wielomianéw w, dla ktérych
2 | w(0), nie jest gtéwny. Istotnie, gdyby J = eR, wtedy c(x) | 2, e(®) | @, wiec
c(z) = £1, skad J = R, sprzeczno$é. Zauwazmy tez, ze J = 2R + xR oraz ze
wielomianu 1 € NWD(2, ) nie da sie przedstawié w postaci 2p(x) + zq(z).

(3) R := Kz, y], wtedy ideal J := 2R+ yR, tzn. J = {w : w(0,0) = 0}, nie jest
gtéwny, bo wspdlnym dzielnikiem z,y € J jest 1, za8 J # 1R = R.

Fakt. Jesli R jest pierScieniem (przemiennym, z 1) oraz a,b,d € R, to

d|a, d|b

aR+bR:dR<::>{Elx,yER:d:ax—l—by

} = d € NWD(a, b);

— oczywiste, np. d | a, gdyz aR C aR+ bR = dR. Skoro aR,bR C dR,
wiec aR 4+ bR C dR; 7z kolei d = ax + by € aR + bR, wiec takze dR C aR + bR.

Udowodnienie wynikania jest bardzo prostym ¢wiczeniem.
Fakt. Jesli R jest pierscieniem oraz a, b, d,w € R, to

(a) d e NWD(q,b) — (dR jest najmniejszym z idealow g}é_)

wnych zawierajacych ideal a R + bR
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(b) w e NWK(a,b) < wR=aRNbR ().
(a) (dR C cR) & ¢|doraz aR+ bR CdR & {Zﬁg gg} = {;l || Z}, skad teza.

(b) Warunek wR C aR N bR, réwnowazny w € aR N bR, oznacza, ze {Z || Z}} }’

7z kolei zawieranie aR N bR C wR oznacza, 7ze Vv € R : { Z || Z } = w | v; stad teza.

Natychmiastowym wnioskiem z tego faktu jest nastepujace podstawowe

95. Twierdzenie. Jesli R jest dziedzinag idealéw gtéwnych i a,b € R, to:

NWD(a,b) # 0 oraz d € NWD(a,b) < dR = aR+ bR; zatem:
Vd € NWD(a,b): Ja,y € R: d = ax + by;
NWK(a,b) # 0 oraz k € NWK(a,b) < kR =aRNbLR.

Uogdlnienie:

96. Twierdzenie. Jedli pierscien R jest d.i.g. oraz ay,...,a, € R, to:

NWD(ay,...,a,) # 0 oraz
d € NWD(aq,...,a,) & dR=aiR+ ...+ a,R;
Vd € NWD(a1,...,a,) : Jx1,.. . 2, € Rid =arx1 + ... 4 apty;

NWK(ay,...,a,) # 0 oraz
w € NWK(ay,...,a,) & wR=aRN...Na,R.

BEZPOSREDNI T ELEMENTARNY DOwWOD:

Ad ,: Zbiér J := a1 R+.. 4an R (ztozony z elementéw postaci a1 +. . .+any,
z; € R) jest idealem R; skoro R jest d.i.g., to J jest postaci J = dR, gdzie d € R.
Zatem da; € R:d = ayx1 + ...+ ap,. Skoro a; € ;R C J = dR, to d | a;, czyli d
jest wspdlnym dzielnikiem a;. Sprawdzimy, ze jest to dzielnik najwickszy: jesli ¢ | a;
dla i € 1,n, to takze ¢ | @121 + ...+ apxy, czyli ¢ | d. Zatem d € NWD(ay, ..., ap).
Ad wRCI: =aRN...Na, R & Vk: (wR C axR, tzn. ag | w). 7 kolei
ICwR & YveR: (Vk:vEapR)=vEwR, tzn. Vv € R: (Vk :ag | v) = w|v.
Zatem wR C I < (1), I CwR < (2), gdzie (1),(2) oznaczja warunki z definicji 85.

Ponizsze wtasnoscei 6°...10° stanowia uzupelnienie listy z punktu 83:

97. Fakt (dodatkowe wlasno$ci najwiekszego wspdlnego dzielnika w d.i.g.).
a,b)) ~1 < dp,g € R:ap+bqg=1;

((
™ ((av, bo) ~ (@, b)o:

(a5 ~ (@52) ~ 1= (@, bib) ~ 1

(a | beoraz (a,b) ~1) = a| ¢

10° (alec, ble, (a,b) ~1)=ab|ec.
Ad 6°: [=]juz bylo. [&]: Jedli ap+bg=11id = ((a,b)), to d|(ap+bq)), tzn. d | 1.
Ad 7°: P | L (w kazdej dz. catkowitosci), gdyz wskutek P | av, P | bv mamy tez
P | (av,bv)) = L. Odwrotnie, skoro Jp, ¢ : (a, b)) = ap + bq, to L | avp + bvg = dv,
skad L | avp + bvg = ((a,b)v = P.

NywR=aRNbR <= wR jest najwickszym z idealéw gléwnych zawartych w aRNbR.
DowoéD. [= ] Jjest oczywiste. wR CJ :=aRNbR wprost z zalozenia o J. Odwrotnie,
jesli v € J, to vR jest i.g. zawartym w J, wiec vR C wR, skad v € wR; zatem J C wR.
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2.6

98.

99.

100.

P1.

pP2.

P3.

Ad 8°: 1 = 1-1 = (ap + big)(ar + bas) = alapr + pbas + rbig) + bibags.
Ad 9°: Jq:be=aqiTr;s:ar+bs=1, wiec ¢ = (ar + bs)c = a(rc+qr), tj. a | c.
Ad10°: Jq : ¢ = ag; warunek b | ¢ oznacza wiec b | aq, skoro za$ ((a,b) ~ 1, to

wskutek whasnosci 9° mamy b | ¢, wiec 3r : ¢ = br; stad ¢ = ag = abr.

Pierscienie euklidesowe

Definicja. PierScien R (przemienny, z 1) nazywa sie pierscieniem
cuklidesowym, jesli istnieje funkcja 6 : R\ {0} — Z, = {0,1,2,...}
taka, ze spelniony jest nastepujacy ‘warunek Euklidesa’:

(E) dla kazdej pary a,b € R, gdzie b # 0, istnieja ¢,r € R takie, ze

a = qb+r, przy czym (jeéli r#0,t06(r) < 5(6)).

Pierscien euklidesowy bedacy zarazem dziedzina catkowitosci nazywa
sie dziedzing euklidesowaq('?).

Fakt. Kazdy pierscien euklidesowy jest dziedzing idealéw gtownych.

Niech J C R bedzie ideatem; mozemy zaltozyé, ze J # {0}. Niech n bedzie najmniej-
szym elementem zbioru {6(b): b € J, b # 0}. Wezmy dowolne ustalone b € J, takie
ze 6(b) = n. Pokazemy ze Va € J : 3¢ € R :a = ¢b, a zatem J C bR, czyli J = bR
(jako ze bR C J, gdyz b € J i J jest ideatem). Otéz z (E) mamy a = bg + r, przy
czym albo r = 0 (co daje teze), albo é(r) < 6(b), lecz wtedy bytoby r = a—g¢b € J,

przy czym r # 0 oraz é(r) < n, wbrew minimalnoéci liczby n.
Przyktady piersécieni euklidesowych.

Dla R = Z wezmy 6(a) := |a|; sprawdzimy, ze ¢ := E(F) jest dobre:
r=a—>bg = b(% — E(%)) = be, gdzie ¢ € [0, 1], wiec |r| < |b], tzn.
6(r)<é(b). Warto sprawdzi¢, ze dla ¢ := 1+ E(§) i ¢ € Z tez jest OK!

Dla R = Z mozna tez ¢ okresli¢ inaczej: S(a) := [log, |a]]. Sprawdzimy
warunek (E): Majac liczby Z > a,b # 0 okreslmy ¢ jako element Z
lezacy najblizej utamka ¢; wtedy ‘% — q‘ < %, wiecdlar:=a—bg € 7

mamy: |r| = ‘% —q‘ o] < %|b|, wiec log, [r| < —1 4+ log, |b], QED.

Zauwazmy, ze Ya : S(a) < |a] = 6(a); okazuje sie, ze § jest najmniejsza
z funkeji 6 : Z \ {0} — Z, spelniajacych aksjomat (E).
Dla R = K[z], gdzie K jest cialem, wezmy 6(a) := deg a.

Twierdzenie (o dzieleniu wielomianow). Jedli a,b € K[z], przy czym
b # 0, to istnieje dokladnie jedna para wielomianéw ¢,r € K|z],

12W wielu podrecznikach oprécz warunku (E) postuluje sie jeszcze nastepujacy warunek:

(E’) Funkcja 6 jest rosnaca w tym sensie, ze (a, b#£0, a] b) = 8(a) < 6(b).

Okazuje sie, ze warunek (E’) jest wladciwie zbedny: Jesli para (F, §) spetnia warunek (E),
to istnieje funkcja &' : R\ {0} — 7Z; taka, ze para (E,¢') spelnia oba warunki (E),(E’).
Jako & mozna wziaé np. naymniejszq z funkcji 8§, dla ktérych spetniony jest warunek (E).
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P4.

101.

102.

2.7

103.

nazywanych ilorazem 1 resztq z dzielenia a przez b, takich ze

a=qb+r oraz degr < degb.

Istniente. Ustalmy b, a wiec takze m = degb > 0. Zastosujemy indukcje wzgledem
liczby dega. Jeéli deg a < m, to para ¢ := 0, r := a ma zadane wtasnosci. Zaltézmy
teraz, ze deg @ = n > m oraz ze twierdzenie jest prawdziwe dla wielomianéw stopnia
< n. Niech a(z) = ag+.. . +anz”, b(x) = bo+...+bp2™, anby, # 0. Zauwazmy, ze

sktadniki z " w wielomianie a(#) := a(z)— Iil—"

2" Mh(x) znosza sie, wiec deg a < n;
wobec tego z zalozenia indukcyjnego @ ma rozktad a(z) = ¢(x)b(x) + r(z), gdzie
degr < m. Stad
a(z) = a(z) + Z—;x”_mb(x) = (q(z) + Z—n’ix”_m)b(l‘) + r(z),

a wiec dowdd kroku indukeyjnego zakoniczymy, prayjmujac ¢(#) := ¢(x) + Z—”x”_m.
Jednoznacznosé. JeSli a = gb+r oraz a = ¢1b+ry, to (¢1 — q)b = r —ry; gdyby przy
tym byto ¢1 — ¢ # 0, wtedy deg((q1 — q)b) = deg(q1 — q) + degb > degb, podczas
gdy warunki degr, degry < degb implikuja deg(r — r1) < degb, sprzecznosé.

Dla R = Z[i] (piericien Gaussa) wezmy é(a) := |a|?; wtedy faktycznie
§(a) € Zy, gdyz 8(a) = ai® + as?, gdzie a; := Rea, a; = Ima.
Sprawdzmy warunek (E): Dla a,b € R\ {0} mozna dobrac¢ ¢ € R tak,
by réznica ¢ := § — ¢ lezala w kwadracie {Z : Rez,Imz € [—%, %]}
Wtedy |c]? < i + i =

%; zarazem r = b(% — q) = be, a zatem

8(r) = [r[* = [bef* = [b]*[e]* < 3[bf* < [B* = 6(b).

Uwaga. 7 aksjomatu (E) nie wynika jednoznacznosé operacji dziele-
nia z reszta, np. dla R = Z mamy 30 = 2-13 +4 = 3-13 4+ (-9),
wiec sa dwa mozliwe wyniki dzielenia 30 przez 13: ¢ = 2,r = 4 oraz
g =3,7r = —9. W pierscieniu Gaussa sa mozliwe nawet 4 rézne wyniki:

1=0-(140)+1 = 1-(14+i)+(—i) = (=) (A1+i)+i = (1=i)(1+i)+(-1).

Natomiast dzielenie z reszta jest operacja jednoznaczna w R = K[-].
Fakt. Niech pierscien R ma wtasnosci (E) i (E’) oraz a,b € R\ {0}.
(1) Jesli a | b,1lecz a £ b (tzn. b fa), to é(a) < 6(b)

(w tym sensie mozemy o funkcji 6 méwic, ze jest «scisle rosngear);
(2) Jesli a | b oraz 6(a) = 6(b), to a ~b;
(3) 6(b) = 6(1) < b € R* := (elementy odwracalne pierscienia R).

Ad(1) Zastosujmy (E): @ = bg + r, przy czym 8(r) < §(b) (r # 0, gdyz b fa);

lecz r = a — bg wraz z a | b daje a | r, wiec z (E’) wynika é(a) < 6(r) < 6(b).
Ad(2) Jest to oczywidcie tylko inne sformutowanie (przez ‘kontrapozycje’) faktu (1).
Ad(3) Tmplikacje ‘=’ dostajemy z (2), biorac a = 1; jeSlizaé be R*  to 1] b1

co wraz z (E’) daje 6(1) < 6(b) < 4(1), tzn. 6(b) = 6(1).

bl

Algorytm Euklidesa

Twierdzenie. Jesli R jest pierScieniem euklidesowym, to dla kazdej
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104.

105.

pary a,b € R, takiej ze b #£ 0, NWD(q, b) zawiera «ostatnia niezerowa
reszten, tzn. element r;, € R, uzyskany w nastepujacym procesie:

re % 0 6(r1) < 6(b)

T9 7£ 0 5(7"2) < 5(7“1)

3 7£ 0 5(7"3) < 5(7“2)

a= qb+r
b= qar1 + 1y
T = qarz + 173
Tk—2 = qpTk—1 + 7%
Tk—1 = qk+1Tk

§(ri) < 8(re_t)

Procedura musi sie zakonczy¢ po skonczonej liczbie krokéw, gdyz scisle
malejacy ciag liczb 6(rg) € Z4 musi mieé skonczona diugosc.

Oznaczmy dla wygody r_1 := @, ro := b, wtedy r_1,70,...,7t41 sa elementami

spelniajacymi relacje |rj_2 = qjrj_1 + 75 ‘, j € 1, k+ 1. Korzystajac z whasnosci
(gb + r, b)) = (b, 7)), zob. 83, dostajemy ((rj_2,7j-1)) = (g;7j-1 + 75,75-1) =
(rj—1, 7)), awiee (a,0) = (r-1,70) = (ro, ) = ... = (rr, a41)) = (72, 0) ~ 7.

Fakt. W oznaczeniach p. 103 niech s_q, sg, s1, ..., sp € R bedzie dowol-
nym ciagiem spelniajacym te same relacje, co r;: ‘S]‘_Q =q;5,-1 + S]“

dla j € 1,k. Wtedy Dy = —D; = Dy = ... = (=1)FDy, gdzie
D]‘ = Tim1 T =Tj-18; —TjS;1 dla j € 1,—]6
S;-1 S5
Istotni gr'+r o' _ ' ' 1ot ) P v
stotnie, mamy | o L o =(qgr'+r)s —r'(qs'+s)=rs —r's=— o

sp =01\ . ) .
i kolejno wyliczymy sg_so, ..., Sg, S_1,

Jesli wiec wezmiemy
Sp—1 =1

to wtedy Sa Sb =Dyg=+xD, =+ Tk1—1 rok
—1 So

dostajemy w ten sposéb wygodny algorytm znajdowania pary x,y € R,
spelniajacej warunek ax + by = ((a, b)); por. punkt 95.

, czyli asg — bs_1 = Fry;

Uwaga. Wygodnie jest stosujac powyzszy algorytm postugiwac sie
jednym z dwu nastepujacych “formularzy’ (poziomym lub pionowym):

a b T T2 Tk—-1 Tk a 51
0 q2 43 dk+1 0
S1 S0 S1 S92 Sk—1 Sk b S0
42
1 51
VE
T2 52
Przyklad. Dla pary (169,64) dostajemy tabelke
169 64 41 23 18 ) 3 2 1
2 1 1 1 3 1 1 2 s | Th=1 Sk-1
66 25 16 9 7 2 1 I 0 qk+1
z ktorej wynika, ze ((169,64)) =1 = 169 - 25 — 64 - 66. | "+ Sk
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2.8 Rozklad na czynniki pierwsze

106.

107.

108.

109.

Definicja. Niech R bedzie dziedzina catkowitosci. Element p € R, taki
ze p#£ 0 oraz p 4 1 (%), nazywa sie:

rozktadalny EEN p ma dzielnik niestowarzyszony ani z p, ani z 1;
nierozkladalny EEN kazdy dzielnik p jest stowarzyszony z 1 lub z p;
plerwszy A4 jachodzi implikacja p | ab= (p|alub p|b).

Oczywiscie element p € R jest rozktadalny < ma nietrywialny rozktad na czynniki:
p=ab, aitl, bl

Fakt. (a) Kazdy element pierwszy jest nierozkladalny.
(b) Jedli R jest d.i.g., to kazdy element nierozktadalny jest pierwszy.

Ad(a). Niech p — pierwszy i niech a | p; wtedy b : p = ab. Skoro p | ab, to sa dwie
mozliwosci:  p|a, wtedy a ~p;  lub p| b, wtedy ab | b, skad a | 1, czyli a ~ 1.

Ad(b). Niech p — nierozktadalny i p | ab. Skoro d := ((a, p)) jest dzielnikiem p, to
sa dwie mozliwoéci: 1° d ~ p, wtedy p | d | a; lub

krotno§é p

—~~—
2° d~1,wtedy o,y : 1 = ar+py, skad p | ( ab )x+pyb =b.

Przyklady. W kazdym z ponizszych przyktadéw R jest dziedzina euklidesowa,

a wiec tez d.i.g.; zatem elementy pierwsze to to samo, co elementy nierozkladalne.

() W R=17Z: (zbiér elementéw pierwszych)={+2,+3,+5, +£7,+11,+13, +17,.. }.
Rozktadem na czyniki pierwsze elementu @ = 60 jest ¢ = 2-2-3 -5, ale mamy takze

inne (réwnowazne) rozktady: a = (=5)-(=2)-2-3=(=2)-(=3)-(=5) - (-2) = ...

(1) W C[ z ] elementy pierwsze sa to wielomiany stopnia 1; w IR[ « ] elementy pierwsze
sa to wielomiany stopnia 1 oraz wielomiany stopnia 2 o wyrdznikach < 0. Wynika

to wprost z twierdzenia o rozktadzie wielomianéw w C[z]1i w R[z], zob. 62.

(I W R = Q[ z] sa elementy pierwsze dowolnego stopnia, mozna np. pokazaé, ze
wielomiany p,(x) := 2™ — 2 sa pierwsze dla n € N; wymaga to skorzystania np.
7z tzw. ‘kryterium Eisensteina’ (zob. np. Kostrykin, str. 168), nie wystarczy tu sam

fakt braku pierwiastkéw wymiernych!

(M) W pierdcieniu Gaussa R = Z[i] element 2 € R nie jest pierwszy, gdyz ma
rozktad 2 = (1 4+ i)(1 — i); z kolei 1 4 { jest pierwszy w R, bo jedli 1 + i = ab, to
2 = |ab|? = |a|?[b|?, przy czym |a]? €N, |b]? € N, wiec |a|> = 1 1ub |b]? = 1. W taki
sam sposéb mozna sprawdzié np., ze pierwsze sa elementy 3,7,11,19,23, a takze
246, 34+2i, 44, natomiast rozkladalne sa 5 = (2+0)(2—1¢), 34+¢( = (1+4)(2—¢),
13=03B4+2)(3—-2),17T=(4+i)(4—1i) itd.

Cwiczenie. Dowieéé, ze jedli p € N jest liczba pierwsza, to
( p jest elementem rozkta- ) ( p da sie roztozy¢ na sume kwadratéw: )
dalnym w pierscieniu ZJ[¢] p=a’+b% gdziea,bcN={1,2,...} J°
Dla dowodu ‘=’ mozna zauwazy¢, ze jeSli z = a + ib € Z[i] jest dzielnikiem p, to
(1) a® + b? dzieli pa i pb; (2) Jz,y € Z: ax + by = 1, a wiec p = pax + pby.

Twierdzenie. Kazda d.i.g. jest dziedzing z jednoznacznosciq rozkladu,
czyli taka dziedzina catkowitosci R, ze:

13Latwo zauwazy¢, ze takie elementy istnieja wtedy i tylko wtedy, gdy R nie jest ciatem.
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(1) Kazdy element a € R\ ({0} U[1]~) ma rozktad na czynniki nieroz-
kladalne, tzn. a = p1ps ... pn, gdzie p; € R sa nierozktadalne;

(2) Powyzszy rozkltad jest jednoznaczny(**) w nastepujacym sensie: Jesli
PPz - Pm ™~ Q1q2 - - - ¢n, gdzie p;,q; € R — nierozkladalne,
to m = n oraz istnieje permutacja ¢y, ...,%,, clagu 1,...,m, taka ze
P~ iy P ™ iy,

Skoro R jest d.a.g., to elementy nierozkladalne to to samo, co elementy pierwsze.

Ad (1) Nazwijmy element a € R zwyktym, jeSli @ ma rozktad @ = p1p2 ... pm na
czynniki pierwsze p; € R. Zatem kazdy element pierwszy jest zwykly (m = 1) oraz
R jest suma roztaczna R = {0} U [1]~ U Ryw U Rugw, gdzie R,y oznacza zbidr ele--
mentéw zwyklych, a Ryzw — niezwyklych. Pokazemy, ze dla d.i.g. zawsze Rpuw = 0.
a1 € Rngw )

afa;
Istotnie, a jest rozktadalny (gdyz elementy pierwsze naleza do Ry ), a wiec a = a1 by,

Zauwazmy najpierw, ze kazdy a € Ry, marozklad a = a1b; taki, ze (

gdzie a1 4 a oraz by 4 a; skoro za$§ iloczyn dwéch elementéw R,y nalezy do R,y

(z definicjil), to choé jeden z czynnikéw aq, by, powiedzmy ay, nalezy do Rpzy.

Przypusémy teraz, ze Rn,w # 0 oraz niech a € Ry,w; wtedy dzieki powyzszej uwadze

mozna indukcyjnie zbudowaé nieskoniczony ciag a = ag,ay,as,as, ... elementdéw
(o]

Ry,w takich, ze (ak‘H | ) . Ciag ideatdéw ay R jest rosnacy, wiec J = U a, R tez
ar fak+1 2

jest idealem; skoro za§ R jest d.i.g.,to dd € R : J = dR. Oczywiscie Vk : a;, R C dR,

czyli d | ag. Zarazem d € dR = J, a zatem 3j : d € a; R, tzn. q; | d. Mamy wiec

aj | d | ajp1, co przeczy whasnoscl Yk : ap fag41; zatem zbidr Rygw jest pusty.

Ad (2). Zastosujemy indukcje wzgledem liczby & = min(m,n) > 0. Przyjmijmy

tu naturalna umowe, ze p1 . ..py oznacza 1 w przypadku, gdy m = 0.

Mamy pokazaé, ze dla m = 0 nie moze byé¢ n > 1; otéz gdyby 1 ~ ¢1...qp,,

wtedy q1 |q1 .. .qn | 1, skad ¢1 ~ 1 whrew zalozeniu, ze element ¢ jest pierwszy.

Niech p1...pm ~ q1...¢n, gdzie min(m,n) = k + 1, k& > 0; mozemy

dla ustalenia uwagi zatozyé, ze m =k + 1 < n.

Skoro py, jest pierwszy i pm | q1 - . - qn, t0 pm dzieli choé jeden z czynnikéw ¢;, tzn.
Fim € 1,0 : pm | qi,,. Zarazem q; jest nierozkladalny, wiec jego dzielnik p,, jest
stowarzyszony z ¢; lub z 1; ta druga mozliwoéé¢ odpada, gdyz p,, jest pierwszy,
wobec tego pm ~ ¢;,, -

Zauwazmy teraz, ze jeSli ap ~ bg oraz 0 # p ~ ¢q, to @ ~ b. Istotnie, ap ~ bg ~ bp
daje ap ~ bp, skad @ ~ b. Zastosuymy te uwage biorac ¢ = a1...am—1, P = DPm,
q =, oraz b = q1...q;. ...q, (gdzie ...q... oznacza pominiecie czynnika g).
Dostajemy p1 .. .pm—1 ~ q1-..G;., ---qn; skoro min(m — 1,n — 1) = k, z zalozenia
indukcyjnego T}, wynika stad, ze m—1 =n—1o0raz p1 ~ qi,, .-, Pn-1~ ¢i,_4;

zarazem m = n i pm = ¢;,, , co konczy dowdd indukeyjny.

110. 7 tego, co juz wiemy, dostajemy nastepujacy obraz zawieran pomiedzy
dziedzinami euklidesowymi (DE), dziedzinamiideatéw gtéwnych (DIG)
i dziedzinami z jednoznacznos$cia rozkladu (DZJR):

LW istocie wykazemy tu, ze w dziedzinie catkowitodci (niekoniecznie d.i.g.) rozklad na
czynniki pierwsze (to wiecej niz nierozkladalne!), o ile istnieje, jest jednoznaczny.
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111.

112.

113.

2.9

114.

DE C DIG C DZJR.

Przyktadami pierécieni kategorii DZJR \ DIG, sa R = Z[z] (wielomiany zmienne] #
o wspétczynnikach z Z) oraz R = K[z, y] (wielomiany dwéch zmiennych); zob. 92.

Trudniej wskazaé przyktady pierécieni z DIG \ DE (jak badaé ‘nieeuklidesowodé’ 7).

Przyklad. W dziedzinie catkowitosci Z[i\/@] nie ma jednoznacznosci rozktadu, gdyz
np. —6 = 2(=3) = ¢ - 6, gdzie § := V6, przy czym kazdy z elementéw 2,3, 8 jest
nierozktadalny (gdyz [2|? = 4, |3]? = 9,|8|* = 6, zaé |a + b8|? = a® + 6b?). Ponadto

elementy 2 1 3 nie sa pierwsze, gdyz sa dzielnikami é - §, nie dziela za$ 6.

Zatézmy teraz, ze R jest d.i.g. Ustalmy pare a,b € R; niech py,ps,...,p beda
wszystkimi czynnikami pierwszymi (z doktadnoscia do relacji stowarzyszenia, a wiec

pi # p; dlai# j), wystepujacymi w rozktadach elementéw a 1 b.

Ay

Fakt. Rozt6zmy a,b € R na czynniki pierwsze: a = ap;®' - ... p,.°7,
b= bpP .. pPr, gdzie a,b € R*,r € N, p1,...,p, — elementy
pierwsze w R, przy czym ¢ # j = p; % p;, natomiast «;, 5; € Zy.
Woéwczas

lL.a|lb = o < B, -y ar < B
2. ((Cl, b)) ~ plmin(a1,ﬁ1) . mein(ar,ﬁr);
3. [[Cl, b]] ~ plmax(a1,ﬁ1) . meaX(ar,ﬁr)‘

Jeéli b = ac, to kazdy z czynnikdéw pierwszych ¢ jest czynnikiem pierwszym b,

wiec ¢ marozktad ¢ = ép;7 .. -p, 77, zatem §; = a;+v; > «;. Odwrotne wynikanie

‘<=’ jest oczywiste: ¢ = é‘lgnpiﬁ’_“’. Kaz'dy wspdlny dzielnik @ 1 b ma
i

w rozkltadzie tylko takie czynniki pierwsze, ktére wystepuja w a i b, wiec ma postaé

d=dp® ... ptr, gdzie (zgodnie z 1.) & < oy 1 8 < S5, tzn. & < min(ey, 3;);

stad teza. Jeéli alwib|w, top;*

skoro czynniki p;™** " sa wzglednie pierwsze, to w musi by¢ krotnoscia ich iloczynu.

w, WIQC pimax(auﬁz)

wip w; stad,

Przyktad. Jesli R = Z, a = 4200, b = 495, to rozkladajac na czynniki
pierwsze dostajemy a = 2%-3-52-7-119 b =2°.3%2.51. 7. 11, wiec
(a,0)) =2°-3-5-7°-11° =15, [a,b] =2%-3%- 5% 7- 11 = 138 600.

Cialo ulamkoéw pierscienia

Pierscien Z jest podpierscieniem ciata Q; oczywiscie Z jest réwniez
podpierscieniem wielu innych cial, np. R lub C lub Q + iQ, lecz Q jest
najmniejszym sposrod tych ciat, jesli bowiem Z C K1 K jest zamkniete
wzgledem dzielenia, to kazdy utamek ¢ = % € @ musi nalezec¢ do K.

Pokazemy teraz, ze podobna sytuacja ma miejsce dla wielu innych
pierscieni: jesli pierscien R jest ‘dostatecznie dobry’, to mozna utworzy¢
pewne cialo Q(R), zawierajace R jako podpierscien; co wiecej, kazdy
element Q(R) bedzie ilorazem dwéich elementéw z R, a zatem Q(R)
bedzie najmniejszym ciatem zawierajacym R.

Co to znaczy, ze pierscien R jest ‘dostatecznie dobry’, tzn. ze jest
podpierscieniem jakiego$ ciata? Zauwazmy, ze kazde cialo ma mnozenie
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115.

116.

laczne i przemienne, ponadto za$ (¢ # 0,b # 0) = (ab # 0); jasne jest,
ze te whasnoSci (taczno$c i przemienno$é mnozenia oraz brak nietry-
wialnych dzielnikéw zera) sa ‘dziedziczone’ przez kazdy podpierscien
ciata. Wobec tego o danym pierscieniu R musimy zatozyc, ze jest dzie-
dzina catkowitosci, jest to bowiem (dla pierscienia z jedynka) warunek
konieczny mozliwosci ‘zanurzenia’ R w jakie$ ciato.

Twierdzenie. Niech R bedzie pierécieniem z jedynka. Wowczas

(istnieje ciato @, zawiera—) o ( R jest dziedzi- )

jace R jako podpierscien na catkowito$ci

Dowdéd ‘=" wtadnie przedstawiliémy; dowdd wynikania ‘<=’ stanowi nastepny punkt:

Konstrukcja ciata ) = Q(R). Niech R bedzie dziedzina catkowitosci.
W zbiorze 7 := R x (R\{0}) = {({,m) : [,m € R,m # 0} wpro-
wadzmy nastepujaca relacje: (Iy,my) ~ (I, m2) L Lmy = Lmy.
Latwo sprawdzié, ze jest to relacja réwnowaznosci('®). Zatem zbiér Z
rozklada sie na klasy réwnowaznosci tej relacji; niech @) := 7/, bedzie
zbiorem wszystkich tych klas. Oznaczmy

L :=klasa rdwnowaznosci, zawierajaca element ([, m); *
m ) J& ) )

wobec tego z definicji
Tlll_ll = 7711—22 <~ llmz = 12m1

oraz, l
Q={m:lmeRm#0}="2/..
Zdefiniujmy w zbiorze () dziatania mnozenia i dodawania nastepujaco:

| Ll Lymy + myl
G = =15 = G0 = e Gt @ i= %;

wzory te sa sensowne: mimg # 0 wskutek tego, ze R jest dziedzina
catkowitosci i mq,ms # 0, co wiecej za$, prawe strony nie zaleza od

wyboru przedstawienia elementow ¢; 1 ¢o jako ‘ilorazéw’ typu % (6.

Jest rzecza bardzo latwa (lecz nudna) sprawdzenie, ze zbidr @) z tak

0

zdefiniowanymi dzialaniami jest cialem; w szczegdlnosci zerem jest T

(przy czym % = % & [ =0), jedynka jest %, elementem przeciwnym

do % — element _Wl, a odwrotnoscia % (dla I # 0) — element %

Wzory%—l—%:aT—l_b,%-%:aTborazto,z'e%:% < a=0b,

sprawiaja, ze podzbiér R := {% ta € R} jest podpierscieniem ciata @),

«wygladajacym z punktu widzenia wtasnosci algebraicznych tak samo,

5Np. jesli (I1,m1) ~ (l2,mq) oraz (lz,ms) ~ (l3,m3), tzn. {

llmz = lzml }
, to

lamg = lzms

limamg = lamyms = mylsma, czyli ma(lyms — lzmy) = 0, skad wskutek mso # 0 i braku
dzielnikéw zera wynika {ymz — [3my = 0, tzn. mamy przechodnio$é (I1,m1) ~ (5, m3).

16Jeéli bowiem wezmiemy inne przedstawinia ¢, = ]\L4—11, q2 = ]\L4—22, wtedy LMy = Limq,

loMy = Lomy, stad za$ wynika, ze l1ls My Ms = LyLamims, a wiec

Lily _ LyLs
mpms T Mle’
Lmg + muly _ LMy + MyLy

a takze (11m2+m112)M1M2 = (L1M2+M1L2)m1m2, WIQC =

mymsa M1M2
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117.

jak pierscien R». Chcac nadac $cisty sens ostatniej konstatacji okreslmy
odwzorowanie j : R — () wzorem
J(x) = % = klasa zawierajaca pare (x,1).

Jest widoczne, ze j jest injektywne (a wiec jest bijekcja R na R =
0t b) = ja) + j(b)
j(ab) = j(a)j(b)
homomorfizmem pierscieni. Taka rzecz wyraza sie zwykle, méwiac ze
J jest zanurzeniem pierscienia R w cialo (). W takim razie pokazali-
smy, ze kazda dziedzina calkowitosci daje sie zanurzyé w pewne ciato; co
wiecej, istnieje takie ciato Q = Q(R), tzw. ciato utamkéw pierscienia R,
ktore zawiera podpierscien R izomorficzny = R i generujacy cale cialo ¢

J(R) C @) oraz ze ma whasnosci {]( }, czyli ze jest

(tzn. taki, ze kazdy element @) jest ilorazem elementéw z R).

Przyklady. Dla R = 7, oczywiscie, Q(R) = @ = (cialto liczb wymiernych).

Pokazemy, ze dla R = Z[i] (pieréciei Gaussa) ciato Q(R) mozna utozsamié
z clatem Q +:Q = {z € C : Rez,Imz € Q} wymiernych liczb zespolonych.

Rezygnujac z oznaczenia (*) oznaczmy teraz ~-klase pary ({,m) € Z symbolem
=1

{

m
Skoro [(1,,m1)] = [(Lm)] = Lm = mil = = L

finicja F([(l,m)]) = % odwzorowania F' : @ = Q(R) — C. Wystarczy jesz-

cze zauwazyé, ze — wprost z okreslenia dzialai w Q — F jest homomorfizmem:
Flgr+ q2) = F(q1) + F(q2), Flq1q2) = F(q1)F(q2); ponadto F jest injektywne:
Flp) = Flg2) = Flan—q2) =0 = q1—¢q =0, oraz I'(Q) = Q +:Q, gdyz

_ Im
e ml?

2 € @+ iQ jest wartoscia F: z = F([(ll,ml)] + [(ilz,mz)]), gdzie 1,15 € 7 sa

licznikami, a m1, my € Z — mianownikami liczb Rez 1 Im z. Wobec tego f jest

[({,m)], podczas gdy -m~! oznaczaé bedzie, jak zwykle, iloraz w ciele C.

to sensowna jest de-

jest dla I, m € R wymierna liczba zespolona, a zarazem kazda liczba

izomorfizmem (tzn. bijektywnym homomorfizmem) ciata @ na ciato Q + Q.

Zatézmy, ze R jest podpierscieniem jakiegos ciata K. Powtarzajac wywody
bez trudu stwierdzamy, ze w tym przypadku Q(R) mozna utozsamiaé z podciatem
Ko C K generowanym przez R, tzn. najmniejszym sposréd takich podciat Ky C K,
ze R C Ky; ponadto Ko = {Im~! : I,m € R, m # 0} sklada sie z ilorazéw (w sensie

operacji w K) o licznikach i mianownikach nalezacych do R.

Dla R = K[ -] ciato @ = Q(R) nosi nazwe ciata funkcji wymiernych o wspélezyn-
ntkach z K; stowo ‘funkcje’ jest tu — podobnie jak przy definiowaniu wielomiandw
— niezbyt adekwatne: wprawdzie kazda ‘funkcja wymierna’ ¢ = % € Q(R) okredla

rzeczywiscie pewna funkcje:

f:Dy =K Df={rekK:Mx)#0}, flz):= % (iloraz w sensie K),

lecz niekiedy réznym elementom ) moga odpowiadaé jednakowe funkcje, a nawet
moze sie zdarzy¢ (dla skoriczonego ciata K), ze f ma pusta dziedzine: Dy = (!
Sa i inne niedogodnoéci, np. jedli ¢1 — f1, g2 — f2, q1 +q2 — f, to f pokrywa sie z
fi+fona Dy, NDy,, lecz na ogét Dy jest wicksze od Dy, NDy,, itd. Z tych wzgledéw
elementy ciata Q(R) nalezy traktowaé nie jako funkcje, lecz jako ‘prefunkcje’; czyli
‘recepty na funkcje’; rézne funkcje odpowiadajace jednemu elementowi ¢ € @) sa
okreslone identycznym ‘wzorem’, réznia sie natomiast dziedzinami, np. mozna D

wybraé jako stosowny podzbidr jakiegos wickszego ciata K D K.

39



3
Dla K = Zz = {0,1} element f(z) = Lta” o, pustyg dziedzing D;: zaréwno

4z
dla # = 0, jak 1 dla # = 1, mianownik znika. Niemniej jednak mozna trakto-
waé f jako funkcje, np. na podzbiorze Dy = {a,b} 4-elementowego ciata Galois

_ . _I+a® _ I+1 _ 0 _ _I+7 _ 0 _
GFy = {0,1,0,b}: fla) = a+a?  at+b T 1T 0, F(b) = b+a — I — 0.
Z tego bynajmniej nie wynika, ze f = 0, dla jeszcze wiekszego ciata (np. GFg) moze

by¢ 3z € Dy : f(x) # 0. Co wazne, operacje na ‘funkcjach wymiernych’ wykonuje

_z+a’ f(=) _ 14 23 itd
1+23 flo)+1 7~ 14+z+22+2% ’

sie catkiem formalnie, np. f(lx)

2.10 Rozklad na ulamki proste

118. Fakt. Jedli R jest dziedzina ideatéow gléwnych, a @ = Q(R) — cialem
ulamkéw pierscienia R, to kazdy element ¢ € () mozna przedstawic¢ jako
sume utamkoéw o mianownikach postaci p”, gdzie p € R jest elementem
pierwszym oraz n € N.

Istotnie, ¢ = %, gdzie {;m € R oraz m # 0. Jak wiemy (zob. 109) m ma rozktad

na czynniki pierwsze; zatem m = p1** - ... p,“7, gdzie py,...,p, € R sa plerwsze
i parami niestowarzyszone. Wezmy my := Z% =pa®2 P, L, My = ]%; sa
r

1
to elementy R takie, ze NWD(mq,...,m,) = [1]~, wiec (zob. 96) Juy,...,u, € R:

ST mpup = 1. Stad ¢ = % = my vy +7ﬁ“+mrur = é)%ll +...+ Zlfé’;, QED.
k=1 1 r

119. W dalszej czesci tego paragrafu bedzie nam potrzebny warunek nieco
mocniejszy niz euklidesowo$¢ pierécienia(!”). Zalozymy mianowicie, ze

para (R, §) spelnia nastepujacy mocny warunek Euklidesa('®):

. ‘ ‘ a=bg+r, 6(r) < é(b)oraz
(E7) Va,be RA{0}:3rq € K (jeéli 8(b) > 6(1), to 6(q) < 8(a)
120. Fakt (o rozwijaniu przy podstawie p). Niech p bedzie elementem R,

takim ze 6(p) > 6(1). Wéwezas kazdy a € R ma rozktad postaci

a=ro+rip+...+r,p" ()
gdzie n € Zy oraz ro,...,r, € Cp:={r € R:6(r) < é(p)} (‘p-cyfry’).

Ad absurdum. Spoéréd elementéw a € R nie majacych rozktadu postaci (*) wy-
bierzmy taki, ktéry ma najmniejsza mozliwa wartodé 8(a). Wezmy pare (r, ¢) opi-
sana warunkiem (E*) dla b = p; skoro 6(¢) < é(a), to ¢ ma p-rozktad, a wiec
qg=ri+rp+...+rmpp" dlastosownych m € Zy oraz ri,...,rym € C),. Zarazem
ro =17 € Cporaz a = rg+pg = 79+ mp+ ...+ rppp™t; jest to prozklad

elementu a, co stanowi sprzeczno$é z wyborem a, QED.

121. Uwaga. Do znalezienia rozwiniecia (*) mozna postuzy¢ sie nastepujacym prostym

algorytmem, w ktérym znak ‘:=’ oznaczaé bedzie podstawienie:

1"By¢é moze tylko pozornie mocniejszy: autor przypuszcza, ze kazdy piercient euklide-
sowy spelnia ten warunek. Nietrudno dowie§é, ze jest tak dla pierscieni K[ -], Z oraz Z[].
18Wartoéé 8(0) okredlamy tak, by Ya € R\{0} : 6(0) < 8(a), np. przyjmujac 6(0) := —oo.
Dzieki temu w warunku (E) zamiast ‘r £ 0 = §(r) < 6(b)” wystarczy pisaé ‘6(r) < §(b)’.
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123.

n:=0; c:=a; ry:=c
until(é(c) > 6(p))

c=pq+r
znajdz r,q € R takie, ze | r € () s rp =T oci=q; ni=n+1;
8(q) < é(c)
Algorytm zawsze zakoniczy sie po skoniczonej liczbie krokéw, gdyz kolejne wartosci

8(c¢) tworza malejacy ciag liczb catkowitych nieujemnych.
Przyklad. Dla R = Z, a = 474 oraz p = 7 kolejne ilorazy 1 reszty sa nastepujace:

ilorazy | 474 67 9 1 0
reszty | ro =5 rn=4 re = 2 rg =1,

4T4=5467-T=54+A+9-7T) - T=5+(4+2+1-T)7)7T=5+4-7T+2-7241-73

a zatem

Zauwazmy, ze w kolejnych dzieleniach wybieraliSmy tutaj takie ilorazy, przy kté-
rych reszty (a wiec ‘cyfry rozwiniecia’) sa nieujemne. Nie przestrzegajac tej zasady
mozna otrzymadé inne rozwiniecia, np.

ilorazy | 474 68 10 1 0

reszty | rg = —2 ry=—2 ro =3 r3 =1,

coyli 474 = (=2) + (=2) - T+3 -T2+ 175,

Poniewaz kazdy pierécien euklidesowy jest d.i.g., to rozktadajac zgodnie z fak-
tem 118 dany ¢ € ) na sume utamkdéw ]% oraz rozwijajac (zgodnie z faktem 120)

kazdy z licznikéw dostajemy natychmiast nastepujacy wniosek:

Twierdzenie (o rozkladaniu na ulamki proste). Jesli (R, 6) jest dzie-
dzina euklidesowa, to kazdy element ¢ ciata utamkéw @ = Q(R) mozna
przedstawi¢ jako sume pewnego elementu pierscienia R 1 pewnej liczby
ulamkow prostych, czyli ulamkéw postaci %, gdzie a,p € R, p jest
elementem pierwszym oraz 6(a) < 6(p).

Uwagi. 7, dowodu 118 1 122 widac, ze jesli m = p® - ... - p,°" jest
rozktadem na czynniki pierwsze mianownika elementu ¢ € Q(R), to
rozklad ¢ na utamki proste zawiera jedynie utamki proste postaci —,
) - p
gdzie p=p; € {p1,...,p.} oraz k € 1, ;.
Dla R = K[-] ma miejsce jednoznaczno$¢ p-rozwiniecia elementu.
Pokazemy najpierw, ze jesli ro +rip+ ...+ r,p" = 0 dla pewnych p,r; € R = K[Z]
takich, ze Vj : 6(r;) < d := deg(p), to ro = ... = r, = 0. Otdz 6(p) := degp ma
whasnoécei 6(p + ¢) < max{é(p),8(q)}, 6(p) < 8(q) = é(p+ q) = é(q) oraz é(pq) =
§(p) + 6(q), wiec jedli 3j : r; # 0, to biorac h := max{j : r; # 0} mamy &(rpp") =
§(rn) + hé(p) > hd, za8 Vj < h : 8(rjp?) < 8(rj) +6(p') < d+jd = (j + 1)d < hd,
a zatem §(rg + ...+ rp”) = hd 2 0, czyli o + ...+ rpp” # 0 (bo §(0) = —o0).
Majac to zauwazmy, ze jeShi qo + ¢1p + ... + ¢uP™ = Jo + Gp + ... + Gup", to
ro+rp+ ...+ rpp” =0dlar; =g — ¢;; implikuje to Vj : #; =0, tzn. §; = ¢;.

Dla R = K[-] ma miejsce jednoznacznosé¢ rozktadu na utamki proste.

(28l

1=1 1

Pokazemy, ze je$li ¢ = 0 oraz Vi : 8(4;) < 8(pi), tor =1 = ...[, = 0. W tym celu

.
Niech ¢ = r+3" pli gdzie p1,...,pr € Rsaplerwsze, i #j = p; ¢ pj orazr € R.
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124.

125.

126.

127.

r . r
wezmy m = [ pi*, my = [] pi", tzn. m = myp’. Skoro 0 = gm = rm+ >~ lim;,
i=1 i£] i=1
to Vj : p?j | ({;m;) bo wszystkie inne niz {;m; sktadniki sumy maja czynnik p]%;

stad, wobec ((p?j,mj)) = 1, mamy p;” | ;. Zarazem 6(1;) < é(p;), wiec daje to
[; = 0. Stad mamy dowodzong teze; z niej oraz z punktu tatwo wynika .

Dla innych R na ogoét nie ma jednoznacznosci ani p-rozwiniecia, ani
rozktadu na utamki proste. Dla R = Z powszechnie wiadomo (i tatwo
dowie$c), ze p-rozwiniecie staje sie jednoznaczne, jedli dorzucimy do-
datkowy warunek, by cyfry byly wszystkie > 0 lub wszystkie < 0.

Mozna tez dowies¢, ze kazdy utamek ¢ € Q = Q(Z) ma jednoznaczny
rozktad na takie utamki proste, ktérych liczniki sa > 0; ponizszy
przyktad pokazuje, jak taki rozklad znalezc.

Przyklad. Liczba ¢ = 326% €  ma mianownik m = 360 = 23325, wiec wezmy
mlzgl—3:45,m2:m2
1 = myuy + maus + maus. Skoro ((45,40)) = 5, za§ 1 = by + T2x5 dla 21 = 29,

zy = —2, wiec 1 = 45z — 4021 + 72z, czyli dobre sa u; = 29, uy = —29, ug = —2.

= 40, ms = —%1— = 72. Znajdzmy najpierw rozktad

Zatem

Vo; @ 77 = 45 (TTuy — 8vy ) +40 (TTus — 9va) +72 (TTus — 5vs) +360(vy + vy + vs).

Otéz mozna dobraé_.vl,vz,vg e Z ta_k, by 0 < a1 < é, 0<ay <9, 0<as <b;
tak bedzie dla v; = [77é29] = 279, vy := [#] = =249, vz = [_757'2] = —31.
J7 _ay ax  as 1.8 1 4y_1,2+42-3_ 1_
czyli otrzymalismy rozktad | ¢ = % + % + % + %— -1}
4
Przyklad. Niech ¢(r) := ———5———: dokonujac dzielenia z reszta dostajemy

CEREEESY
_ ~ ) 2x?
q(z) = v+14+4(2), gdzie §(z) = TS CESY
B
(r —1)? T
i poréwnujac wspdlezynniki przy potegach a dostajemy A = %, B = %, C= %

; zatem lg(2) = #+11 przewidujemy

rozktad §(z) = = il T+ T- Mmnozac obustronnie przez (z—1)*(z+1)

Odpowiedz. ¢q(x) = + +

l(x)

Przyklad. Dla ¢(z) := e =Dz — % + l‘—§1— + #g, gdzie I(z) jest

danym tréjmianem kwadratowym, wspdtczynniki A, B, C' mozna znalez¢ szybciej:

I(x) _ Bz Cr — : _ o)
Skoro m—fl—i—x—_l——i—m,to dlax._OdostaJemy A__T N
Tak samo skoro x(i‘(l—;—) 7] = A(xx— 1 + B+ %%), to | B = K31—) , za$ skoro
l(z) _ Alx4+2)  Bz+2) _ (=2
= = +——=1 C,to|C = &

z(x —1)

3 —_ . .
m jest inny dla R = R[]
niz dla R = C[-], podobnie jak rozktad mianownika na czynniki nierozktadalne:

Przyklad. Rozklad na utamki proste ¢(z) :=

Dla R = C[-] mianownik ma rozktad (z + 1+ i)*(z + 1 — i)?, wiec szukamy
. _ A

o) w pestac afe) = gy + o 4 Gy P el

P20 =Alz+1+i)(z+1-)*+Blx+1-)*+Clx+1+)* (x+1—1i)+

D(xz+1+i)?; poréwnujac wspétezynniki przy kolejnych potegach  dostajemy uktad
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0=(2—-2))A—-2iB+ (2+2i{)C +2iD, =1(1-1i),
—2=(4-20)A4+(2-2)B+(4+2)C+ (2+2i)D, daiac B=-1,
=(3-)A+B+(3+i)C+D, YYo= 1149,
. Dl R = R[] czynnik 22 + 2z + 2 jest nierozkltadalny, wiec szukamy rozktadu
postaci ¢(z) = —2L +b + cx +d postepujac jak w punkcie znajdu-
2420 +2 " (27 —|—2x+2)2’
: s _ _ _ . _ r—2 4
jemy,ze a=1,b=—-2,¢=0,d =4, czyli | q(z) = x2—|—21‘—|—2+ CET TRy

2.11 Appendix A: Rézniczkowanie wielomianow

128. Definicja. Pochodng wielomianu w(z) = ag+ a1z +agz’ +...+a,2" €
K[z] nazywa sie wielomian

w'(z) = a1 + 2a2z + ... + nayz Zkakzk e K[z].

Jest to definicja §cidle algebraiczna (nie ma w niej zadnego przejécia granicznego

typu ‘granica ilorazu réznicowego’), a wiec ma sens dla kazdego ciata K.

Latwym ¢wiczeniem jest sprawdzenie, ze taka pochodna ma spodziewane wlasnosci,

np. ze zachodzi ‘reguta Leibniza’:

(w(z)v(z))/ = w'(z)v(z) + w(z)v'(z).
Majac pochodna wielomianéw mozemy (tez algebraicznie) zdefiniowac
pochodng funkcji wymiernej tak, by zachowa¢ regute Leibniza:
(1(2) )' . U(m(z)=l(z)m"(2)
m(z)/ [m(2)]? :

. ., . T 1 _ L R ..
Sprawdzimy poprawno$é tej definicji: réwnoé¢ .- = 17 oznacza, z definicji funkcji

wymiernych, ze IM = Lm. Rézniczkujac to i mnozac obustronnie przez mM dosta-
jemy UmM?+ImM M' = L'm?>M +mM L m', co oznacza, 7e Um—im' _ L'M—LM'
——— —— m

M2
=m?2L =IM?

129. Cwiczenie. Sprawdzié, ze jedli w € K[ -], 20, k € K, zad q(zo, - ) jest (jednoznacznie
okreslonym) wielomianem takim, ze w(z)—w(zg) = (2 — 20 )q(20, ) (przypomnijmy,

ze (z — zp) | [w(z) — w(zp)] wskutek twierdzenia Bezouta), to:

(1) (2 = 20)” [ [w(2) = w(z0) = k- (2 = 20)] = k=w'(z0); (2) w'(z) =q(z,2).

2.12 Appendix B: Wielokrotne pierwiastki wielomianu

130. ¢ € K nazywamy pierwiastkiem k-krotnym wielomianu W € KJ[-],
jezeli k = kr, (W), gdzie kr,, (W) := max{k € Z; : (z — 20)* | W(x)};
7z twierdzenia Bezouta wynika, ze k& > 0 <= W(xg) = 0, zatem
«pierwiastek o krotnosci 0» nie jest pierwiastkiem sensu stricto. Wprost
z definicji mamy

kry,(W) =k < IW e K[-]: W(x) = (z — 20)*W(x) oraz W (xo) # 0.

131. Fakt. Jezeli W, Wy, Wy € K[ ], D € NWD(W;, Ws) oraz =9 € K, to
1° krggo(WlWQ) = krl’o(WI) + kI’lsO(WQ);
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132.

133.

134.

2° jesli Wy | W, to kg (Wh) < kry (W);
3% kry, (D) = min{kry, (W1), kry, (W2)};
4° pierwiastkami D sa wspolne pierwiastki Wy 1 W.

Ad 1°: Jedli Wi (z) = (z — xo)klﬁ/l(x) oraz Wa(x) = (¢ — xo)k2W2(x), przy czym
Wi(xo) # 0, Wa(ag) # 0, to W = W1 W5 ma rozktad W(z) = (¢ — xo)k1+k2W(x),
przy czym W(xo) = Wl(xo)Wz(xo) #+ 0; stad teza. Ad 2°: Wynika wprost z 1°.
Ad 3°: Z poprzedniego punktu mamy kr,, (D) < min{kry,(W1), kry, (Wa)}; zarazem
D = WiVy + W3V, dla pewnych Vi, Vs € K[ -], wiec jesli (z — zo)* dzieli Wy(z) i
Wa(x), to dzieli i D(z), co daje przeciwna nieréwnoéé. Ad 4° Wynika wprost z 3°.

Fakt. Jesi W € K[.L ero(W) >1oraz D € NWD(W, W’), to
erO(D) = krl’o(W/) = ero(W) o 17 ero (%) = 1.

Zatem pierwiastkami D sa pierwiastki wielokrotne W, zas wielomian

% ma te same pierwiastki co W, lecz z krotnosciami réwnymi 1.

Niech & := kry (W), wtedy W(z) = (v — xo)kW(x), gdzie W(xo) + 0, wiec z
reguty Leibniza W'(z) = (z — 20)* 7! (kW(x) +(z— xo)W’(x)) = (z—z0)" 1V (2),
przy czym V(zg) = kW(xo) +0 # 0, a wiec kry,(W') = k — 1 oraz kr, (D) =
min{k, k — 1} = k — 1. To oraz réwnos¢ kr,, (W) = kry, (%) + ke, (D) daja teze.

Przyklad. W(z) := 21942294928 + 142"+ 3125+ 362° +502* +4023 + 3622 +162+8;
stosujac algorytm Euklidesa dostajemy D(z) = 2%+ 2® + ba* + 423 + 822 + 4z + 4,
Wiz) = 2%+ 23 + 322 + 22 + 2, co ma tatwy do odgadniecia

D(z)
(lub znalezienia metoda Ferrariego) rozktad: W) _ (2% + 2)(2? + = + 1). Zatem

D(x)
pierwiastkami T (z) sa £iv/20 oraz %(—1 + i\/@); zarazem D(z) = (22 + 2)%,
wiec wszystkie pierwiastki W (x) maja krotnoéci > 2; dzielac wielomiany dostajemy
W(z)
(22 + 2% (2% + 2 + 1)?

za$ ilorazem jest

=2242, tzn. W(z)= (22 +2)3(2? + 2 + 1)

Fakt. Jedli ciato K ma charakterystyke réwna 0, tzn. jesli 14+...4+1 # 0
w ciele K dla kazdej liczby dodawanych jedynek, to

ko (W) = min{k € Z, : WH () £ 0},
czyli k =kry (W) wtedy i tylko wtedy, gdy

W(l’o) = W/(l'o) = ... = W(k_l)(l'o) = 0, W(k)(l'o) 7£ 0
Istotnie, przedstawmy W(z) w postaci W(z) = i an(x — z9)"; mamy wéwczas
n=0
kry, (W) =k «— (ao =...=ap_1=0,a; # 0), przy czym a, = ElrW(n)(l‘o)~
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3.1

135.

136.

137.

138.

139.

140.

Grupy 1 permutacje

Definicja grupy; przyklady

Definicja. Zbiér (¢, wyposazony w operacje (dziatanie) ® : Gx G — G,
nazywamy grupq, jesli spelnione sa nastepujace aksjomaty grupy:

(1) Ya,b,c € G : ®(P(a, b),c) = P(a, Pb, ) (tacznosé);
(2) de€e(G:VaeG:Ple,a)=a, Pla,e)=a (element neutralny);
B)Vae G:3be G :P(a,b)=e, D(b,a) =e (istnienie odwrotnosci).

Grupa G nazywa sie przemienna, albo abelowa, jesli oprécz tego

(4) Ya,be G : ®(a,b) = ®(b,a) (warunek przemiennosci).

Fakt. W grupie jest tylko jeden element neutralny, tzn. element e € GG,
scharakteryzowany aksjomatem (2).

P(e,a) = a = P(a,e)

Jesdli bowiem Va : { ®(€,a) = a = ®(a,é)

}, to w szczegdlnoscl € = ®(€,e) = e.

Element neutralny odgrywa istotna role takze w aksjomacie (3), wiec
dopiero teraz mozemy sie zaja¢ kwestia jednoznacznosci odwrotnosci.

Fakt. Kazdy element ¢ € (G ma tylko jedna odwrotnosé¢.

<I>(£l, b)y=-¢e

Istotnie, { B(ha) =

} =b=®(b,e)= (b, Ba, b)) = B(B(b, a),b) = B(e,b) = b.

Fakt. W grupie G obowiazuja nastepujace ‘prawa skracania’:

(i) ®(a,b) = P(a,c) = b=cg (ii) ®(a,b) = P(c,b) = a=c.
Ad(i): Niech a bedzie odwrotnoécia a, wtedy ®(a,a) = e; skoro @(d,@(a,b)) =
<I>(El, P(a, c)), to z tacznosci <I>(<I>(EL, a), b)) = <I>(<I>(EL, a), c)), czyli ®(e, b) = B(e, ¢);

na mocy wlasnosci elementu e oznacza to, ze b = ¢. Analogicznie dowodzimy (ii).

Fakt. Jedli elementy a,b € (G spelniaja warunek ®(a,b) = e, to takze
O(b,a) =e, czyli a i bsa wzajemnie odwrotne.

Niech @ bedzie odwrotnodcia a; wtedy b = ®(e, b) = <I>(<I>(El a), b) = <I>(El, P(a, b)) =

bl

®(a, e) = a, skad oczywidcie wynika teza.

Uwagi

1. Formalnie rzecz biorac zbior G, wyposazony w operacje ®, to para
(G, ®), dlatego purysci definiuja grupe jako pare (G, ®), zloZong ze
zbioru G i odwzorowania ® : G x G — G, spelniajgeych warunki . . ..

2. Chcac mie¢ wzory wygladajace bardziej swojsko uzywa sie zamiast
«®(a,b)» symbolu typu «a®by, przy czym zwykle zamiast litery «®»
uzywa sie czegos «kropkopodobnego» lub «plusopodobnegoy:

W notacji i terminologii multiplikatywnej: pisze sie ®(a,b) = ab
(luba@blub a-blub aoblub aeblub axblub tp.), element neutralny
nazywa sie «jedynka» lub «jednoscia» (i czesto oznacza jako 1 lub [
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lub 1 lub tp.), a odwrotno$¢ elementu a oznacza jako a™.
W notacji i terminologii addytywnej: ®(a,b) pisze sie jako a + b
(lub @ @ b lub a + b lub tp.), element neutralny nazywa sie «zeremy»

(i zwykle oznacza jako 0 lub 0 lub O lub tp.), a odwrotno$c¢ a oznacza
jako —a i nazywa elementem przeciwnym do a.

Wazna konwencja:
notacji addytywnej uzywa sie z reguty tylko dla grup przemiennych!

Mozemy teraz przepisa¢ wzory wystepujace w aksjomatach grupy
w ‘standardowe;j’ (tzn. multiplikatywnej) notacji(*?):

(ab)e = a(be), ea =a, ae =a, aa™! ata=ce

_= 67
(ewentualnie z warunkiem przemiennoéci ab = ba), lub w addytywnej:

(a+b)+c=a+(b+¢), 04+a=a, a+0=a,
a+(—a) =0, (—a)+a=0, a+b=>5b+a.

141. Fakt (wlasnosci odwrotnosci). Dla a,b,c € G zachodza wzory
(a=") " =a, (ab)~t =bta™t, ab=c&a=ch ! b=ale
Dla b := a~! mamy ab = e = ba, a wiec a = b1, co daje pierwszy dowodzony wzdr.
Dalej, ¢ := b=ta~! jest odwrotnodcia ab (lecz na ogdl nie ba!), gdyz (ab)e = a(bc) =
= a(b(b_la_l)) = a((bb_l)a_l) = a(ea_l) = aa”! = e, a takze c(ab) = ... = e.

Mnozac lewostronnie obie strony ab = ¢ przez a~! dostajemy b = a~ !¢, itd.

142. Definicja. Jedli dla GG stosujemy notacje multiplikatywna, to potegami
-1

elementu a € G nazywamy iloczyny postaci a-...-aluba™' ... -a™!,

tzn. wyrazy ciagu (ak)kez, okreslonego warunkami

a® = e, aktt = aka, akt:

=dkat.
Latwo sie przekonac, ze operacja potegowania ma ‘zwykte” wlasnosci

aftl = dakal, (a*) = a" w szczegélnosci aF = (a¥)7! = (a7V)F;

natomiast (ab)* jest na ogét rézne od a*b*.

W notacji addytywnej odpowiednikiem potegi jest krotnosé elementu:
dla a € GG okredlamy ka jako a 4 ...+ a lub (—a) +...(—a), zaleznie
—_———

od znaku wspétczynnika k € Z. & razy —k razy

143. Polgrupg nazywamy zbior P, wyposazony w operacje ® : P x P — P,
spelniajaca warunek (1) (tacznosci), tzn. ®(®(a,b),c) = ®(a, (b, c)).
Polgrupa z jedynkq jest pélgrupa, spelniajaca takze warunek (2), tzn.
dee G:VaeG:Ple,a)=a, Pla,e) = a.

Zwykle uzywa sie w tym kontekscie notacji multiplikatywnej, czyli np.

0:PxP—P, (aobjoc=ao(boc), eoca=a=aoe.

144. Garsé przyktadow

19Takiej wlaénie notacji, z ‘niewidzialnym’ symbolem operacji, uzywa sie najczeéciej w
teoriogrupowych rozwazaniach, zwlaszcza jedli sie nie zaktada przemiennosci grupy.
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(A) Jedli «+» oznacza zwykle dodawanie, a «-» — zwykle mnozenie
liczb, to przyktadami grup sa:

@Q*, ), (U, ), gdzie U :={ueC: |[ul=1}; (¥/1,-)dlanecC.
(B) Okreslmy grupe (Z6’—e|s_)’ nazywana grupq reszt modulo 6, biorac

jako Zg dowolny zbidr, ktérego elementy sa numerowane liczbami0,. . . )5,

k+1:=m, gdzie m jest reszta z dzielenia k + [ przez 6.
6

Latwo sie przekonaé, ze (Ze,+) —EI;_ 0 1 23 45 E __E
e 6 010 1 2 3 45 0] 0
rzeczywiscie jest grupa (prze- | - Z 2 - = 1 5
mienna), w szczegdlnosci elemen- 1123450 =1 =
C ot T 212 3 4 5 0 1 21 4

tem neutralnym (zerem)jest 0,a Z |2 2 - - 2 — |
. T - 313 4 5 0 1 2 313

elementem przeciwnym do kjest -~ |- - - 2 _— Z | 5
_ 4145071 23 42
—h=6—1F 5/!53 0172317 5|1

Oczywiscie w podobny sposéb dlan € N mozna utworzy¢ grupe (Z,, —I—)

zwana grupq reszt modulo n; jej elementy bywaja oznaczane réznie:

0,1, ... ,n—1 albo [0].,[1]n, ... ,[n —1]n,
albo 0+ nZ,1 +nZ,2+n%Z, ... ,n—1+ nZ,
albo wrecz po prostu jako 0,1,2, ... ,n—1, itp.,

lecz w kazdej notacji wygodnie jest przyjac zasade, ze elementy zbioru
L, zalezq okresowo (o okresie n) od swojego numeru k € Z, a wiec np.

0, =[nln=[-nln=-.., [lJn=[n+1],=[-n+1],=...1td;

wobec tego element oznaczony jako & (albo [k],, albo k +nZ albo ...)
zalezy jedynie od reszty modulo n ze swojego numeru k € Z. Prosta
jest wtedy definicja dodawania modulo n, np. [k, +[], := [k + 1], itd.

(C) Latwo sprawdzi¢, ze jesli P jest polgrupq z jedynkaq, to podzbidr
Pr:={ae P:3b€P:aob=¢c=boa} (elementy odwracalne
polgrupy) jest grupa wzgledem operacji ‘o’ obcietej do P* x P*; m.in.
trzeba tu sprawdzi¢, ze iloczyny oraz odwrotnosci elementéw z P* na-
leza do P*. W szczegdlnosci elementy odwracalne pierscienia lgcznego
z jedynkq tworzq grupe (multiplikatywna).

(D) Permutacjqg zbioru X nazywa sie bijektywne (czyli odwracalne)
odwzorowanie X — X. Symbolem Sx oznaczmy zbiér wszystkich per-
mutacji X, tzn. Sx := {o: X — X : p jest bijekcja}. Sprawdzimy, ze
zbiér Sx wraz z operacja ‘o’ skladania odwzorowan stanowi grupe(°):

Zauwazmy najpierw, ze ‘o’ odwzorowuje Sx X Sx w Sx, latwo bowiem spostrzec,

ze zlozenie surjekcji jest surjekcja, zlozenie injekcji — injekcja, a zatem zlozenie

20Zauwazmy, ze jest to szczegdlny przypadek sytuacji z punktu (C), jeéli P jest zbiorem
wszystkich odwzorowan P — P, zaé ‘o’ jest operacja sktadania odwzorowan.
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bijekcji 0,0 : X — X jest bijekcja oo : X — X. (?1) Aksjomat (1) (tgcznosé) jest

spetniony, gdyz sktadanie wszelkich odwzorowan jest taczne: Jedli wy = go (o o),

aws = (goo)orT, to biorac 2’ := r(x), £’ := o(a') = o(r(x)) = (co7)(x) dostajemy
wi(w) = o(x") = o(o(r(@)) = e(o(a’)) = (¢ 0 )(x') = wa(x).
Aksjomat (2) jest spelniony, gdyz odwzorowanie identycznoéciowe e := idx jest

elementem neutralnym w Sx: coe = 0 = eoo. Dla sprawdzenia aksjomatu (3) za-
uwazmy, ze relacja ‘p jest odwzorowaniem odwrotnym do ¢’ (tzn. cog = idx = goo)

jest symetryczna, wiec odwzorowanie odwrotne do bijekcji o : X — X jest bijekcja.

145. Grupy pojawiaja sie w wielu innych, bardziej ztozonych obiektach al-
gebraicznych, np. w pierscieniach 1 ciatach. Analizujac nasza dotych-
czasowa, definicje ciata zauwazymy, ze struktura ciata «mieSci w sobie»
az dwie struktury grupowe. Wobec tego wychodzac z pojecia grupy
mozemy teraz sformutowac nowa, krétsza definicje ciata:

Definicja. Tréjka (K, 4, - ) nazywa sie cialem, jedli K jest zbiorem o
> 2 elementach, zas +, - : K x K — K sa takimi dzialaniami w K, zZe:

1° (K, +) jest grupa przemienna;
2° (K\ {0}, -) jest grupa przemienna (0 € K jest zerem dzialania ‘4’);
3° ‘mnozenie’ jest rozdzielne wzgledem ‘dodawania’.

3.2 Homomorfizmy grup

146. Definicja (homomorfizm grup). Niech (G, ®1), (G, ®2) beda grupami.
Odwzorowanie f : (i — G5 nazywa sie homomorfizmem grupy G; w
grupe (3, jesli jest zgodne z dziataniami w obu grupach w tym sensie, ze

Va,be Gy i f(Pua, b)) = @2 fa), f(b).

Jasne, ze ostatni warunek mozna zapisa¢ na cztery sposoby, zalezne od
notacji (multiplikatywnej lub addytywnej) uzywanej dla grup Gy i Gy:

flab) = f(a)f(b),  [flab) = f(a) + [(b),
fla+b) = fla)f(b), [flatb)=fla)+ [(b).

147. Jesh f : Gy — G; oraz g : Go — (3 sa homomorfizmami grup, to ich
zlozenie go f : Gy — (3, jak tatwo sprawdzi¢, tez jest homomorfizmem.

Izomorfizmem nazywa sie bijektywny homomorfizm; o grupach Gy i Gy
mowimy, ze sa tzomorficzne, jesli istnieje jakis izomorfizm f : G; — Gj.
Latwo pokazaé, ze wéwczas odwzorowanie [~1 : (5 — (G takze jest
izomorfizmem, a wiec «relacja izomorficznos$ci» jest nie tylko zwrotna
(ide jest izmomorfizmem) i przechodnia (zlozenie dwu izomorfizméw),
ale takze symetryczna, jest wiec «relacja réwnowaznosci dla grup» (*2).

2nne uzasadnienie: jedli g, 0 : X — X sa odwracalne (tzn. istnieja odwzorowania g, ,
takie ze po g, o, 0o d id o0 sardwne idx), to g o o tez jest odwracalne, gdyz dla
a:=&ogmamy (goc)oa=go(cod)og=ygopg=idx oraz ao(gpoc)=...=idx.

22Cudzystowy zostaly tu uzyte dlatego, ze nie istnieje «zbidr wszystkich grup», bowiem
cos takiego prowadzitoby do antynomii, w podobny sposéb jak «zbidr wszystkich zbiordwy.
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1438.

3.3

149.

150.

151.

Przyktady. Latwo sprawdzi¢, ze ponizsze odwzorowania f: Gy — Gy
(ewentualnie zalezace od stalych p,¢ € R) sa homomorfizmami grup:

Nr|Gy, |Gy, O, f

LIRY, - |RT, - [f(t) := /1, ogdlniej f(1) := P

2./ C*, - | C, - |f(2) := 2% ogdlniej f(z):= 2", n €L
3. C, - | C, - f(2) =7

4R, | R, + |f() :=plogt

5. R, + |RT, - |f(t) := e

6.| R, + | U, - [f(t):= P

7| C, + | R, + |f(2) := Rez, ogdlniej f(z) :=pRez+¢lmz
8.| C, + | C, 4+ |f(z):=7%Z, ogdlniej f(z):=pz+q¢Z

9./ C*, - |RT, - |f(2) := |2|
10.|RT, - | C*, - |f(t) =4 (cos(plog t) + isin(plog t))

gdzie p eR,RY :={t e R: ¢ > 0} oraz U := {u € C: |u| = 1}.

Podgrupy

Definicja. Podzbior ) # H C G nazywa sie podgrupq grupy G, jesli:

(1) H jest zamkniety wzgledem operacji grupowej: Va,b € H :ab € H,
(2) H jest zamkniety wzgledem brania odwrotnosci: Va € H : ™' € H.

Warunki te mozna zapisac¢ krécej: (1) HH C H, (2) H™' C H,
uzywajac dziatan na podzbiorach grupy: dla dowolnych A, B C G
AB:={ab:a€ A,be B}, At :={a"' 1 a € A}

Oczywiscie uzywajac dla G notacji addytywnej nalezy powyzsze
warunki zapisa¢ w innej (‘addytywnej’) formie:

(1) H+ H C H,tzn. Ya,be H:a+ b€ H,
(2) -H CH,tzn.Yae H: —a € H.

Fakt. Jedli (G, ®) jest grupa, a H C (G — podgrupa, to zbiér H,

W}f{posaz'ony w operacje ¢ obcieta do H x H, czyli para (H, @b )
takze jest grupa. xH

Ponadto element neutralny dla G jest elementem neutralnym dla H,
za$ dla h € H odwrotnos¢ h w G jest zarazem odwrotnoscia h w H.

Z warunku (1) P = <I>[HxH jest odwzorowaniem H x H — H, przy czym z tacznosci
® wynika tacznodé @, gdyz jesli Va, b, ¢ € G : xxx, to tym bardziej Va, b, c € H : **x.
Ustalmy a € H, wtedy b := a~' € H oraz ¢ = ab € H, a zatem element neutralny e
grupy G nalezy do H i e jest tym bardziej elementem neutralnym dla H. Wobec tego
dla h € H element h~! nalezacy do H wskutek (2), jest odwrotnoécia elementu h
nie tylko w G, ale réwniez w H, QED.

Przyklady. Kazda z grup przyktadu 144(A) jest albo podgrupa grupy
addytywnej C, albo podgrupa grupy multiplikatywnej C*.

Jesli n € Z, to podzbiér nZ := {kn : k € Z} jest podgrupa grupy Z;
co wiecej, kazda podgrupa H C Z jest tej postaci.

Rozwazmy przypadek H # {0}. Niech n := element najmniejszy zbioru H N N.
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153.

154.

155.

156.

Wtedy n € H, wiec skoro H jest grupa, to takze nZ C H. Odwrotnie, jesli h € H,
to h = ng+r, gdzie r € 0,n — 1, zarazem r = h — ng € H, wiec r # 0 daloby

sprzecznos¢ z minimalnoécia n; zatem r = 0, h = ng € nZ, co dowodzi, ze H C nZ.

Inny dowdéd: Podgrupa H C 7 jest ideatem piercienia Z (bo krotnoéé elementu

h € H tez jest suma elementéw IT), zad pierdcien 7 jest dziedzina ideatéw gtéwnych.

Fakt. Jedli f : G4 — Gy jest homomorfizmem, to (uzywajac notacji
multiplikatywno-multiplikatywnej) mamy:

(a) f(el) = €3, gdzie €1, €3 sa elementami neutralnymi dla G i G;

) fla™h) = (f(a))_l dla kazdego a € GGy.

(b
(a) fle1) = flerer) = f(e1)f(e1), skad teza;
(b) fla)f(a™") = flaa™") = f(er) = ey oraz f(a™")f(a) = ... = e

Definicja. Jesli f : G; — G5 jest homomorfizmem grup, to podzbiory

ker f:= f"Hex} ={a € Gyi: fla) =} C Gy,
im f = f(Gy) ={f(a):a € Gy} C Gy,

nazywamy, odpowiednio, jedrem (ang. kernel) i obrazem (ang. image)
homomorfizmu f. Zauwazmy, ze [ jest surjektywny <= im f = G,.

Cwiczenie. Znalezé jadro i obraz kazdego z homomorfizméw opisanych w 148.

OdpowiedZ. Oznaczmy K = ker f, L = im f. W przyktadach 1,4,5,6 dla p = 0 mamy
oczywiscie K = G, L = {es}; dlatego tez ponizej bedziemy tam zaktadaé, ze p # 0.

1.K={1},L=R";dlap=0: K =RT, L ={1}.2.Dlan £ 0: K = "V/1,L = C*.
3. K={1},L=C".4. K={1},)L=R. 5 K ={0},) L =R". 6. K = %”Z,
L=U.7. K =R, L =R, wogdlniejszym przypadku, dla (p,q) # (0,0), K jest
prosta px + qy = 0,za8 L = R. 8. K = {0}, L = C, w ogdlniejszym przypadku
dlap # ¢ mamy K = {0}, L =C. 9. K = U, L =R"'.10. Dlap # 0 # ¢
K = {1}, za§ L C C jest spiralg logarytmiczng r = e a = 1%; dlap #0 = ¢:
K ={k": ncZ}, gdzie k = ezITW, a spirala degeneruje sie do okregu L = U; dla
p=0#¢ K={1},L=RY;dlap=¢=0: K =R" L ={1}.

Zauwazmy, ze K := Kker f jest jedna z poziomic f: ta, ktora przecho-
dzi przez element neutralny e; € GG. Jak wygladaja inne poziomice f 7

Uzyjmy dla ustalenia uwagi notacji ‘multiplikatywno-multiplikatywnej’:

(a,b € Gy leza na jednej f-poziomicy) & f(a) = f(b) &

& ey =(f) b= fla'h) & albe K & beak.
Odpowied?. f-poziomica przechodzaca przez element a € (G jest zbidr
aK :={ak: k € K}, zwany K -warstwg. W szczegdlnosci homomorfizm
f gest injektywny <= K sklada sie jedynie z elementu neutralnego,
tzn. ker f = {e1}. Zauwazmy, ze odwzorowanie K 3 k — ak € aK jest
bijekcja, a wiec kazda K-warstwa jest réwnoliczna z K = ker f.

Definicja. Podgrupa H C G nazywa sie podgrupq normalng(**), jesli
spetniony jest nastepujacy warunek:

Z3Uzywane sa réwniez inne nazwy: podgrupa niezmiennicza oraz dzielnik normalny.
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3.4

158.

159.

160.

VgeG: gHg' = H, tzn. Vge G :Yhe H:ghg™' € H.
Zauwazmy, ze jesli grupa (' jest przemienna, to kazda jej podgrupa jest
normalna, bowiem ghg™! = gg~'h = h; z tego tez powodu nie musimy
sie martwi¢, jak zapisa¢ ‘addytywna’ wersje warunku normalno$ci.

Fakt. Jesh [ : Gy — (5 jest homomorfizmem grup, to:

(a) ker f jest podgrupa normalna grupy Gf;
(b) im f jest podgrupa (niekoniecznie normalna) grupy (.

Postuzmy sie znéw (dla wygody) notacja multiplikatywna dla grup Gy i Gs.
Ad(a) Jedli a,b € ker f, tan. f(a) = f(b) = e2, to f(ab) = fa)f(b) = ezea = eq,
wiec ab € ker f, co dowodzi (1). Jedli a € ker f, to f(a™!) = (fia))™! = ex™1 = es,
wiec a=! € ker f, co dowodzi (2). Sprawdzmy warunek normalnoéci dla ker f:
jesli h € ker f, tan. f(h) = ea, to f(ghg™') = f(g)f(M)f(g™") = fl9)e=f(97") =
= f(9)f(g7") = flgg™") = fler) = ea, cayli f(ghg™" = e2, a wiec ghg™" € ker f.
Ad(b) Jedli o, f € im f, tzn. Ja,b € Gy : o = f(a), 5 = f(b), to af = fla)f(b) =
= f(ab) € im f, a wiec im f ma wtasnoéé (1). JeSli « € im f, tzn. Ja : o = f(a),
to a™! = (f(w)™!t = f(a=!) €im f, co dowodzi whasnoéci (2).

Permutacje: rozklad na cykle i znak

Fakt. Jedli 0 : X — X jest permutacja zbioru skonczonego X, to:
(1) Dla kazdego ustalonego # € X okresowy jest ciag o wyrazach

To:= 2, T1:= 0‘(1‘)7 Ty 1= 0'2(1'), T3 .= 0'3(1'), P

(2) z~y A 3¢ Zy :y=oc"x) jest relacja réwnowaznosci w X.

Ad(1) Skoro zbiér X jest skonczony, to ciag (zx) nie jest réznowarto$ciowy, wiec
Fk > 0,0 > 0: 2y = xp; lecz 2y = o (2)), zaé réwnoéé o* (z;) = o*(xg) wraz
z injektywnoscia o (a wiec i o*) implikuje #; = zo. Aplikujac 6™ do obu stron tej
réwnosci otrzymujemy Vn > 0 : 214, = p, co oznacza l-okresowosdé ciagu.

Ad(2) Zwrotnosé jest oczywista, gdyz ¢%(z) = idx (z) = x. Symetria: Jedli z~y,
tzn. 3k : y = o*(x), to biorac ¢ € N tak duze, by r := lg—k > 0, dzieki [-okresowosci
clagu (zy) dostajemy z = zg = 21y = Tpgr = 0" (2) = 0" (y), a wiec y~w.
Przechodniosé:  Jedli T~y~z, to dk,l € Zy 1y = of(z), 2 = o'(y), a wtedy

z = ol(c*(x)) = "t (z), wiec z~ 2.
g

Klasy relacji rownowaznosci ~ nazywa sie orbitami permutacji o lub
2
a

0123456789)
5691843702/

to dziatanie o mozna przedstawic¢ schematycznie strzatkami

0—>H—4—8—0, 1—6—3—1 2—~9—2 T—T,

w skrécie, o-orbitami. Jeéli np. X = 0,910 = (

a w takim razie o-orbitami sa w tym przyktadzie podzbiory

X; =10,4,5,8}, Xy, ={1,3,6}, X3=1{2,9} i X,={7}.

Whioski
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163.

164.

165.

(1) Kazde dwie o-orbity sa albo roztaczne, albo identyczne.

(2) Kazda o-orbita jest postaci {xg,x1,...,2;-1}, gdzie | € N oraz
g, dla k=1,2,...,1—1,

o(wp-1) = {:1;0, dla k = 1.

(3) Podzbiér Y C X jest o-niezmienniczy (tzn. spelnia warunek
o(Y) = Y) wtedy i tylko wtedy, gdy Y jest suma mnogosciowa
pewnej liczby o-orbit; w szczegdlnosci o-orbity sa o-niezmiennicze.

Definicja. Permutacja v € Sy nazywa sie cyklem dtugosci [, jesli
istnieje [ parami réznych elementéw g, x1,..., 21 € X, takich ze
z, dlaz e X\ {zg,21,..., 2121},
() =X g, dlar =254, 1 <k <,
xg, dla v = ;4. T1+—2T0

Taki “cykl” v wygodnie jest obrazowa¢ diagramem N

oraz oznaczacC symbolem (xg x1 ... x;_1); zauwazmy, ze
(l’o L1 ... 1’1_1) = (1'1 T2 ... Tjq l’o) = (1'2 3 ... T 1%o 1’1) = ...
Warto réwniez pamietaé, ze symbol (xg x1 ... 2;-1) nie okresla calego

zbioru X, na ktérym dziala cykl, a wiec np. (1 2 5) réwnie dobrze moze
oznaczaé permutacje zbioru 1,5, jak i np. zbioru 1,10. Na szczeécie ta
nieprecyzyjnos$c¢ symbolu nie prowadzi do btedéw rachunkowych.
Zbiér p := {x € X : o(x) # x}, tzn. dopelnienie zbioru punktéw
stalych p, nazywamy nosnikiem permutacji o € Sy. Zauwazmy, ze
olg)=¢
o(X\g)=X\¢

(x e g, tzn. o(x) # z) < olo(x) # o(z) & o(x) € ¢; stad tez wynika drugi wzér.

zbiory o oraz X \ p sa p-niezmiennicze, co wiecej,

Fakt. Jesli dwie permutacje maja roztaczne nosniki, to sa przemienne:
glm&:@ = 01002 = 020 01.

Niech Xy :=p,, k € {1, 2}, wtedy X = X3 U X5 U X, gdzie Xj jest dopelnieniem

X1 U Xo; skoro g1 na Xy U Xy jest identycznoscia, to kazdy z tych trzech zbioréw

jest g1-niezmienniczy, a takze gz-niezmienniczy. Otéz dla x € X, mamy ga2(g1(2)) =

01(x) (bo g1(x) € X1) oraz g1(020%)) = e1(x) (bo g2(x) = =), skad g1(02(2)) =

02(01(2)). Podobnie jest dla « € X3, zad na Xy obie permutacje sa identycznodciami.

Cwiczenie. Sprawdzié, ze [goo C eUa|, o @|i|gooo o=l = o(o) | wiec

permutacje o skonczonych nosnikach tworza podgrupe (i to normalna) grupy Sx.

Twierdzenie. Jesli X jest zbiorem skonczonym, to kazda permutacje
o € Sx mozna przedstawi¢ jako ztozenie cykli roztacznych; przy tym
taki rozktad jest jednoznaczny z dokladnoscia do kolejnosci cykli.

Istnienie rozkladu: Niech X = X7 U ... U X, bedzie rozkladem X na o-orbity;

okreslmy v1, ..., 7, wzorami

o= {7 250 g

Wtedy z 160. jest widoczne, ze 7; sa roztacznymi cyklami, oraz ze 0 = y10...07,.

52



166.

167.

168.

169.

Jednoznacznos$é rozktadu: Wystarczy oczywiscie sprawdzié, ze jesli y1,...,7, sa
rozlacznymi cyklami, to znajac o := 1 o ...0 7, mozna poszczegdlne v; odtworzyé
powyzszymi wzorami (*), biorac jako X; o-orbity. Istotnie, roztacznodé cykli v;
sprawia, ze vs, ..., 7, nie ruszaja punktéw zbioru X; := 7 wiec o pokrywa sie z

1 na Xy, co dowodzi zaréwno wzoru (*), jak réwniez tego, ze X jest g-orbita.
Fakt. Kazda permutacje o € Sx mozna przedstawic w postaci ztozenia
pewnej liczby transpozycji, tzn. cykli dlugosei 2.
Wobec 165. wystarczy pokazaé, ze kazdy cykl v € Sx mozna przedstawié w postaci
zlozenia pewnej liczby transpozycji; otéz tatwo w tym celu sprawdzié, ze

(1 22 ... xp) = (21 x2)(w2 23) ... (Xp_1 2y).
Oczywiscie rozktad na transpozycje nie jest jednoznaczny, gdyz np.

(12)(23)(12) = (1 3).

Twierdzenie. Jesli 0 = 7 ... 7, oraz ¢ = 7{ ... 7. sa dwoma

rozktadami permutacji o na iloczyn transpozycji, to (—=1)" = (—1)°,
tzn. r 1 s maja jednakowa parzystosc. W konsekwencji sensowna jest

Definicja. Znakiem permutacji o nazywa sie liczbe sgn(o) := (—1)",
gdzie r € N jest liczbg czynnikow dowolnego rozkladu o na iloczyn
transpozycji. Wprost z takiego okreslenia liczby sgn(o) wynika wzdr

sgn(o 0 ¢) = sgn(o) sgn(e),

a wiec odwzorowanie sgn : Sx — {—1,41} jest homomorfizmem grup.
Jego jadro oznacza sie zwykle symbolem Ax:

Ax :=ker(sgn: Sx — {£1}) = {0 € Sx : sgn(o) = 1};

jak wiemy z 157., Ax jest podgrupa normalna grupy Sx. Elementy
z Ax, tzn. takie, ze sgn(o) = 1, nazywa sie permutacjami parzystymi;
pozostale permutacje z Sx sa nieparzyste. Zamiast St 1 A7 stosuje sie
krétsze symbole S, 1 A,; tradycyjnie S, nosi nazwe grupy symetrycznej
stopnia n, natomiast A, — grupy alternujgcej stopnia n.

Ponizszy dowod twierdzenia 167. oprzemy na nastepujacym lemacie:
Lemat. Oznaczmy symbolem N (o) liczbe orbit permutacji o € Sx.
Jesli 7 = (v y) € Sx jest transpozycja, to
_17 gdy Z ’76 Y,
+1, gdy « ~y.

N(ro)— N(o) :{

Niech o = 41 ...vn bedzie rozktadem o na cykle roztaczne, zawierajacym réwniez
cykle dtugosci 1 (réwne idx ), odpowiadajace punktom statym o; wtedy o-orbitami

sa zbiory wyrazéw poszczegdlnych cykli v;, a wiee N = (liczba czynnikéw) = N (o).

1° Jedli z+y, to x, y sa wyrazami dwdch cykli rozktadu, powiedzmy 71 i1 7v2;
oznaczmy v1'= (1 ... @), 72 = (y1 ... ys) tak, aby z; = =, y; = y, wtedy

™y = (@1 v oo xe)(y oY) = (1 ey e Ys) =Y

zatem rozktad 7o ma N —1 czynnikdw, gdyz powstaje z rozktadu o przez ‘sklejenie’

dwéch cykli v1, v2 w jeden cykl v. Permutacja 7o ma wiec N — 1 orbit.
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171.

3.5

172.

173.

2° Je$hi ¢ ~y, to z, y sa wyrazami jednego z cykli v;, powiedzmy 7y ; oznaczmy
g

jego wyrazy tak, aby vy = (#1 ... @y y1 ... ys) oraz £1 = x i y; = y, wtedy

Ty v =(zr )1 o 2y o ys) = (21 o) - Ys) ::’yj\,’yj\,_l_l,

przy czym cykle 74 i 7§V+1 sa roztaczne 1 zawieraja razem wszystkie wyrazy vn.

Zatem rozkltad 7o ma N + 1 cykli, czyli permutacja 7o ma N + 1 orbit.

DoOwWOD TWIERDZENIA 167.

7Z lematu wynika istnienie takich liczb €1, ¢s, ..., €, ze zbioru {—1,+1}, ze
N(o)=N(nm ... ) =+ N(rars ... 7)) =
=aq+e+N(mm...n)=...=ca+...+ ¢ + N(idx);

przy czym oczywiscie N(idx) = |X| (gdyz orbity permutacji idx sa 1-elementowe).

Poniewaz (—1)% = (=1)*! = —1, z powyzszego wzoru otrzymujemy
(1M = (1) (DD = (D, (-1 = ()N
W taki sam sposéb rozktadu o = 7/ .. .7/ wynika (=1)* = (=1)IXI=N2) = (—1)",

Whiosek. Jesli 0 = v 0...07,, gdzie v, jest cyklem dtugosci I, to
sgno = (—1)h=t. . (=1)FL,

Liczba inwersji a znak permutacji

Niekiedy znalezienie rozkladu o na cykle jest nietatwe lub nawet praktycznie nie-
wykonalne; w takich przypadkach do obliczenia sgn(o) mozna sie postuzyé pojeciem
tzw. o-inwersji. Zbiér o-inwersji zalezy nie tylko od permutacji ¢ : X — X, do jego
zdefiniowania potrzebne jest jeszcze lintowe uporzadkowanie zbioru X, tzn. przypi-
sanie kolejnych numerdéw 1,... n jego elementom: X = {ay,... 2,}.

Okazuje sie, ze od uporzadkowania X zalezy nie tylko zbidr o-inwersji J,, ale
nawet jego moc |J,|, zad tym, co zalezy wyltacznie od o (i wiaze si¢ ze znakiem o)
jest parzystosé liczby |J,|.

Dla uproszczenia zapisu (aby pisaé 1,2,... zamiast x1, 29, ...) prayjmiemy, ze X

jest przedziatem 1,n z jego naturalnym uporzadkowaniem.

Dla o € S, oznaczmy J, := {(¢,j) : ¢,5 € L,n, i < j, o(i) > o(j)};
pary (¢,7) € J, nazywac bedziemy o-inwersjami. Wprowadzmy tez
nastepujacy zbidr transpozycji:

W= —1j)j€2,n,i<j}CS,.

Fakt. o da si¢ przedstawi¢ w postaci zlozenia |J | transpozycji z T,
otrzymujemy wiec nastepujacy alternatywny wzor na znak permutacji:

sgn(o) = (—1)Mel.

Nazwijmy (chwilowo) ‘defektem’ ciagu liczbowego s1,...,s, taka pare (s;,s;),
ze 1 < j, lecz s; > s;. Wtedy oczywiste beda kolejno nastepujace konstatacje:

(1) Wskutek przestawienia dwéch sasiednich wyrazéw ciagu, tworzacych defekt,

np. wyrazéw 8 1 3 w ciagu 2,7,8,3,1,5,4,6, liczba defektéw zmniejsza sie o 1;

(2) (i,j) € J, <= para (o(i),0(j)) jest defektem ciagu o(1),...,0(n), wiec |J,|

jest liczba defektéw tego ostatniego ciagu (kolejnych wartodci o). W takim razie,

(3)jedli (j — 1,4) € J5, todla 7T := (j — 1 j) mamy |J,-| = |Jo| — 1, gdyz ciag
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174.

175.

3.6

176.

177.

178.

or(l),...,o7(n) powstaje z ciagu (1), ...,o(n) przez przestawienie wyrazéw
o(j —1),0(j), tworzacych defekt.

(4) Jedli J, # 0, to 35 € 2,n : (j — 1,5) € J,, w przeciwnym bowiem razie
mielibyémy (1) < (2) < ... < g(n), co jest mozliwe tylko dla ¢ = idx, za$
Jidxy = 0. Mozemy wiec skorzystaé¢ N := |J,| razy z (3), a zatem

(5) istnieja m,...7n € Ty, takie ze |Jo| = N, |Jor, | = N = Lol Jory 7| = N =71
dla r € 1,—N W szezegdlnoscei o7 ... 7 nie ma inwersji, wiec o7y ...7n = idx,
a wobec tego, dzieki wlasnosci ;7! = 7;, otrzymujemy o = 7n ... 7, Q.E.D.

Przyktad. Dlan = 2m i o := (12"‘ m m+1lm+2.. 2m )

24 ..2m 1 3 .2m -1
o-inwersjami sa nastepujace pary:

(Lm+1),2,m+1),2,m+2),3,m+1),3,m+2),3,m+3),...,

tzn. J, = {(iym+j) i € T,m, j € T,i}, skad |J,| = 5 i = 2zt
=1

wiec z powyzszego wzoru dostajemy |sgn(o) = (—1)%m(m+1) .

Warto zaznaczy¢, ze znalezienie rozkladu ¢ na roztaczne cykle, choé catkiem tatwe
dla konkretnych nieduzych wartoéci n = 2m, jest zadaniem wrecz karkotomnym w

przypadku ogdlnym, gdy liczba m nie jest okreslona konkretnie.

Uwaga. Zauwazmy, ze dla g, 0 € S, zachodzi nieréwnosé (**)
[ Soo| < 1ol + 161,

wiec, przez indukcje, |Jr . | < i lJ5]s skad |Jr o5 < v dlaT € T,.
Zatem fakt poprzedni mozna uzupetni¢, dodajac ze

o nie da si¢ roztozyé na mniej niz |J,| transpozycji z T,.

Rzad grupy i elementu grupy; warstwy

Rzedem grupy G nazywamy liczbe elementéw (tzn. moc) zbioru G
oznaczamy ja — jak zwykle — symbolem |G| albo #G.

Przyklad. Grupa S, marzad réwny n-(n—1)-...-2-1, czyli |5,] = nl.

Chcaé skonstruowaé permutacje o € S, mozemy wartoéé o(1) € 1,n wybraé na n
sposobéw; majac o(1) mozemy o(2) € 1,n\ {o(1)} wybraé na n — 1 sposobéw;

majac o(1) i o(2) mozemy o(3) € 1,n\ {o(1),5(2)} wybraé na n — 2 sposobéw, itd.

Rzad elementu grupy. Majac ustalony element a grupy GG okreslmy
homomorfizm f, : Z — G wzorem f,(k) := a*. Jego obraz, tzn. zbiér
im f, = {a* : k € Z} = (a), jest podgrupa w (i, generowana przez a.
Jadro f,, tzn. zbiér ker f, = {k : a* = 1}, jest podgrupa (normalna)
grupy Z. Kazda podgrupa Z jest oczywiscie idealem w Z, wiec (skoro
pierécien Z jest dziedzina idealéw gléwnych) ma postac nZ (krotnosci
ustalonej liczby n), przy czym n € Z, jest okreflone jednoznacznie.
Zatem dn € Z, : ker f, = nZ; jesli n # 0, to liczbe n nazywa sie
rzedem elementu a 1 oznacza symbolem ord a. Wprost z definicji mamy:

# Albowiem, jak latwo zauwazyé, (i,7) € J,o = (i,5) € J, lub (0(i),0(j)) € J,.
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179.

o d¥ =1 <= ke&nZ, tzn. n | k; ogdlnie;j,

P R

e n=min{k € N:d* =1},
o n = # (a) = rzad podgrupy (a),

gdyz al, ..., a" sa parami rézne, a ciag (ak)kEZ jest n-okresowy.

=1 <= k=[modn;

Gdy n =0, tzn. gdy ker f, = {0}, ciag (ak)kEZ jest réznowartosciowy:
mowimy wtedy, ze a jest rzedu nieskonczonego i piszemy ord a = oo.

Przyklad. Je$li ¢ = v, o...7, jest rozkladem permutacji ¢ € Sx na parami
roztaczne cykle y1,. ..,y € Sx o dlugosdciach {1,... 1., toord g = NWK({y, ..., ;).
Wynika to stad, ze ¢ = 47 o... 42 = idx <= ] = ... =7} = idx (gdyz
permutacje v, tak jak v;, maja rozlaczne nosniki) <= Vi : [; | n.

Indeks podgrupy; warstwy.Majac podgrupe H C G okre$lmy w zbiorze ¢

relacje a;b = ; jest ona zwrotna (bo a=ta = 1 € H), symetryczna

(bogdy a™lb € H,tob ta = (a_lb)_l € H) oraz przechodnia (jeéli a=1b,b~1c € H,
to a=le = a='b - b7lc € H). Relacje ~ nazywa sie (lewq) H-réwnowaznoscig, a

jej klasy abstrakeji [alg = {b € G : a;b, tzn. b € aH} = aH — warstwami

lewostronnymi wzgledem podgrupy H. Zatem (z wlasnodci relacji réwnowaznodci)
kazde dwie warstwy afl i bH sa albo réwne (gdy a;b) albo roztaczne; ich suma

jest caly zbidr G. Liczbe (ogdlniej: moc zbioru) warstw lewostronnych wzgledem H
nazywa sie indeksem podgrupy H w grupie G i oznacza symbolem (G : H). (*5)

Przyklady. Skoro 1H = H1 = H, to zawsze jedna jedna z H-warstw (ta, ktdra
zawiera element neutralny) jest H. Jesli grupa G jest przemienna, to oczywidcie
aH = Ha, czyli lewe 1 prawe H-warstwy sa takie same.

Dla G = 7Z (musimy tu ‘przestawié¢ sie’ na notacje addytywna) oraz H = nZ, gdzie
n € N, dwie H-warstwy, H + 21 H 4y, sardwne < y€ H +2 < &=y modn.
Zatem kazda z H-warstw jest postaci H + « dla pewnego ¢ € 0,n — 1, przy czym
warstwy H, H+1,..., H +n — 1 sa parami rézne. Zatem H-warstw jest n:

H={..,-n0n2n,..}, H+1={ .. ,-n+1,1,n+1,2n+1,...},
H+2={..,-n+22n+22n+2,...}, H+3={...,—n+3,3,n+3,...},
o H+n=-={..,-2n—-1,—n—-1,-1,n—1,2n—1,...}.

W takim razie (Z : nZ) = n, czyli nZ jest podgrupa indeksu n.

Niech A, bedzie podzbiorem grupy S,, zlozonym z permutacji parzystych, tzn.
A, ={c €S, sgnoc=1}= ker(sgn 2 S, — {1, 1}); jest to podgrupa grupy Sy,

tradycyjnie nazywana grupg alternujgcq stopnia n.
. . . _ . _ 1 _ 1
Pokazemy, ze (S, : A,) = 2, a wiec [A,| = 3[5.] = 3nl.

Niech 7 bedzie ustalonym elementem S, takim, ze sgnT = —1. Wtedy 0 — c o1

jest bijekcja A, na dopetnienie A, w S, wiec |A,| = |5, \ An|, skad wynika teza.

Wzér (S, : An) = 2 mozna tez bez trudu uzyskaé, stosujac nastepujacy

50préez ‘lewej’ réwnowaznoéci i ‘lewych’ H-warstw czasami przydatne sa ich prawe

def.

odpowiedniki: a R = H, [b]! = Hb; jednak ze wzoru (ah)™! = h~la™!
tatwo wynika, ze warstwa Ha~! jest zbiorem odwrotnoéci elementéw warstwy aH, wiec
odwzorowanie x : GG — G, k(x) := 271, odwzorowuje bijektywnie lewe H-warstwy na
prawe i vice versa; w szczegdlnodei wynika stad, ze prawych H-warstw jest tylez, co lewych,
wiec nie ma potrzeby definiowania ‘lewego 1 prawego indeksu’.
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180.

3.7

181.

182.

183.

184.

185.

186.

Fakt. Jesli ¢ : G — G4 jest homomorfizmem grup, przy czym grupa

im (& jest skonczona, to

(G :kerp) = |imo||.

Niech H := ker ¢, witedy ¢(a) = ¢(b) < @(a™b) = ¢ & a;b < aH = bH,

wiec ¢(a) — aH jest poprawnie zdefiniowana bijekcja im ¢ na zbiér H-warstw.

Twierdzenie Lagrange’a i jego konsekwencje

Fakt (twierdzenie Lagrange’a). Jesli GG jest grupa skonczona, a H —
jej podgrupa, to |G| = (G : H) - |H|; zatem |H| dzieli |G, tzn.

rzqd podgrupy jest dzielnikiem rzedu grupy.

Wynika to natychmiast stad, ze zbidr G jest suma wszystkich H-warst; jest ich
(G : H), sa one parami roztaczne i kazda ma elementéw tylez, co H, gdyz przy

ustalonym a € GG odwzorowanie H 3 h +— ah € aH jest bijekcja H na aH.

Whiosek. Jedlia € GG, a (G jest skoniczona, to ord a jest dzielnikiem |G|,

tzn. ; w notacji addytywnej: ||Gla = (|G|-krotnos¢ a) =0 |.

n = ord a jest rzedem podgrupy H = (a}, wiec dzieli |G|; zatem |G| € nZ = ker f,.

Whniosek. Grupa skonczona, ktorej rzad jest liczba pierwsza, jest
grupq cykliczng, tzn. generowana przez jeden ze swoich elementow:
da e G:G=(a). Zatem jedli |G| = p jest liczba pierwsza, to G = Z,.

Je$li @ € G i a # 1, to rzad podgrupy {(a) jest réznym od 1 dzielnikiem liczby
pierwszej p, wiec |(a)| =p= |G|, tj. {a) = G. Poniewaz a* = a' < k = mod p &
k 4+ pZ = | + pZ, wiec wzér f(k + pZ) := a* poprawnie definiuje odwzorowanie

f 1 Z, — G; bez trudu sprawdzamy, ze f jest izomorfizmem grup.

Whiosek. Jedli ¢ : G — Gy jest homomorfizmem grup, a grupa G
jest skonczona, to

[kerg] - [ime| = 7]

Jest to natychmiastowa konsekwencja twierdzenia Lagrange’a i faktu 180.

Whiosek. Kazda skonczona podgrupa grupy multiplikatywnej C* jest
postaci /1 dla pewnego n € N.

Jedli H C C* — podgrupa rzedu n, to Ya € H : a” = 1, tzn. H C {/1; zarazem oba

te zbiory sa n-elementowe.

Whiosek (twierdzenie Fulera z teorii liczb). Tzw. funkcje Fulera
¢ : N — N okresla sie wzorem ¢(n) := #{k € I,n : NWD(k,n) = 1}.
20" =1 mod n )

Teza: Ve eZ: NWD(z,n)=1 = (tzn. n | (:L'@(l’) - 1)

Zauwazmy, ze (x—i—anest odwracalny w Zn) & (Ely €7Z: (z+nZ)(y+nZ) = 14nZ,

tzn. Ty = 1modn) & (Ely,z € Z:xy—nz = 1) < NWD(x,n) = 1; za-

tem grupa (multiplikatywna) elementéw odwracalnych pierdcienia Z, ma postaé
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187.

3.8

188.

189.

Zy ={x+nZ:xe1l,n, NWD(z,n) = 1}. Wobec tego |G| = p(n) dla G = Z}, zaé
a” =z" +nZ dlaa =2+ nZ € GG, wiec teza wynika wprost z wniosku 182.

Whiosek (male twierdzenie Fermata). Jezeli p € N jest liczba pierw-

sza, za$ * € Z — liczba niepodzielng przez p, to |zP~! =1 mod p|.

Wizystkie k € 1,p — 1 sa niepodzielne przez p, wiec ¢(p) = p — 1, skad teza.

Na przyklad przez p = 11 podzielne sa liczby 2'° — 1 = 1023, 3'% — 1 = 59048,
410 1 = 1048575, 519 — 1 = 9765624, 6'° — 1 = 60466175. W istocie, majac
doéé cierpliwoéci mozna sprawdzié, ze maja one rozktady 3 -11-31, 23 - 112 - 61,

3-5%2.11-31-41,23-3-11-71-521,5%-7-11-101-311.

Twierdzenie Cayleya

Fakt. Jesli X i Y sa zbiorami (skofczonymi), to

zbiory X 1Y sa rownoliczne,
tzn. | X| = Y|
W szczegdlnosci grupa Sy jest izomorficzna z grupa S, dla n := | X].

(grupy Sx i Sy sa izomorficzne) < (

wynika z tego, ze liczba wszystkich bijekcji X — X, réwna n!, jest rosnaca

(a wiec i injektywna) funkcja n := |X]|. Ustalmy jaka$ bijekcje ¢ : X — Y.

Zauwazmy, ze kazdemu odwzorowaniu ¢ : X — X odpowiada (doktadnie jedno)
g

odwzorowanie & : Y — Y dla ktérego diagram o | |l o “jest przemienny”,
g

przez co rozumie sie réwnosé ; istotnie, skoro ¢ ma odwrotnosc¢,

i

to ostatni warunek da sie “rozwiazaé¢ wzgledem &7, otrzymujac ‘ G=gpogop”

Wychodzac z takiej inspiracji okre$lmy odwzorowanie f : Sx — (funkcje ¥ — V)

wzorem f(0) 1= & = pooop~l Zauwazmy najpierw, ze ‘ floog)= f(o)o flo) ‘(*),
gdyz po(cog)op™ = (poadop o (pogop ) zarazem f(idx) = idy
(gdyz ...), zatem f(o)of(c™!) = ... = f(idx) = idy; tak samo f(c~1)o f(c) = idy,

wiec f(o) jest bijekcja! Tym samym sprawdziliémy, ze f jest odwzorowaniem

Sx — Sy, spelniajacym warunek (*), tzn. jest homomorfizmem grup. Pozostaje
jeszcze zauwazyé, ze f jest bijekcja, bowiem ma odwrotnoé: f=1(6) = p=todog.
Fakt (twierdzenie Cayleya). Kazda grupe skonczona G dla dostatecznie
duzego n € N mozna zanurzy¢ homomorficznie w grupe S,,. Oznacza to,
ze istnieje injektywny homomorfizm ¢ : G — S,, a w takim razie
w:G — i jest izomorfizmem G na podgrupe G = im @ grupy S,.

Przyporzadkujmy elementowi a € G odwzorowanie L, : G — G, okrelone
wzorem L,(g) := ag. Zauwazmy, ze L o Ly = Lgp, wobec tego L, ma odwrot-
no$é: Lgo L,—1 = Ly—1 0 L, = idg, czyli L, jest bijekcja, tzn. permutacja zbioru
. Mamy wiec odwzorowanie f : G — Sg, f(a) := L,, spetniajace warunek
flab) = f(a) o f(b), tzn. bedace homomorfizmem. Zauwazmy, ze f jest injektywne:
jeSli f(a) = L, = idg, to w szczegdlnodei Ly(e) = e, tzn. ae = e, wiec a = e,
zob. 155. Mozna teraz dla n := |G| okredli¢ homomorficzne zanurzenie ¢ : G — Sy,
sktadajac zanurzenie f : G — S¢ z 1zomorfizmem Sg — S, , opisanym w poprzed-

nim punkcie.
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3.9 Appendix: Inny sposéb definiowania znaku per-

190.

191.

192.

193.

mutacji

Niech X — zbidr skoficzony; wezmy X2 := {(z,y) : v,y € X,z # y}
oraz rodzine A wszystkich funkcji p: X? — {—1,1} antysymetryczych,
tzn. takich, ze p(x,y) = —p(y,z). Majac o € Sx okreSlmy dla p € A
wzorem p° (z,y) := p(o(@), o)) funkcje p° : X2 — {—1,1}; jasne jest,

ze p° € Aoraz (p7)" = p?, gdyz p” to w istocie “p zlozone z o”.
Zauwazmy, ze wielkos¢ (plg) := [J[ p(a,y)q(x,y) dla p,q € A nie
r(zy)=1

zalezy od r € A, poniewaz s = pq jest symetryczna: s(x,y) = s(y, ).
Fakt. Dla p,q,p,q € A oraz o € Sx zachodza nastepujace tozsamosci:
(p7lg”) = (pla),  (pla) - (@) = (pld) - (Plg)

L= Hp a@), c)g(o(x), o)) Hp Z,9)q = P; drugi wzdr jest oczywisty.
r(o(e),o(y))=1 r(#,9)=1

Wobec tego (p”|p) - (¢”lg) = (p71q”) - (plg) = (£1)* = 1, a wiec wielkos¢
(p”|p) € {—1,1} nie zalezy od wyboru p € A, czyli ma sens definicja

sgn(o) := (p7|p), gdzie p € A — dowolny.

Fakt. (a) Okreslone w taki sposéb odwzorowanie sgn : Sx — {—1,1}
jest homomorfizmem grup, tzn. sgn(op) = sgn(o)sgn(p) dla p,0 € Sx.
(b) sgn(7) = —1 dla dowolnej transpozycji 7 € Sx.

(a) sgn(ap) = (p7"[p) = (¢"Ip) = (¢"la) - {alp) = sgn(p) sgn(c), gdzie ¢ := p”.

(b) Zgodnie z definicja sgn(r) = (p"|p) = (—1)*, gdzie k jest potowa liczby
elementéw zbioru A, := {(z,y) € X2 : p(r@), 7)) # p(x,y)}; jedli w szczegdlnodci
T jest transpozycja elementéw a,b € X, to oznaczajac elementy zbioru X jako

xy,&9,...,2, w taki sposéb, by ¥ = @, x2 = b oraz okreélajac p € A wzorem
+1, gdyi<j

1 edyis otrzymujemy A, = {(z1, z2), (22, 21)}, cayli k = 1.

p(zi, ;) ==

Whiosek. Jedli permutacja o € Sy jest zlozeniem r cykli parzystej
dtugosci oraz s cykli nieparzystej dtugosci, to sgn(o) = (—1)".

Jeli v = (21 @2 ... 27) jest cyklem dlugodci I, to y = (w1 #2)(w2 23) ... (x1-1 1)

jest ztozeniem [ transpozycji, a wiec sgn(vy) = (—1)'; to wraz z 192.(a) dowodzi tezy.
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4 Przestrzenie wektorowe

4.1 Definicja przestrzeni wektorowej. Przyktady

Niech K bedzie ustalonym ciatlem. Bedziemy zaktadaé zwykle, ze jest to ciato licz-
bowe, tzn. K C C; co wiecej, w zdecydowane] wiekszodci zastosowan w zupelnosci

wystarczy ograniczy¢ sie do przypadkéw K =R lub K = C.

194. Definicja. Przestrzeniq wektorowq nad ciatem K nazywa sie tréojke
(V, +, ), w ktorej
o V jest zbiorem,
e + jest operacja w V, taka, ze (V, +) jest grupa przemienna;
o - jest odwzorowaniem -:K xV — V. spelniajacym cztery

nastepujace aksjomaty(*°):
() Odmv=Aovtpv

(2) A(v+w)=A-v+ A w; Yo,we 'V,
(3)  (Aw)-vo=X-(p-v); VA €K
4) 1-v=nuv;

Zwykle uzywa sie terminu ‘przestrzen wektorowa’ odnosnie do zbioru V, traktu-
jac oczywiste czlony tréjki, ‘+7 1 °-°) jako domyélne — sporadycznie sie zdarza, ze

[l

7 jakiego$ powodu ‘4’1 ‘-’ nalezy zastapi¢ innymi znaczkami. Elementy zbioru V
nazywa sie wektorami, elementy K — skalarami, zaé zbiér K — cialem skalaréw
przestrzeni. Zamiast ‘przestrzen nad ciatem R (lub C)’ mdwi sie ‘przestrzeii
rzeczywista (lub zespolona)’. Odwzorowanie - nazywa sie operacjg mnoZenia
wektorow przez skalary; czesto znak ‘-’ pomiedzy liczba a wektorem pomija sie;

wygodnie tez umoéwié sie, ze ‘vA’ oznacza to samo, co ‘Av’, tzn. ‘A - v’

195. Fakt. Jesli V' jest przestrzemia wektorowa, v € V, A € K, to:

(a) 0-v=0; (b) A-0=0;  (c) (=A)-v=—(A-v);
(d) A»v=0 <= (A=0Ilubv =0).

Powyzej 0 oznacza element neutralny (zero) grupy (V,+); nazywa sie
go wektorem zerowym i zwykle oznacza tak, jak liczbe zero, symbolem 0
(z kontekstu na ogdt jest jasne, czy chodzi o liczbe, czy o wektor).

Ad (a): w := 0 - v, wtedy w+w = (04+0)-v = 0-v = w wskutek (1), wiec
dzieki prawu skracania w grupie dostajemy w = 0. Ad (b): w := A -0, wtedy
w4+w =A-(0+0) =X -0 = w wskutek (2), co jak poprzednio daje w = 0.
Ad (c): Dzieki (1) i (a) mamy: (=A) v+ A-v=((=A)+A) -v=0-v=0, a wiec
(=A) - v jest elementem przeciwnym do A-v. Ad (d): Jeli A-v = 0 i ponadto A # 0,
to wskutek (b) mamy: v = (A7*A)-v=A"t- (A-v)=A"1.0=0.

196. Przyktlady.
Dla n € N niech K" bedzie iloczynem kartezjanskim K x ... x K

(n razy); elementami K" sa wiec n-elementowe ciagi & = (xy,...,2,)

26Jak zwykle, dla uproszczenia zapisu umawiamy sie, ze ‘mnozenie ma pierwszenstwo
przed dodawaniem’, co oznacza np. ze A-v+p-w jest uproszczonym zapisem (A-v)+(p-w).
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197.

elementéw z K. Okreslmy dodawanie elementéw K" wzorem
(T1yee s tn) + (Y1ye s ¥n) = (21 F Y1y oy 20 + Yn),
natomiast mnozenie elementéw K" przez liczbe A € K — wzorem
AMag, .o xy) = (Axg, ..o Axy,).

Latwo sie przekona¢ — korzystajac z aksjomatow ciata — ze spel-
nione sa wowczas wszystkie warunki definicji przestrzeni wektorowe;j,
np. sprawdzenie (2) wyglada nastepujaco:

Me+y)=A(x1, . yxn) + W1y yn) = Mo+ ya, ooy @0 + Yn)
=Mar4 1), s AMEn+yn)) = (Axs + Ay, .o Ax, + Ayn)

= (Mg, .o, Ax,) + (Ayr, ..o Ayn)

= Mag, .y 20) F A1y Yn) = Ae 4 Ay

W tzw. rachunku macierzowym uzywane sa dwa rézne ‘egzemplarze’

przestrzeni K x ... x K, rézniace sie od siebie (tylko) sposobem zapisu
elementéw, 1 przez to z definicji rozlaczne:

1
o przestrzen K" wektorow kolumnowych, postaci @ = | : |,
Ty,
o przestrzen K',, wektordw wierszowych, postaci f = [fl fn]

Jesli X jest dowolnym zbiorem, to symbolem K* oznaczmy zbidr,
zlozony z wszystkich funkcji v : X — K. Wprowadzmy w tym zbiorze
dzialanie ‘zwyklego’ (czesto zwanego punktowym) dodawania funkcji:

Ve e X (v 4 v2)(x) :=vi(x) + vala);

inacze] mowiac, jesli v, vy, vy € K, to relacja v = vy + vy oznacza z de-
finicji, ze Vo € X @ v(x) = vi(x) + va(x). Podobnie okreslmy iloczyn
funkeji v € K* przez liczbe A € K:

Vee X (Av)(x) = Av(z).
Latwo sprawdzi¢, ze w ten sposéb KX staje sie przestrzenia wektorowa.
Zbior K[ -] wielomianéw o wspolczynnikach z K tworzy przestrzen

wektorowa (dla zdefiniowanych w rozdziale o wielomianach dziatan do-
dawania i mnozenia wielomianéw przez liczby).

Definicja. Podzbior Vo C V nazywa sie podprzestrzeniq przestrzeni V.,
jesli jest niepusty oraz ‘zamkniety wzgledem dziatan w V7, tzn.

Yo, ve € Vo v1+vy € Vp (zamknietos¢ wzgl. dodawania);
VYAeK, veVy: d el (zamknietosé wzgl. mnozenia przez liczby).

Kazda podprzestrzen zawiera wektor zerowy: vg € Vo = 0 = 0-v9 € V5.
Zauwazmy, ze poprzestrzen Vg jest przestrzenia wektorowa wzgledem
dziatan (dodawania i mnozenia przez liczby) ‘takich samych, jak w V.

Méwiac écisle, operacja dodawania w V4 jest okreslona jako obeiecie odwzorowania
‘dodawanie w V’: V x V — V', do podzbioru Vy x V5 C V x V; zamknietosé¢ V;
wzgledem dodawania sprawia, ze obciecie to ma wartosci tylko w Vp, a wiec okreéla

odwzorowanie Vy x Vy — Vi. Podobnie rzecz ma sie z mnozeniem przez liczby.
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198. Dalsze przyktady.
Dla dowolnego zbioru X podzbidr
E(X):={veK*: {x:v(x)+#0} jest skonczony}
jest przestrzenia wektorowa, mianowicie podprzestrzenia K¥. Aby to
pokazac, wystarczy sprawdzi¢, ze F(X) jest podzbiorem zamknietym

o wzgledem dodawania: jesli vy, v, € K¥ oraz v = vy + vg, to

{5 0(e) £ 0} C {r: vnfe) £ 0} U {x: o) £0).

a suma zbioréw skonczonych — gdy vy, v € E(X) — jest skonczona;

e wzgledem mnozenia: otéz zbiér {x : Av(x) # 0} jest dla A # 0 réwny
{z 1 v(x) # 0} (wiec dla v € E(X) skonczony), a dla A = 0 — pusty.

Elementy przestrzeni KN, tzn. funkcje ¢ : N — K, wygodnie jest
przedstawia¢ nieskoniczonymi ciagami & = (x1,22,...) ich wartosci
z, = {(k) € K; dzialania w KN (dodawanie i mnozenie przez liczby)
sa wtedy zwyklymi dziataniami na ciagach.

Opierajac sie na podstawowych wtasnosciach ciagow, granic i szeregow
latwo jest sprawdzi¢, ze dla K = R (jak réwniez dla K = C) podzbidr

Vo::{wEKN:W}

jest podprzestrzenia przestrzeni KN, jesli W jest ktorymkolwiek
z nastepujacych (przykladowych) warunkéw (*7):

o Vk>100: 2, =0; o V'k: xp,=0;
o (1) jest ciagiem arytmetycznym; o Yk: xp4q = %xk;
e istnieje skonczona granica klim SR ) klim x, =05

o lim Kz = 0; o ciag (%) jest ograniczony;

k—o0

e Jda,be K: lim(x) —ak —0b)=0; e szereg ioj xy jest zbiezny;

k—o0 k=1
o szereg Y. |xg| jest zbiezny; o szereg Y. |xy|? jest zbiezny;
o Vk: xpr100 = 2k (okresowosc); o dpeN:Vk:apy, =y
o V'k: xpyq = xy; o Vk:xpio =+ Tpy1;
o Vk l: xpy = %(l‘k + 2y); o Vk:xp = %xk

7. kolei Vg nie jest podprzestrzenia KN dla nastepujacych warunkéw W:

o Jk>100: 2, =0; o‘v’*k:xk:%;
o Vk:apwpre = xp41? (geometryczny); o Vi |xg| < 12;
o klim T = 4 e ciag (|x|) jest malejacy;
o Vk: xpe = (21)% o > ap=3;
k=1
e zero jest punktem skupienia (x4); o F*k: xp = 0.

199. Definicja. Podzbiér A+ B :={a+b: a € A, b € B} nazywa sie sumq

2"Dla uproszezenia notacji uzywamy ponizej symboli ‘nogélnionych kwantyfikatoréw’
V*k (oznaczajacego dla prawie wszystkich k) oraz 3*k (dla nieskoiiczenie wielu k).
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200.

4.2

201.

202.

203.

algebraiczng podzbiorow A, B C V; podobnie definiuje sie podzbiory
AA, MA + pB itp., np zbiér 3A — 2B sktada sie z wektoréw, dajacych
sie przedstawi¢ w postaci 3a — 2b dla pewnych a € A, b € B.
Jasne, ze Vo C V jest zamkniety wzgledem dodawania < Vo4 Vo C V4,
a wzgl. mnozenia przez liczby < K- Vo C Vo, tzn. VA € K: AV C V.
podzbiér Vi C Vjest) — ( Vo+Vo C Vo )

Zat .
arem ( podprzestrzenia V oraz K- V5 C Vg

Fakt. Przeciecie dowolnej liczby podprzestrzeni jest podprzestrzenia.
Suma algebraiczna dwoch podprzestrzeni jest podprzestrzenia.

Dowdd stanowi proste ¢wiczenie.

Przestrzenie ilorazowe

A teraz doé¢ zabawny, lecz pozyteczny przepis na zrobienie przestrzeni wektorowe;.

Potrzebne sa dwa ‘surowce’: przestrzen wektorowa V i jakas jej podprzestrzen V.

Okreslmy w zbiorze V relacje v ~ v’ L e Vo; jest to oczywiscie
relacja réwnowaznosci, wiec zadaje klasy: [v] :=={u eV : u~ov} CV,
[v] =[] <= v~ NiechV =V/. ={[v]: v € V} oznacza zbiér
wszystkich tych klas. Uczynimy go przestrzenia wektorowa, okreslajac

W nim:
dodawanie: [v1] 4 [v2] := [v1 + v,
oraz
mnozenie przez skalary: Alv] :=[Av] dla A € K.

Oczywiscie nalezy sprawdzié, co jest to bardzo tatwe, sensownosc tych definicji, tzn.
[u] = [v1]
e
[us] = [v2]

Nastepnie réwnie tatwo przekonujemy sie, ze zbidr V z tak okrelonymi dziataniami

} implikuje [u1 + us] = [v1 + v2], zaé [u] = [v] implikuje [Av] = [Au].

jest przestrzenia wektorowa, tzn. spelnia wszystkie aksjomaty definicji 194.

Definicja (przestrzen ilorazowa). Skonstruowana w powyzszy sposob
przestrzen wektorowa nazywa sie przestrzeniq ilorazowq (lub krocej:
ilorazem) przestrzeni V przez jej podprzestrzen Vj.

v ‘ v~ ‘ [v]
VIVo ‘ v =0 mod V ‘ v+

Dlaczego uzylidémy innych oznaczen, czyzby standardowe byty niedobre? Alez wrecz

A oto standardowe oznaczenia:

przeciwnie, sa one poniekad az za dobre. .. Klopot polega na tym, ze np. definicja
dodawania w postaci (v + V) + (v2 + Vo) = (v1 + v2) + Vo wyglada bardziej na

tozsamo$é, niz na definicje; w istocie jest to tozsamosé dzieki wlasnodci Vo+Vy = V.
Podobnie: klasa [v] jest zbiorem v+Vy = {v4vp: vg € o} ={u: u—v eV} CV.
Przyklady. (1) Calka nieoznaczona [ f(z)dz z jakiej$ funkcji f € V := C’(]a, b])

w gruncie rzeczy nie jest funkcja, czyli elementem V', ale elementem przestrzeni

ilorazowej V/Vy, gdzie Vo C V oznacza podzbidr funkeji statych na Ja, b[.

(2) Ogdlniej: jedli X C IR jest podzbiorem otwartym, np. suma mnogosciowa kilku
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4.3

204.

205.

206.

207.

208.

otwartych przedzialéw, to catka nieoznaczona [ f(x)dz z funkcji f € V := C(X)
(ciagte X — R) jest elementem przestrzeni V/Vy, gdzie tym razem V; := (funkcje
lokalnie state na X) (czyli state na kazdej ze sktadowych spdjnych X).

(3) Catke nieoznaczona [ e“(1 + x? + y*)~'dxr mozna traktowaé (uzasadnié¢!) jako
element przestrzeni ilorazowej V/Vy, gdzie V = C’(}RZ), Vo = C(R).

Kombinacje liniowe. Powloka liniowa podzbioru

Definicja. Kombinacjq liniowq wektoréw vy,...,v, € V nazywa sie
wektor v € V', dajacy sie przedstawi¢ w postaci

v = Ao+ ..+ Agvg,

gdzie Ay, ..., A sa jakimi$ elementami K, nazywanymi wspolczynnikami
kombinacji liniowej. Symbol Lin(vy,...,vs), lub krétszy (vy,...,vs),
oznacza zbior wszystkich kombinacji liniowych wektorow vy, ..., vy, tzn.

(01,05 i={v eV I, ... A e€Kiv= vy +...+ Ao} C V.

Fakt. Podzbidr (vy, ..., vs)

1° jest podprzestrzenia przestrzeni V;
2° zawiera kazdy z wektorow vy, ..., vg;
3° jest najmniejsza z podprzestrzeni zawierajacych vy, ..., v;.

Ad1°: Suma kombinacjiliniowych Ayv1+. . .+ v5 1 prv1+. . .4p5vs Jest kombinacja
liniowa (A1 + py)vr + ...+ (As + ps)vs, wiee {v1,...,vs) jest zamkniety wzgledem
dodawania; podobnie krotno§é¢ Av wektora v = Ajvy + ...+ Asvs jest wektorem

(AX)vr + o+ (AX)vs € (v1, ..., v5) (zamknietodé wzgl. mnozenia przez skalary).
Ad2°: vy =1-v14+0-v2+...0-vs jest kombinacja liniowa v;; podobnie vo = .. ..

Ad3°: Jesli W jest jakakolwiek podprzestrzenia V', zawierajaca kazdy z wektordw v,
to kazda kombin. liniowa v = Ajv1 +...4+ A v, nalezy do W, wiec {vy,...,vs) CW.

Zbiér (vq,. .., vs) nazywa sie podprzestrzenia rozpietq (lub generowanq)
przez wektory vy, ..., v,, albo tez powlokq liniowq tych wektoréw.

Przyktad. Gdy vy, v, € R®, wtedy (vq,v;) jest:

(a) plaszczyzna przechodzaca przez 0,vq i ve, gdy punkty 0,vq, vy nie
sa wspotliniowe;

(b) prosta przechodzaca przez 0, vy i vz, gdy te punkty sa wspotliniowe,
przy czym choc¢ jeden z wektoréw vy lub v, jest niezerowys;

(c) zbiorem {0}, gdy vy = vy = 0.

Uwaga. Dla dowolnego (niekoniecznie skoniczonego) podzbioru Z C V
istnieje najmniejsza podprzestrzen zawierajaca Z; jest nia mianowicie
przeciecie wszystkich podprzestrzeni zawierajacych Z; oznaczamy ja
symbolem Lin(Z) lub (Z) i nazywamy podprzestrzeniq rozpietq (lub
generowanq) przez zbior 7 lub powlokq liniowq zbioru 7. OczywiScie
(7Z) = (v1,...,05) dla Z = {v1,...,vs}. W ogdlnym przypadku (7),
tak jak poprzednio, jest zbiorem kombinacji liniowych wektoréw z 7,
doktadniej: kombinacji liniowych skornczonych uktadow wektoréw z Z:
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‘ ‘ v € (v1,...,0s), tzn.
vE(Z) & dseN:Juy,...,v, € 7 {3)\2'30:)\101—%---—%)\505}'

Oczywiscie (0) = {0}; z tego powodu wygodnie jest przyja¢ umowe, ze
wyrazenie «v jest kombinacja liniowa wektorow z 0» oznacza «v = 0».

209. Fakt. 1° 7y C 7y = (Z1) C (Z2) (monotonicznosé operacji (-));
2° ZWC 7y C {7y = (7)) ={(Z1); w szczegdlnodci:
3° Vi v € (Ugy .oy tty) = (Ugye oy Upy U1y ee ) = (Upy e oy Uy).

Ad2° Skoro Zy C (71),t0 (Z1) jest jedna (za$ (Z2) — najmniejsza) z podprzestrzeni
rawierajacych Zs; zatem (Z5) C (7)), a monotonicznos$é daje odwrotne zawieranie.
Ad3° Wystarczy zastosowaé 2°, biorac 7y = {uy,...,ur}, Zo = Z1 U{vy, ..., v5}.

210. Uwaga. Latwo jest zauwazyé, ze jesli Vi, Vo C V sa podprzestrzeniami V, to

Vi+Vo = <V1 U V2>
Zatem wtadciwym i naturalnym uogdlnieniem operacji sumy algebraicznej na przy-
padek dowolnej rodziny podprzestrzeni V, C V, e C A, jest nastepujaca definicja

3o Vo= <Ua6A Va>.

a€A

4.4 Liniowa niezaleznosé

211. Definicja. Uktad uq, ..., u, wektoréw z V nazywamy liniowo zaleznym,
jesli pewna nietrywialna (tzn. majaca choé¢ jeden wspétezynnik # 0)
kombinacja liniowa tych wektoréw jest wektorem zerowym:

El)\l,...,)\TEK:()\l,...,)\r)%((),...,()), )\1U1—|—...—|—)\TUT:0.

Uklad wektoréw nazywamy liniowo niezaleznym(*®), jesli nie jest li-
niowo
zalezny, tzn. jeshi dla kazdych Aq,..., A, € K prawdziwa jest impli-
kacja

)\1U1—|—...—|—)\TUT:0 = )\1:0,...,)\7«:0;

mozna to takze wyrazi¢ warunkiem, ze kazda nietrywialna kombinacja
liniowa wekltorow uy, . .., u, jest wektorem roznym od wektora zerowego.

212. Przyklady. Jesli jeden z wektoréw u; jest zerowy, uktad jest liniowo
zalezny, np. gdy u; = 0, wtedy biorac Ay = 1, Ay = ... = X, =0
dostaniemy nietrywialna kombinacje przedstawiajaca wektor 0.

Gdy dwa z wektoréw uktadu sa jednakowe, wtedy uktad jest liniowo
zalezny, np. przy u; = ug nietrywialna komb. liniowa o wspotczynni-
kach A\ =1, A, = —1, \; = 0dla j > 2, przedstawia wektor 0.

Uktad wektorow majgcy liniowo zalezny poduklad sam jest liniowo za-
lezny, bowiem (nietrywialna) komb. liniowa wektoréw poduktadu jest

28Zamiast «liniowo (nie)zalezny uktad wektoréwy zwykto sie méwié takze «liniowo
(nie)zalezne wektory»; nalezy jednak pamietaé, ze liniowa (nie)zaleznosé nie jest cecha
poszczegdlnych wektordw, lecz cecha ich wzajemnych relacji, czyli cecha catego uktadu.
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(nietrywialna) komb. liniowa wektoréw calego uktadu. Réwnowazny
fakt: Poduklad uktadu liniowo niezaleznego jest liniowo niezalezny.

213. Oczywiscie liniowa (nie)zalezno$¢ uktadu nie zalezy od kolejnosci wektoréw; dzieki

temu mozemy zdefiniowaé pojecie liniowej (nie)zaleznosci zbioru wektordw:

Definicja. Podzbiér Z C V jest liniowo (nie)zalezny, jesli liniowo
(nie)zalezny jest uklad wq,. .., u, wszystkich elemntéw 7, ustawionych
w dowolnej kolejnosci bez powtdérzen. Inaczej méwiac:

Jesli wektory uq, ..., u, sa parami rozine, to zbidr {uq,...,u,} nazywa
sie liniowo (nie)zalezny, jesli liniowo (nie)zalezny jest uktad uq, ..., u,.

Zwréémy uwage, ze zbidr Z = {uy, us, us} moze byé 1. niezalezny nawet w przy-
padku, gdy ukltad wy,us, us jest liniowo zalezny, np. gdy uy, us sa l. niezalezne, a
uz = ug (wtedy #7 = 2), albo gdy w1 = us = uz # 0 (wtedy #7 = 1).

214. Uogdlnienie. O zbiorze Z C V (niekoniecznie skoniczonym) méwi sie,
ze jest liniowo niezalezny, jesli kazdy skonczony uktad uq, ..., u, parami
roznych elementéow Z jest liniowo niezalezny. Tak wiec zbiér 7 jest
lintowo zalezny <= ma skonczony liniowo zalezny podzbidr.

215. Lemat. Dla uq,...,u, € V trzy nastepujace warunki sa rownowazne:
1° uktad wuq,...,u, jest liniowo zalezny;

2° jeden z wektoréw u; jest kombin. liniowa wczesniejszych wektorow

(zgodnie z 208. gdy ‘jeden z wektoréw’ to uq, oznacza to, ze u; = 0);

3° jeden z wektorow u; jest kombinacja liniowa pozostatych wektorow.

Niech Adjui+. ..+ A, u, = 0 oraz niech A; bedzie ostatnim (tzn. o maksym.
indeksie) niezerowym wspétezynnikiem. Tak wiec A; # 0 oraz Aqur+...+A5u; = 0.

Dla j > 1 wynika stad, ze u; = (—%)ul—l—. . .+(—>‘§\f1 Juj_1;dlaj=1-—zeu =0.

— oczywiste. Jeéli wektor u; (gdzie j € 1,7 — ustalone)

jest kombinacja liniowa pozostalych wektordw, tzn. w; = > ayu,, to dodajac
i€l r\{j}
obustronnie —u; dostajemy 0 = ajuy + ...+ aju; + ... + apuy, gdzie o 1= —1.

216. Wniosek. Kazdy skoficzony uklad(*?) (lub zbidr) wektoréw zawiera
poduktad (podzbidr) liniowo niezalezny, rozpinajacy te sama przestrzen.

Przeprowadzmy ‘lustracje’ kolejnych (od lewej) wektordw uktadu, usuwajac te z nich,

ktére sa liniowa kombinacja swych poprzednikéw. Dzieki —2° = —1° dostaniemy

uktad 1. niezalezny, a na mocy faktu 3°p.209 nie zmienimy przestrzeni rozpinanej.

217. Wniosek. Dla podzbioru Z C V nastepujace warunki sa réwnowazne:

(a) Z jest liniowo zalezny;
(b) pewien element Z jest kombinacja liniowa innych elementéw Z;

(c) istnieje podzbidr Zy ¢ Z, taki ze (Zy) = (Z).

(a)=(b): Zbidr l. zalezny zawiera skonczony uktad 1. zalezny wuy, ..., u, € 7, wiec

mozemy skorzystaé z implikacji 1° = 2°. (b)=(c): Wystarczy wziaé Zp := Z \ {v},

29Teza pozostaje prawdziwa bez zalozenia o skonczonoéci, lecz dowdd wymaga wtedy
zastosowania aksjomatu wyboru, np. w formie ‘lematu Kuratowskiego-Zorna’; szkic tego
dowodu przedstawimy dalej w punkcie 243.
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4.5

218.

219.

220.

gdzie v € Z jest kombinacja liniowa innych elementéw 7, i zastosowac 2°p.209.
(¢)=(a): Wezmy dowolny v € Z\ Zy; skoro v € (Zp), to v jest komb. liniowa pewnych
parami réznych wektoréw uy, ..., u, € Zy; wobec 3° = 1° uklad wy, ... u,, v jest

1. zalezny, ma elementy parami rézne i nalezace do Z; zatem Z jest l. zalezny.

Baza

Definicja. Uktad wektoréw vy, ..., v, nazywamy bazq (uporzqdkowanqg)
przestrzeni V', jesli jest liniowo niezalezny 1 rozpina cala przestrzen V.

Uwaga terminologiczna. W zargonie matematycznym przymiotniki minimalny
1 najmniejszy maja odmienne znaczenia, nie zawsze zgodne z sensem potocznym:
Najmniejszy oznacza ‘mniejszy /réwny od wszystkich innych’, przy czym zamiast ‘<’
moze by¢ relacja zawierania (najmniejsza podprzestrzen {(Z) zawierajgea zbidr 7)
lub podzielnosci (najmniejszy wspdlny dzielnik) lub inna ‘relacja porzadkujaca’.
7 kolei munimalny to ‘nie majacy «mniejszychy» od siebie’, a wiec — innymi stowy
— ‘nie dajacy sie zmniejszyé w obrebie rozwazanej klasy’.(?")

Warto zauwazyé, ze jedli poréwnywanie dotyczy zawierania C, to zbiér minimalny
w danej klasie nie musi mie¢ minimalnej (w tej klasie) liczby elementéw. Np. jesli
przyjmiemy, ze marchew zawiera witaminy A i C, kapusta — B 1 C, burak — C1 D,
a brukiew — B, Ci D, to minimalnym zestawem petnowitaminowym bedzie zaréwno

{marchew, brukiew}, jak réwniez {marchew, kapusta, burak} (2 lub 3 elementy).

Cwiczenie. Nastepujace cztery warunki sa réwnowazne:

1° wvy,...,v, jest baza przestrzeni V;
2° wy,...,v, jest maksymalnym ukladem liniowo niezaleznym w V;
3° wvi1,...,v, jest minimalnym uktadem rozpinajacym przestrzen V;

4° Kazdy wektor v € V ma dokladnie jedno przedstawienie postaci
v:)\lvl—l—...—l—)\nvn, )\1,...,)\HEK.

Ze wrgleddéw dydaktycznych sprawdzimy réwnowazno$é 1° z kazdym sposrdd
warunkdéw 2°, 3° 1 4° z osobna, nie ograniczajac sie do minimalnej liczby implikacji.
Uk}ad v1, .. ., U, powiekszony o dowolny wektor v € V jest l.zalezny, gdyz
v jest jest komb. liniowa v;. Maksymalnoéé sprawia, ze dla v € V uklad
V1, ..., s, v jest Juz l.zalezny, a wiec dzieki 215. albo v, albo ktérys v; jest liniowa
komb. swoich poprzednikéw; te druga mozliwosé wyklucza Lniezalezno$é vy, ... v,.
Gdyby V = (va,...,vn), wtedy v1 bytby komb. liniowa pozostatych v;,
wbrew liniowej niezaleznosci uktadu. Zatem po odrzuceniu vy uktad nie rozpina V.

Gdyby uktad byt liniowo zalezny, wtedy pewien v; bylby komb. liniowa

3%Formalna definicja: Jezeli < jest “relacja porzadkujaca”(tzn. zwrotna i przechodnia)
w zbiorze X, to element xg € X jest najmniejszy w X, gdy Vo € X @ xg < x, zad xg jest
minimalny w X, gdy Ve € X : & < g = z¢ < x; zamieniajac < na > definiuje sie pojecia
elementu najwiekszego i maksymalnego. Jasne, ze: (1) element najmniejszy jest minimalny,
a najwickszy — maksymalny; (2) jedli dwa elementy sa najmniejsze (lub najwieksze) w X,
to sa stowarzyszone (koniunkcja < i >); elementy minimalne lub maksymalne nie musza
by¢ stowarzyszone. Przyklady. Niech ¢ < y < x| y. Dla X = 1,5 najmniejszy (a wiec i
minimalny) jest 1, elementu najwiekszego brak, a maksymalnesa 3,415. Dla X = {2,3,6}
elementu najmniejszego brak, minimalne sa 2 i 3, a najwickszym (i maksymalnym) jest 6.
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222.

223.

224.

225.

pozostalych wektoréw; odrzucenie v; nie psuloby rozpinania, whrew minimalnosci.
v € V marozkltad, gdyz V = (v1,...,v,); jesli v = Adyv1 + ...+ Ayup, oraz
v = :\11}1 +...+ :\nvn, to ktadac p; 1= /N\Z — X dostajemy pv1 4+ ...+ pipvy, =0, co
wskutek l.niezaleznosci uktadu daje p; = 0, tzn. :\1 — A1 = 0,.. .,/N\n — A, = 0.
stnienie rozktadu kazdego v sprawia, ze vy,...,v, rozpinaja V. Jedli
Av1+. ..+ A, v, = 0, to lewa strona jest rozktadem wektora 0; rozktad ten musi byé

identyczny z rozktadem Ovy +. ..+ 0v,, skad wynikaja réwnosci Ay = 0,..., A, = 0.

Whniosek. Rownowaznos¢ 1° <= 4° powoduje, ze baza vy,...,v,
zadaje w przestrzeni V ukltad wspolrzednych, tzn. bijekcje V. — K".
Chodzi tu oczywiscie o odwzorowanie

Vov=XMor+...+ v, — (A, 0) € KN

Zauwazmy, ze osie tego ukladu wspétrzednych, tzn. podzbiory V.,
okreslone warunkiem znikania wszystkich wspétrzednych, oprécz jednej
ustalonej, sa (jednowymiarowymi) podprzestrzeniami (vy), ..., (v,).

Jesliv = Ao+, ..+ 0, to liczby Ay, ..., A\, nazywa sie wspolrzednymi
wektora v w bazie vy,...,v,, natomiast wektory Ajvy, ..., A\v, € V

— skladowymi wektora v w tej bazie (v jest suma swoich sktadowych).

Przyktad 1. Wektory “zero-jedynkowe”w przestrzeni K", tzn. wektory

e; :=(1,0,...,0), e3:=(0,1,0,...,0), ..., e, :=(0,...,0,1),
lub w innej, wygodniejszej czasem formie ‘kolumnowej’ (‘wertykalnej’)
(1] 0] 0] 0]
0 1 0 0
e = 0 , €y = 0 , €3 = 1 , €, = |:1,
: : : 0
1 0] 1 0] 0] 1]

maja oczywista wlasnosc
\V/)\l,...)\n - K:)\161—|—...—|—)\n6n = ()\17)‘71)7

korzystajac z niej mozna bez trudu sprawdzi¢ bezposrednio kazdy
z powyzszych warunkéw 1°,...,4°. Wobec tego uklad eq,...,e, jest
baza przestrzeni K"; bedziemy jej czesto uzywaé — zwykle stosujac
notacje ‘kolumnowa’ — nazywajac bazq standardowq przestrzeni K.

Przyklad 2. Jednomiany po, ..., i, gdzie up(t) := t*, tworza baze
(‘standardowa’) przestrzeni K,[-] wielomianéw stopnia < n jedne]
zmiennej. Czasami wygodnie]j jest postuzy¢ sie inna baza przestrzeni
K.,[-], np. utworzona z ‘przesunietych’ jednomianéw yu(t—a) = (t—a)*.
Przyktadem bazy przestrzeni Ky, y] (wielomianéw stopnia < 4 dwéch
zmiennych x,y, o wspotezynnikach z K) jest uktad 15 jednomianéw

2 2 3 2 2 3 4 3 2,2 3 4
1,$,y,$,$y,y,$,l’y,l’y,l’,l’,l’y,l’y,l’y,y.

Definicja. Wymiarem przestrzeni wektorowej V' nazywamy najmniej-
sza mozliwa moc zbioru rozpinajacego V. Jesli przestrzen jest skoncze-
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227.

228.

229.

230.

231.

nie wymiarowa, tzn. ma skonczony podzbior generujacy, wtedy wymiar
V' jest liczba catkowita > 0, oznaczana symbolem .

7 tego, co juz wiemy jest jasne, ze skonczenie wymiarowa przestrzen V'
ma baze o dim V' elementach (minimalnej mocy zbidr generujacy!) oraz
ze kazda baza V ma > dimV elementéw. Naszym najblizszym celem
bedzie m.in. pokazanie, ze kazda baza V ma dimV elementow.

Cwiczenie (obligatoryjne). Znalezé blad w ponizszym ‘dowodzie’
faktu (skadinad prawdziwego!), ze kazda baza V ma dim V' elementéw:

“Baza jest minimalnym uktadem rozpinajacym V', a wiec ma minimalna
mozliwa moc, jaka moze miec zbiér rozpinajacy V, czyli — z definicji
wymiaru — ma moc rowna dim V, QUOD ERAT DEMONSTRANDUM”.

Fakt. Przestrzen skonczenie wymiarowa ma baze; co wiecej, kazdy
uktad liniowo niezalezny w przestrzeni V da sie powiekszy¢ do bazy V.

Niech uy, ..., u, bedzie uktadem 1. niezaleznym. Skoro dim V' < oo, istnieje uktad
v1,...,0s, rozpinajacy V. Uktad wq, ..., u,, v1,...,vs rozpina V, wiec zgodnie z 216
mozna z niego uzyskaé poduktad l.niezalezny i rozpinajacy V' (czyli baze), usuwa-
jac wektory bedace kombinacjami liniowymi swych poprzednikéw. Stojace z lewe]

wektory u; sa l.niezalezne, wiec ta ‘lustracja’ nie wyeliminuje zadnego z nich.

Lemat Steinitza. Jesli przestrzen V zawiera uktad r wektoréow liniowo
niezaleznych oraz uktad s wektoréw rozpinajacych V., to r < s.

Zastosujemy «pomysl Steinitza o zastepowaniu». Niech uy, ... u, bedzie ukladem
liniowo niezaleznym, a vy, ..., v, — uktadem rozpinajacym V, tzn.
V ={v1,...,0s). (0)

Skoro uy € {(v1,...,vs), to uktad uy, vy, ..., v, jest |. zalezny; stad i z 215. ktéry$ v;
jest komb. liniowa swoich poprzednikéw (u; jest # 0, wiec nie jest komb. liniowa
pustego zbioru swoich poprzednikdw). Zatem dzieki p.3°209
Fiel,s: V="(upvi,...,vs(bez v;)). (1)

Skoro usz € {uy,v1,...,vs(bez v;)), to uktad wua, u1, vi, ..., vs(bez v;) jest l.zalezny;
stad 1z 215. ktéry$ v; jest komb. liniowa swoich poprzednikéw (u; ani us nie moze
byé komb. liniowa swoich poprzednikéw, gdyz us, vy sa l.niezalezne). Zatem

JiZjel,s: V=_uypui,vi,...,vs(bez v;,v;)). (2)
Przypudémy teraz, ze s < r; wtedy stosujac s-krotnie taka ‘procedure zastepowania’
otrzymamy w koncu

V= (g, ..., u2,u1), (s)

a w takim razie us41 € {us, ..., u1), co przeczy lniezaleznodci. Zatem r < s, Q.E.D.
Whniosek 1. Kazde dwie bazy V maja jednakowa liczbe elementdéw.

Whiosek 2. Podprzestrzen przestrzeni skoniczenie wymiarowej V' jest
przestrzenia skonczenie wymiarowa wymiaru < dim V.

Niech U C V oraz dimV < co. Z 229. wynika, ze kazdy uktad l.niez. wektordw z V'

(tym bardziej z U) ma nie wiecej niz dimV wektordw. Dotyczy to w szczegdlnosei
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232.

233.

234.

4.6

235.

maksymalnego ukladu l.niezaleznego w U. Taki uklad uq,...,u, — jak wiemy z
220. — jest baza U; wobec tego dimU =r < dim V.

Uwaga. Implikacje U < V = dimU < dim V nazywa sie zwykle monotonicznosciq
wymiary; jej dowdd przy dodatkowym zalozeniu dim U < oo jest oczywisty: baza U

jest uktadem l.niezaleznym w V', wiec ma nie wiecej niz dim V' elementéw, Q.E.D.

Whiosek 3. Jedli Vo C V jest podprzestrzenia oraz dim Vo = dimV/,
to Vo = V; mozna to stresci¢ hastem ‘funkcja’ dim jest scisle rosngca.

Niech v1,...,v, —baza Vg; gdyby v € V i v & (vy, ..., v,), wtedy ukltad vy, ... v, 0
bytby l.niezal., wiec dimV > r+1 = dim Vo+1, sprzecznosé; zatem (vy, ..., v,) = V.

Whniosek 4. Niech dimV = n oraz Z C V, wtedy:

(a) Z jest l. niezalezny = |Z| < n; (a') |Z]>n = Z I zaleiny;

(b) (Z)=V = |Z[Zn; (b)) ]Z] <n = (Z) & V;

(¢) w przypadku, gdy |Z| = n, zachodza nastepujace réwnowaznosci:
7 jest l. niezalezny <= 7 jest baza V <«— (Z)=V.

(a)i(b) wynikaja wprost z 229. (¢) Zatézmy, ze | 7| = dim V. Gdy 7 jest l.niezalezny,
wtedy 7 zawiera sie w jakiej$ bazie (zob. 228) i ma tyle samo elementéw, co ta baza
(gdyz |Z| = dim V'), wiec jest cata baza. Gdy (7) = V, wtedy Z zawiera jaka$ baze

(zob 216) i ma tylez elementdw, co ta baza, wiec ta baza jest calym zbiorem 7.

Whniosek 5. W skoficzenie wymiarowej przestrzeni V' uktad vy, ... v, jest baza

wtedy 1 tylko wtedy, gdy spelnione sa cho¢ dwa sposrdd nastepujacych warunkow:

(a) {(v1,...,v) =V; (b) ukltad v1,... v, jest lin. niezalezny; (c) n=dimV.

O sumie i przecieciu

Fakt. Jeshi Vi, V, C V sa dwiema podprzestrzeniami skonczonego
wymiaru, to

dimV; + dim V3 = dim(V; N V3) 4+ dim(V; + Va). (%)
Uwaga. Pokazemy nawet wiecej, ze Vi, V2 maja takie bazy (zbiory)
By, By, ze Bi N By jest baza Vi NV;, a By U By, — baza Vi + V5; jest to
wyjasnieniem zwiazku wzoru (*) ze znanym z teorii mnogosci wzorem

|B1|—|—|B2|:|B1mB2|—|—|B1UB2| (*)
wzor (x) bywa (zartobliwie) nazywany kwantowq wersjq wzoru (*).
Vi N Vo ma — jako podprzestrzen V) — skoniczony wymiar; niech eq, ..., ex bedzie
baza Vi NVy. Z 228. wiemy, ze da sie ja powickszyé do bazy Vi, a takze do bazy Va;
zatem istnieja wektory a;,b; € V takie, ze
€1,...,€6k,0a1,...,a, — baza Vi, €1,...,6k,01,...,bs — baza V5.

Uktad k + r+ s wektordw ey, ..., ex,aq,...,a., by, ... bs rozpina Vi + Va; jedli wiec
wykazemy, ze jest on l.niezalezny, to da nam to wzér dim(Vy +V2) = k+r+ s, co
wraz z réwnosciami dim(Vy NV2) = k, dimVy = k 4+ r, dimVy = k + s zakoniczy

dowdd wzoru ().
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238.

239.

Zauwazmy najpierw, ze warunki a € {(ay,...,a,) oraz a € V4 N Vs implikuja a = 0;
istotnie, wtedy Ja; E K :a = aya1+...+apa, oraz Iy, €K :a =vie1+. . . +7rex,
wiec 0 =a—a = aja1+. . .+ apar+(—7y1)er+. ..+ (—7vx)er, co dzieki l. niezaleznodci

ai,...,ap,€1,...,¢e; implikuje znikanie wszystkich wspdtezynnikdw, tzn. a = 0.

Dla dowodu 1. niez. ey, ..., e, ay,...,ar,by,..., by wystarczy oczywiscie pokazaé, ze
jesli a+b+e = 0, gdzie a € {a;), b € (b;) oraze € {¢;),toa =b=e=0.0tdza € V}
oraz a = —b—e € Vo, a wiec a € V1 N Vo; to — dzieki powyzsze] uwadze — daje
a = 0. Stad takze b 4+ ¢ = 0, co — wskutek l.niez. b; 1 ¢; — implikuje b = ¢ = 0.

Uwaga 1. Jesli zbior By jest baza Vi, a By — baza V,, to — whrew
opinii czesto spotykanej na egzaminach 1 kolokwiach — zbiér By N B,
wcale nie musi by¢ baza V) NV, a zbiér By U By — baza Vi 4+ V5.

Kontrprzyklad: Niech ey, es,e5 € V — L. niezalezne; wtedy By := {ej,e1 + ea}
jest baza Vi := (e1,ea), By := {ea + e3,e3} — baza V5 := (e3, e3), tymczasem za$
By N By = 0, mimo ze V3 N V5 = (e2); podobnie By U B ma 4 elementy, nie moze
wiec by¢ baza Vi + Vo = (e1, ea, e3).

Uwaga 2. Analogie pomiedzy operacjami U, N na zbiorach, a ich odpowiednikami
‘kwantowymi’ +, N na podprzestrzeniach, maja swoje granice. Warto sobie m.in.
uswiadomié, ze odpowiednik tozsamosci (B U B2) N Bz = (B N B3)U (B2 N Bs), tj.
wzér (V1 + Vo) NV = Vi N Vs 4+ Vo N V3, nie jest na ogdt prawdziwy: kontrprzyktad

tatwo znalezé (i narysowad!), biorac np. 1-wymiarowe podprzestrzenie ptaszczyzny.

Jak dobrze wiemy, ze wzdr (x) daje sie (przez indukeje) uogdlnié na wieksza liczbe
zbioréw, np. [AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—-|BNC|—-|CNA|+|ANBNC|.
7 powodu, ktéry wtadnie przedstawilidmy, dla ‘kwantowego’ odpowiednika tego

wzoru indukcja ‘nie idzie’; w istocie, taki odpowiednik jest wzorem nieprawdziwym!

Ogéblne twierdzenie o istnieniu bazy

Oprécz pojecia ‘bazy uporzadkowane]’ (czyli uktadu wektoréw) istnieje
takze pojecie ‘bazy nieuporzadkowanej’, bedacej zbiorem wektoréw:

Definicja. Podzbiér Z C V nazywa sie bazq (nieuporzqdkowang)
przestrzeni V', jesli jest liniowo niezalezny 1 rozpina cala przestrzen V.

Przyklady. Niech V bedzie przestrzenia tych ciagéw x = (z1,22,...) € KN, ktore
maja jedynie skoniczona liczbe niezerowych wyrazdéw: Ing : Vn = ng : 2, = 0. Baza
V jest np. zbidr przeliczlny, zltozony z elementéw e, , e,, ..., gdzie e, jest ciagiem,

ktérego r-ty wyraz jest jedynka, a wszystkie pozostate — zerami.

Przestrzen K[ -] wielomiandw o wspétezynnikach z K stanowi przyktad blizniaczo
podobny: zbidr jednomiandw jest oczywistym przykladem bazy tej przestrzeni.

1’ g = x’

0, &€ X\ {x}

(o noénikach jednoelementowych), tworza zbiér liniowo niezalezny(3!); oczywiscie

Jedli X niepustym zbiorem, to funkcje 8, : X — K, gdzie é,(¢) := {

generuja one podprzestrzen V C KX, ztozona z funkcji o nosnikach skonczonych:

31 Istotnie, jedli v = X168y, + ...+ Apby,, gdzie \; € K, zaé z; € X sa parami rézne,
to v(z;) = A;; zatem v = 0 implikuje Ay = ... = A, = 0.
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V= {v e KX . #(suppv) < oo}, gdzie suppv :={x € X : v(x) #0}.
W takim razie zbidr {6, : « € X}, ktdrego elementy sa bijektywnie parametryzo-
wane elementami zbioru X, jest baza przestrzeni V. Z tego powodu przestrzen V
bywa czasem nazywana przestrzeniq wektorowq rozpietq na zbiorze X i oznaczana

symbolem E(X) lub Ex (literka ‘E’ od fr. stowa espace).

240. Cwiczenie. Podzbiér Z C V jest baza V <= kazdy wektor v € V
da sie w jeden jedyny sposéb przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowe;j
jakiegos skonczonego (zob. 214.) ukladu wektoréw z 7.

241. Jak widzieliémy (zob. 228.), istnienie bazy jest faktem do$¢ btachym dla przestrzeni
skonczenie wymiarowej. Czy zatozenie dimV < oo mozna by tu opuscié, tzn. czy
kazda przestrzen nieskonczonego wymiaru tez ma baze? Okazuje sie, ze tak, lecz
udowodnienie tego wymaga aksjomatu wyboru, a wiec dowdd istnienia bazy jest
niekonstruktywny, w przeciwienstwie do przypadku dimV < oco. W istocie, nawet

dla ‘najprostszych’ przestrzeni nieskonczonego wymiaru (choéby dla KX, gdzie zbidr
X jest nieskoficzony) nie umiemy z reguty(®?) wskazaé zadnej konkretnej bazy.

242. Zastosujemy stynny lemat Kuratowskiego-Zorna; jest to dalece nietrywialny wniosek
z aksjomatu wyboru, czesto stosowany w ‘niekonstruktywnych dowodach istnienia’

jako narzedzie poreczniejsze od aksjomatu wyboru 1 niejako potegujace jego moc.

Lemat Kuratowskiego-Zorna. Jedli A jest zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym(33),

w ktérym kazdy taticuch(®*) ma ograniczenie gérne(®3), to A maelement maksymalny(3°).

243. Twierdzenie. Niech Z; C 75 beda dwoma podzbiorami przestrzeni V,
przy czym zalézmy, ze Z; jest liniowo niezalezny. Wtedy istnieje talki
liniowo niezalezny zbiér Z, ze 7y C 7 C Zy oraz (Z) = (Z3).

Wynika stad w szczegélnosci (gdy Zy = V albo Z; = 0), 7
Kazdy liniowo niezalezny podzbior zawarty jest w JakleJS bazie V.
Kazdy podzbiér rozpinajacy V zawiera jakas baze V.

Szkic Dowobu. Utwérzmy zbidr A, ktdérego elementami sa liniowo niezalezne
zbiory Z, spelniajace warunek 71 C Z C 75 (np. 71 € A). Kazdy ‘taiicuch’ w A
(tzn. podzbidér A, uporzadkowany ‘liniowo’ relacja C) ma ograniczenie gérne (miano-
wicie sume mnogosciowa swoich elementéw); z lematu Kuratowskiego-Zorna wynika
istnienie elementu maksymalnego w A, tzn. elementu Z € A, nie zawierajacego sie
w zadnym wiekszym elemencie zbioru A. Dla zakonczenia dowodu pozostato spraw-
dzenie, ze {7) = (Za), do tego zad, dzieki p.2°209, wystarczy pokazaé, ze 7y C (7).
Gdyby tak nie byto, istniatby wektor wg € Za, nie nalezacy do (7); powickszenie
7 o element ug nie zepsutoby liniowej niezaleznosci, wiec Z=2U {uo} bytby

elementem rodziny A wickszym od Z, wbhrew maksymalnosci Z; sprzecznosé.

244. Przyklad. Zbiér R mozna traktowaé jako przestrzeii wektorowa nad cialem Q,
biorac zwykte dodawanie w R 1 definiujac iloczyn ‘wektora’ z R przez ‘skalar’ z QO
jako zwykly iloczyn liczb rzeczywistych. Baza tej przestrzeni jest takim zbiorem
B C R, ze kazda liczba € R ma rozklad © = 161 + ...+ ¢,b,, przy czym n € N,

32Wyjatkiem sa przestrzenie postaci F(X) := {v ekX : {x: v(x) # 0} jest skoﬁczony}.

33Tzn. wyposazonym w dwuczlonowa relacje <, spetniajaca warunki a < a (zwrotnoéé),
(a <b&b < a) = a = b (antysymetria) oraz @ < b < ¢ = a < ¢ (przechodniodé).

34Tzn. podzbiér L C A, ‘uporzadkowany liniowo’: Vi, lo € Ll <1y lub Iy <.

35Tzn. element a € A, takize VI € L : { < a.

35Tzn. a* € A taki, ze jedynym elementem a € A4, dla ktérego a* < a, jest a = a*.
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248.

249.
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q; € Q" oraz b; € B sa liczbami okre$lonymi jednoznacznie ‘wektorem’ x.

Zauwazmy teraz, ze kazda funkcja fy : B — R daje sie ‘przedtuzy¢’ do funkeji
f R — R, okreslonej wzorem f(q1b1 4+ ...+ ¢nbn) = ¢1fo(b1) + ... + gnfo(bn),
przy czym taka funkcja f ma wlasnosci

Ve,yeR: flx+y)= fle)+ fly), YeeQ, zeR: f(qr) = qf(x).
W szcezegdlnodcei wynika stad na przyktad, ze istnieja funkeje f: R — R, ktére
e spetniaja warunek f(z +y) = f(z) + f(y), lecz nie maja postaci f(z) = ax;

e spelniaja warunek f(%) < M, lecz nie sa wypukle.

Suma prosta podprzestrzeni

Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem K, a V4,...,V, —
podprzestrzeniami V.

Cwiczenie. Sprawdzié, ze
Vi+WV,=V kazdy wektor v € V ma jednoznaczny
Vinv, ={0} rozkltad v = vy +wvg, v1 € Vi, va € Vs |7

Fakt. Nastepujace warunki (1)...(4) — albo (1)...(6), przy dodatkowym
zatozeniu, ze dimV; < co — sa wzajemnie réwnowazne:
(1) VpeWViio.o:oVo, eVt 4 ...+ 0, =0= (v =0,...,0, =0);
(2) Kazdy v € V1 + ... 4+ V, ma jednoznaczny ‘rozktad na sktadowe’,
tzn. rozktad postaci v =v1 +...+v,, v; € Vj;
) Viel,r:V,nV/ ={0}, gdzie V/ := Vi + ...+ V, (suma bez V;);
HViel,r:VinV"={0}, gdzie V" := {0}, V! := Vi + ...+ Vi_y.
)

5) Konkatenacja baz przestrzeni Vi,...,V, jest baza V) + ...+ V,;

(
(
(
(6) dim(Vi+ ...+ V) =dimV; + ...+ dim V..

Uwaga. Konkatenacja (od tac. con- — ‘wspét-’ oraz catena — ‘taficuch’) jest to

operacja, polegajaca na potaczeniu kilku ciagdw (‘tancuchdw’) w jeden ciag.
Oczywiste sa implikacje (1) = (2) = (3) = (4), (1) = (5) = (6) oraz (5) = (1).
(4) = (1) | Niech v1 + ...+ v, = 0 oraz v; — ostatni niezerowy skladnik; wtedy

i>1loraz v; = —vy —...—v;_1 € ViNV/ = {0} — sprzecznodé; zatem Vi : v; = 0.
(6) = (5) | Konkatenacja baz V; jest uktadem rozpinajacym V* := Vi + ...+ V,

i ma dim V™ elementéw, wiec jest baza V*.

Definicja. Mowimy, ze podprzestrzenie Vi,...,V, C V tworza ukltad
liniowo niezalezny (lub ze sa transwersalne lub ze tworzq sume prostq),
jesli spelniaja powyzsze rownowazne warunki.

Uwaga. Zauwazmy, ze — odmiennie niz dla l.niez. wektoréw — wsréd
podprzestrzeni l.niezal. moga by¢ podprzestrzenie zerowe, réwne {0}.

Cwiczenie. Jedli kazda z podprzestrzeni Vi, ..., V, jest # {0}, to (1) & (1*), gdzie

(1*) Kazdy uktad vy, ... v, taki, ze Vi : v; € V; oraz v; # 0, jest liniowo niezalezny.

Uwaga. Jasne, ze dla r = 2 warunki (1)...(6) sa réwnowazne warunkowi

ViV, = {0},
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255.

256.

Natomiast dla r > 2 warunek “(7) Vi < j: V; NV, = {0} jest slabszy
od (1)...(6), o czym éwiadczy przyklad V := K* V; := (e; + iey).

Definicja. V jest suma prostq swoich podprzestrzeni Vi,...,V,, jesli
kazdy wektor v € V ma, i1 to jednoznaczny, rozktad na sktadowe z V;:

VoeV:FoveVi:...:F v eV v=v+...+0, (*).

OczywiScie (patrz warunek (2)) jest to réwnowazne temu, ze

o V jest suma algebraiczna V;, ¢ € 1,n, tzn. V=V +...+V,, oraz
o V1,...,V, sa liniowo niezalezne.

Oznaczenie: V=Vi+...4+V, albo, réwnowaznie, V = ZS' \%
=1

oznaczac bedzie, ze V jest suma prosta podprzestrzeni Vi,..., V., C V.

Zwréémy uwage, ze nie nadajemy zadnego sensu samej ‘prawej stronie’,
tzn. wyrazeniu Vi +...4 V., badz S2* V.. Trzeba réwniez podkreslié, ze
‘suma prosta’ nie jest jakas operacja (jak dodawanie czy mnozenie):
przestrzen V nie jest ‘rezultatem operacji’, lecz czyms, co mamy od
poczatku. Jest natomiast ‘suma prosta’ pewna relacja — konstatacja
pewnych wlasnosci uktadu (pod)przestrzeni V,V4,..., V,.

Zdefiniowana w powyzszy sposéb ‘sume prosta’ niekiedy opatruje sie
przymiotnikiem «wewnetrzna»; jest on zwiazany z tym, ze «wszystko
odbywa sie tu wewnatrz jednej przestrzeni wektorowej V'».

Fakt. Niech Vi, V5 beda podprzestrzeniami V' oraz dimV < oo; wtedy
V =V, 4+ V, <= spelione sa (cho¢) dwa z nastepujacych warunkéw:
(a) Vi+Va=V; (b) VinVy ={0}; (¢) dimV; +dimVy =dimV.

Jasne, ze V = Vi + V2 =(a)(b)(c), wiec zajmiemy si¢ dowodem implikacji ‘<.
Skoro (a)(c) = dimV; +dim Ve = dim(Vi 4+ Va) = (6), to (a)(c) = V = Vi + Va.
Poniewaz z (b) wynika (4), to (a)(b)= V = Vj + Va, z kolei dzicki 235 oraz 232
maimy
(b)(c)= dim(Vi + V5) = dim Vi + dim Vs — dim(V; N Vo) = dimV = Vi 4+ Vo = V/,
wiec mamy takze implikacje (b)(c) = V = V; + V5.

Cwiczenie. Niech Vi, ..., V, beda podprzestrzeniami V, przy czym dimV < oo;
wtedy V = Vi +... 4V, <= spelnione sa (cho¢) dwa z nastepujacych warunkéw:
(a)Vi4+...+V.=V; (b)) Vi: V,nV/ ={0}; (¢) dimV1 + ...+ dimV; = dimV,

gdzie V/ := > V;.
Jri#g
Warunek (b’) mozna tez zastapié¢ warunkiem (b”), zamieniajac V/ na V' := >° V;.
Jry<i
Przyklad. Jesli e, ..., ¢, jest baza V, to V = (e1) + (ea) + ...+ (en);
mamy wtedy takze np. dla 1 < < j < n rozktad

Vi=(er, .o )+ {€igty-eorei)+ €501,y en).

37Przypominamy, ze uzyty tutaj symbol ‘A" oznacza “istnieje dokladnie jeden’.
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Przyklad. Ustalmy n € N oraz niezerowy wielomian b € V := K, [-];
niech m := degb. Okreslmy podprzestrzenie V5, Vi C V nastepujaco:

Vo := bK,—n[ -] = (elementy V podzielne przez b), Vi :=K,,_1[].

Sprawdzimy, ze V = V4 Vi; uzyskamy w ten sposéb nowy, krétszy
dowdd twierdzenia o dzieleniu wielomianéw: kazdy a € V (a wiec kazdy
a € K[-], bo n moze tu by¢ dowolnie duze) ma jednoznaczy rozklad
a = bqg + r, gdzie ¢ i r sa wielomianami oraz degr < degb.

Warunek (b) jest oczywisty; dla sprawdzenia (c) zauwazmy, ze jedli e; € K[-] sa
jednomianami, e;(t) := t, to (eg,...,en)jest baza V', (eq, ..., em_1) — baza V1, zaé
(beg, ..., ben_m)— baza Vy, wiec dim Vo+dim Vi = (n—m+1)+m = n+1 = dim V.

Definicja (‘zewnetrzna’ suma prosta). Niech V4, ..., V, beda przestrze-
niami wektorowymi nad cialem K; teraz juz nie musza by¢ one pod-
przestrzeniami jakiej$ jednej przestrzeni V. W iloczynie kartezjanskim
Vix...xV,={(vy,...,v,) : Vi € I,r : v; € V;} zbioréw V; okreslmy
dodawanie elementéw i ich mnozenie przez liczby wzorami:

(U1, 00) F (Wry oy wy) = (01 + w1, . .00+ w,),
Avg,e.ov0) = (Ao, .o, Avy);
dostajemy w ten sposéb przestrzen wektorowa, nazywana sumaq prostq
(zewnetrznq) przestrzeni wektorowych Vi, ..., V..

Zamiast V] x ... x V, uzywa sie czesto oznaczenia V; @ ... D V,, zas ele-
ment (vy,...,v,) oznacza sie wtedy symbolem vy & ... & v,; wobec tego

mamy np. (016 ... v+ (w1 B...Bw,) = (v +w)B...H(v1+wy).

Warto zwrdcié uwage na to, ze np. vy @ ve to zazwyczaj co innego, niz vs @ vi:

w przypadku, gdy Vi # Va, sa to zreszta elementy dwdch réznych przestrzeni!

Czy ‘wewnetrzna’ i ‘zewnetrzna’ suma prosta maja za soba cos
wspolnego? Odpowiedz jest krétka 1 prosta, a jej uzasadnienie stanie
sie tatwym ¢wiczeniem do nastepnego rozdziatu:

Fakt. Niech Vi,....V, beda podprzestrzeniami przestrzeni V. Wtedy

odwzorowanie liniowe F': V, @ ...HV, =V,
V=WV+...4+V, & |dane wzorem F(v; & ... Bv,):=v1+ ... +v,,

jest izomorfizmem przestrzeni wektorowych.

Uwaga. Bliskie pokrewienistwo obu sum prostych (i pojeé, i nazw) jest powodem
tego, ze najczeéciej zamiast ‘4 uzywa sie symbolu ‘@’. Z kontekstu zwykle tatwo
wynika, o ktéra sume prosta (‘wewnetrzna’ czy wewnetrzna’) chodzi, za$ kropka

nad ‘4’ tatwo moze byé przeoczona lub (przy gorszej jakosci druku) niewidoczna.
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Odwzorowania liniowe

Odwzorowania liniowe; przyktlady

Niech V' 1 W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K.

Definicja. Mowimy, ze odwzorowanie F': V. — W jest liniowe, jezeli

o Yo, 03 €V i Fvg+v2) = F(vy) 4+ F(vy) (addytywnos¢);
e VAeK:VveV: F(lv)=AF(v) (jednorodnosé).

Fakt (oczywiste wlasnosci odwzorowania liniowego F:'V — W):

(1) F(0) =0;

(2) F()\lvl + ...+ )\TUT) = )\1F(1)1) + ...+ )\TF(UT),
czyli F-obrazem kombinacji liniowe] jest kombinacja liniowa
F-obrazéw z tymi samymi wspotczynnikami;

(3) F({vi,...,v,)) := (F-obraz zbioru (vy,...)) = (F(v1),..., F(v,));

(4) F-obrazem i F-przeciwobrazem podprzestrzeni sa podprzestrzenie:

F(Vo) :={F(v):v eV}
jest podprzestrzenia W

?

Vo jest podprzestrzenia V = (

FYWy):={veV: F(v) e WO})‘

Wy jest podprzestrzenia W = ( jest podprzestrzenia V

Definicja (jadro, obraz i rzqd odwzorowania liniowego F : V. — W):
ker F:= F71 {0} ={veV:F(v)=0} CV (jadro F');
imf:=FV)={Fv):veV}CcW (obraz F);
tk £ := dim(im F') € Z (rzad F).

7 powyzsze] whasnosci (4) wynika, ze ker I jest podprzestrzenia V,
natomiast im ' — podprzestrzenia przestrzeni W.
Fakt. F'(vi) = F(vy) <= vy —v1 € ker I, a zatem

(I jest injektywne) <= ker I' = {0}).

Cwiczenie. Udowodnié fakt 259, badajac, kiedy ker F = {0}, oraz kiedy im F' = V.

Fakt (postaé kanoniczna odwzorowania liniowego). Jesli przestrzenie
V 1 W sa skonczenie wymiarowe, a ' : V. — W jest odwzorowaniem
liniowym, to istnieja bazy: e1,...,e, dla V1 fi..., f, dla W, oraz
liczba r € 0, min(m, n), takie ze

' dlal <i:<r
Fe)=1 S (h
0, dlar < < n.
Cwiczenie. Sprawdzié, ze jesli zachodzi (1), to uktad e,y1,..., e, jest baza ker ',

uktad fi1,...,f, — bazaim F' zas r = rk F".

Whiosek. ‘dimkerF + dimim F' = dimV‘ (‘bilans wymiaréw’)

gdyz dimker F = n —r, dimim F = r.
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Konstrukcja baz, w ktérych F' ma postaé kanoniczng. Niech fi, ..., f, — dowolna
baza im F'; skoro f; € im F,toJeq,... e, € V takie, ze F(ey) = f1,..., F(er) = fr.
Wykazemy, ze jesli é1,...,€s jest bazq ker F', to uklad eq1,...,e.,€1,... &5 jest

r s
bazg V, dowodzac istnienia i jednoznacznosci rozkladu [v = > Ae; + > p;é; (1)
= ji=1

dla kazdego v € V', zob.220. Poniewaz F'(e;) = f;, F(€;) = 01 F jest liniowe, wiec

konsekwencja (1) bytoby | F(v) = > Aifi [(2); otéz fi sa baza im F', a F(v) €imF,
i=1

wiec A; € K, spetniajace (2), istnieja i sa okredlone jednoznacznie. Zarazem z (2)
r
wynika, ze 0 := v— " Aje; € ker F', za$ €; sa baza ker F', wiec istnieja jednoznacznie
i=1
s
okredlone p; € K takie, ze © = > p;€;, tzn. ze zachodzi réwnoéé (1).
ji=1

Majac dla V baze e1,...,er,€r41 := €1, ..., 6r45 := €5 zakonczymy konstrukcje,
dopetniajac uktad fi,..., f, do bazy fi,..., fr, fr41,-.., fm cale] przestrzeni W.

Cwiczenie. Uzasadni¢ alternatywna konstrukcje: wybieramy najpierw
baze €1, ..., ¢, podprzestrzeni ker F'; nastepnie dopelniamy ja do bazy

€1y, €py €1 =! €p41,...,65 =: €, cale] V znajdujac stosowne eq, ..., €,;
wtedy ukltad fi,..., f., gdzie f; := F(e;), jest baza im F' (udowodni¢!),
wiec mozna go dopelni¢ do bazy fi,..., fr...., fin cale] przestrzeni W.

Przyktady odwzorowan liniowych.

Niech dla uproszczenia K = R, choé wszystkie ponizsze przyktady mozna uogdlni¢

na przypadek dowolnego ciala K.
F:K[-]=K, F(v):=v(ty), gdzie tg € K jest ustalona liczba;

Uwaga. Liniowos$¢ F' oznacza, ze v(tg) zalezy liniowo od v (a niekoniecznie od #g).
G:K[-] =K, F(v):=uv(t1) — 30 (ts) + 40" (13);
D:K[-]=K[], Dw):=v, tzn. (D))(t) :=v'(t);
I:K[] = K[-], To)t) = [y vs)ds;

Warto tu zauwazy¢, ze Do I =idy, lecz I o D # idy, gdyz D o I(v) = v — v(0);

J K[ ]—= K, Jv):= fbg( Jo(s)dt; (g — ustalona funkcja ciagta);

a

Ay K[ = K[ (Ar@)(t) = ot + 1) = v(t);

A K] = K- (Am@)(t) = v(t) —v(t = 1);

J K[ ] = K[, (Jo)(t) = [; g(s)v(s)ds;

My, :K[-]=K[-], My(v):=vw (we€K[-]— ustalony wielomian);

Analogiczna operacja Ay (v) := v + w (dodawania ustalonego w) nie jest liniowa!
LN S KN, L(xy, 29, 23,...) = (12, 23,...) (‘lewy przesuw’);
R-KN KN, R(xy, 29, 23,...) 1= (0,21, 22,...) (‘prawy przesuw’);

Znéw Lo R =1idy, lecz Ro L #idy, gdyz Ro L(x1, 22, 23,...) = (0,29, 23,...).

Cwiczenie. Jedli ey, ..., e, jest dowolnym ukladem wektoréw z V, to
1
T

L : K" — V, dane wzorem L(x) = L(| : |) := exz’ + ... + e 2",
xn
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jest liniowe; im L = (eq,...,e,), ker L = {& € K" : f: c;zl = 0},
7=1

a zatem (L jest injektywne) <= (ey,..., €, sa liniowo niezalezne).

272. Oznaczenie. | L(V;W):={F: Fe WV, F — liniowe} C WV |

Proponujemy jako éwiczenie (nie wymagajace ani mozotu, ani inwencji)

samodzielne wykazanie dwdch ponizszych faktow:

273. Fakt. Okreslmy w naturalny sposéb sume odwzorowan Fy, I, € WV

(Fy + F)(v) == Fi(v) + Fa(v),

oraz iloczyn odwzorowania F' € WV przez liczbe: (AF)(v) := AF(v).
Wtedy

(a) zbiér WV jest przestrzenia wektorowa nad cialem K
(b) zbiér L(V; W) jest podprzestrzenia wektorowa przestrzeni WV,
Zauwazmy, ze fakt (b) mozna wypowiedzieé inaczej:

Kombinacja liniowa (w szezegolnosei suma) odwzorowan liniowych jest
odwzorowaniem liniowym.

274. Fakt. Zlozenie odwzorowan liniowych jest odwzorowaniem liniowym:
Jesli G e L(U;V), FeL(V;W), to FoGeL(U;W).
Ponadto operacja sktadania o : L(V; W) x L(U; V) — L(U; W) jest

‘dwuliniowa’, tzn. F' o ¢ zalezy liniowo od F' (przy ustalonym ') oraz
od G (przy ustalonym F').

275. Uwaga. Bardzo czesto majac do czynienia z odwzorowaniami liniowymi(®®) dla
uproszczenie notacji pomija sie:
(a) symbol sktadania ‘o’; piszac np. FG 1 AFA~! zamiast FoG i Ao FoA™Y

(b) nawiasy zamykajace argument; mozna wiec pisaé¢ F'v zamiast F'(v).

276. Fakt. (1) Jesli Fl,FQ - L(V, W), to I’k(Fl + FQ) < I’kFl —|—I’kF2 .

(2) Jesli F € L(V,W), to |tk FF < min{dim V, dim W} |
(3) Jesli F € L(V,W) oraz G € L(U,V), to
tk(F o ) < min{rk F, rk G} |.

(1) Jedli F' = Fy 4+ Fa, to Yo : F(v) = Fi(v) + Fa(v) € imFy + im Fa, wiec
[im F Cim Fy +im P, | Stad tk(F) + F,) = dimimF < dim(im Fy + im Fy) =
= dimim F; 4+ dimim Fs — dim(im F}; Nim Fs) < rk Py + vk Fh.

(2) im F C W daje tk F' < dim W, a zarazem tk F' = dimV — dimker F' < dim V.

(3) Stosujac (2) do F = FLmG € L(imG, W) dostajemy rk F < dimim G = 1k G,

za$ imF = F(imG) = F(GU)) = im(F o G), a wiec tk F' = rk(F o G). Zarazem
G(U) C V daje im(F o G) = F(G(U)) C F(V) =imF, a wiec tk(F o G) <tk F.

38Glowa ‘odwzorowanie’ i ‘operator’ w zestawieniu z przymiotnikami ‘liniowe-liniowy’
sa zwykle uzywane wymiennie 1 traktowane jako synonimy.
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Fakt. Jesli FF' € L(V;W) jest bijekcja, tzn. ma odwrotnosé, to
odwzorowanie F~!' : W — V tez jest liniowe, tzn. F~! € L(W; V).

Addytywnosé: Gdy dla zadanych wi,ws € W wezmiemy v; := F~1(w;), wtedy
wy + wa = Fv)+ F(va) = F(v1 + v2), wiec

F_l(wl + wz) = F_1<F(Ul + 1}2)) =V F+ v = F‘l(wl) + F_l(wz).
Jednorodnosé. Jesli dla w € W wziaé v := F~Y(w), to Aw = AF(v) = F(\v), wiec

F=1(dw) = F_l(F(/\v)) = v =AF"Y(w).

Terminologia. Odwzorowanie, bedace liniowa bijekcja, nazywa sie
izomorfizmem przestrzent wektorowych. Zapis F @V =W oznacza,
ze F' jest izomorfizmem. Dwie przestrzenie V 1 W, dla ktérych istnieje
izomorfizm F : V — W, nazywamy tzomorficznymi, piszac V = W.

Cwiczenie. Jesli F e L(V; W), to F : V = W < k‘erF =10} :
imf =W

Fakt. Niech F' € L(V; W), przy czym V, W sa skoniczonego wymiaru.
Wtedy F jest izomorfizmem <= spelnione sa (cho¢) dwa z warunkow

(1) ker F' = {0}; (2) im F = W, (3) dimV = dim W.

Wiemy juz, ze (1)&(2) = (F jest izomorﬁzmem), 1 ze dla izomorfizmu warunki
(1)..(3) sa spelnione; do zakoriczenia dowodu wystarczy sprawdzié, ze (1)&(3) = (2)
oraz (2)&(3) = (1), a to jest oczywista konsekwencja bilansu wymiardw (p.268).

Cwiczenie. Znalezé przyklady na to, ze dla F € L(V;V), dimV = oo, ani injek-
tywnoéé (ker F' = {0}), ani surjektywnosé (im F' = V') nie implikuja bijektywnoéci.

Uwaga. Jasne, ze odwrotnos¢ izomorfizmu, a takze ztozenie izomorfi-
zmow, jest izomorfizmem. Wynika stad, ze izomorficznos¢ przestrzeni
wektorowych jest ‘relacja réwnowaznosci’, tzn. jest zwrotna (zawsze
V 2 V), symetryczna (jesli V. =2 W, to W = V) oraz przechodnia
(jezeli U =V = W, to takze U = W).

Zwrotnoéé: idy : V — V. Symetria: je$li ' :V =, W,to F7'1: W =V,
Przechodnio$é: jesh G : U =V & F:V= W,to FolG:U = Ww.

Cwiczenie. Jesli e = (eq, ..., ¢,) jest ukladem wektoréw z V., to
odwzorowanie L. : K" — V| uktad e
L(x):=a'e; +...2",, jest izomorfizmem jest baza V |-
Dwie przestrzenie maia ednakowe
Fakt. skonczenie wymiarowe = ( Jajed ) .
wymiary

sa 1zomorficzne

[<=]Gdy n =dimV =dimV, e —baza V, a f — baza W, to mamy L, : K" =y
oraz Ly : K" =, W, a zatem V =2 W dzieki symetrii i przechodniosci ‘relacji” 2.
Odwrotnie, jesli F' : V =, W, to ker FF = {0}, imF = W, wiec z ‘bilansu

wymiaréw’ dimker F' + dimim F' = dim V' dostajemy réwno$é dimW = dimV.
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Fakt. Niech F' € L(V; W) oraz GG € L(W; V), gdzie przestrzenie V, W

sa skonczenie wymiarowe. Zalézmy, ze | F' o G = idw |, oraz ze spetniony

jest cho¢ jeden z nastepujacych warunkdow:
(1) F jest bijekcja; (2) G jest bijekcja; (3) ker F' = {0};
(4) imG = V; (5) dimV = dim W.
Wtedy operatory F'i (¢ sa wzajemnie odwrotnymi izomorfizmami (a wiec
pozostale warunki tez sa spelnione).
mF =W

7. zalozenia F'G = idw wynika, ze {kerG - {0}

} (tatwe spostrzezeniel), a teza
sprowadza sie do réwnosci GF = idy.

(1) Jesli F' odwracalny, to GF = F~YFG)F = F~lidw F = F~'F = idy, QED.
(2) Jedli G jest odwracalny, to GF = G(FG)G™! = Gidw Gt = idy, QED.
(3) Zalozenie ker F = 0 wraz z im F' = W implikuje (1), a to juz daje teze, QED.
(4) Zalozenie imG = V wraz z ker G = {0} implikuje (2), skad mamy teze, QED.
(5) Bilans wymiaréw daje dimker ' = dimV — dimim 7' = dimV — dimW = 0,

a zatem spetniony jest warunek (3), z ktérego juz wywiedliémy teze, QED.

Uwaga. Zalozenie o skoniczonodci wymiardw przestrzeni V i W jest w tym fakcie

istotne, o czym $wiadczy przykltad pary operatoréw D i I (lub L i R) z punktu 270.

Macierz wektora i macierz operatora liniowego

Zbiér macierzy wymiaru m x n o wyrazach z K bedziemy oznaczaé symbolem K™ ,;;
poczawszy od tego miejsca symbole K" i K,, beda uproszczonymi formami dla K™

iK', oznaczajac, odpowiednio, przestrzenn wektoréw kolumnowych i wierszowych.

Ustalmy, jak poprzednio, przestrzenie skonczonego wymiaru V 1 W nad ciatem K.

Definicja (macierz wektora w bazie). Jesli e = (eq,. .., €,) jest baza V,
to dla v € V symbolem [v]® oznaczamy wektor kolumnowy utworzony
ze wspotczynnikow rozkltadu wektora v w bazie e, tzn.

] =2 <= v=2ale;+...+ a",.
Tak wiec odwzorowanie [-]¢: V — K" jest izomorfizmem, mianowicie

odwrotno$cia izomorfizmu L, : K* — V| F(&) = a'e; +...2",.

Wektor kolumnowy [v]¢ € K" nazywamy macierzq wektora v w bazie e.

Fakt. Jesli ey, ..., e, jest baza V, to dla dowolnego uktadu wq, ..., w,
wektoréw przestrzeni W istnieje dokladnie jedno odwzorowanie liniowe
F e L(V; W), takie ze

Fler) =wy, ..., Fle,) = w,. ()

Mozna to stresci¢ konstatacja odwzorowanie liniowe jest jednoznacznie
okreslone przez swoje wartosci na wektorach bazy. Inny wariant: jesli
podzbior B C V jest bazq V, to kazde odwzorowanie f: B — W da sig,
i to jednoznacznie, rozszerzycé do odwzorowania liniowego F :V — W.

Jedli F' € L(V; W) spelnia warunki (*), to wskutek liniowodci mamy
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289.

290.

291.

292.

293.

Flepzt + .. 4+ epa™) = wizl + .. 4+ wpa™; (**)

wynika stad, ze wartosci wy, ..., w, w pelni okredlaja F', poniewaz kazdy v € V' ma
rozktad postaci v = ejz’ + ... 4 e,2". Z kolei jednoznacznoéé takiego rozktadu
v pozwala, dla danych dowolnie w; € W, zdefiniowaé F : V. — W wzorem (**);
widoczna jest wtedy liniowo§é F' oraz to, ze spelnione sa warunki (*), gdyz np.

e =€zt + .. Fepx” gdriex! =1, 22 =.. . =2" =0.

Whniosek. Baza eq, ..., ¢, przestrzeni V okresla bijekcje

LIViW)— W x...x W, F (F(er),..., Fen)).

Jesli mamy takze baze W, to wektory W mozemy opisywa¢ macierzami
z K™, za$ n-elementowe uktady wektoréw W — macierzami z K™,,.

Definicja. Jedli € = (eq,...,€e,) jest baza w V, za§ f = (f1,..., fm)
— baza w W, to macierzq odwzorowania F' € L(V; W) wzgledem obu
tych baz nazywamy macierz

F1ooo0 B,
[FZ]] = U e K", )

i€l,m, j€ln
LT

(£

e —

ktérej kolejnymi kolumnami sa wektory [F(e1)]’,...,[F(e,)]f € K™,
tzn. macierze wektoréw F'(e;) € W w bazie f. Oznacza to, ze liczby
F; ..., F™; sa wspélrzednymi wektora F(e;) w bazie f, czyli ze

wyrazy F'; macierzy [F}Y_ sa okreslone warunkami | F'(e;) = ; i F .

Przypomnienie. [loczyn Fx wektora & € K" przez macierz F € K™, definiujemy

jako wektor y € K™ o wspélrzednych danych wzorem ' := >~ F*; 27, i€ 1, m, tzn.

j=1
ooy, zt Fligl +.. .+ Fl 2"
F"yoo P, " Fiet+ .. 4 F™,a"

Zobaczymy teraz, ze macierz operatora zawiera pelna informacje o operatorze:

Fakt. Dla v € V zachodzi réwnosé |[F(v)) = [F)f_[v]°} Oznacza to,

21 )
zedlae = | | € K'oraz y = | ! | € K™ mamy rownowaznosc
xn ym
F(Yea)y=3% fiyt << Vi:y =% Fial tm y=[F) .
7=1 =1 j=1

n . n . n m . .

Istotnie, liniowos$é F' sprawia, ze F(Z € x]) = > Fle)ad = 3 (Z fiFZj)x],

m n ' ' j=1 ji=1 j=1 ‘=1

co jest réwne > f; ( SOFY x]) dzieki tacznodei ‘+’ 1 rozdzielnosei - wzgledem ‘4.
i=1 j=1

Uwaga. [F]/_ jest jedyng macierza A € K™,, spelniajaca warunek
Vo i [F(v))f, = A[v]%, a wiec powyzszy wzér [F(v)]! = [F)f, [v]°

€
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294.

295.

296.

297.

298.

mozna traktowaé jako ALTERNATYWNA DEFINICIE macierzy [F/_.

Istotnie, kazdy wektor # € K" mozna przedstawi¢ jako [v]®, v € V'; zarazem macierz

zerowa, jest oczywiscie jedyna macierza z K™, zerujaca wszystkie wektory = € K.

Przyktad. Wybierzmy dla V := K", W := K" bazy standardowe, tzn.

0 0
e;:=|1]| e K", fi=11] e K™
(‘1” tylko na j-tym miejscu) “| (‘1" na i-tym miejscu)
L 0] L 0]
Wtedy oczywiscie Ve € K" : [2]° = @ oraz Vy € K" : [y]/ = v,
a zatem z tozsamosci [F(v)]f = [F)/, [v]® wynika nastepujacy prosty

Fakt. Dla F' € L(K";K™) istnieje jednoznacznie okreslona macierz
F ¢ K", taka ze Ve € K" : F(a«) = Fa (iloczyn macierzy i wektora
kolumnowego); mianowicie F' jest macierza F' wzgl. baz standardowych
K™ i K™. Odwrotnie, dla F' € K™, wzér F(«) := Fx okreéla operator
F e L(K"; K™), ktérego macierza wzgl. baz standardowych jest F.

Tak wiec, mamy pare wzajemnie odwrotnych izomorfizmoéw liniowych:

[V LK K™) = K™ F oo [F)

e?
oraz

K™, = L(K"; K"), F — (

operator mnozenia przez macierz F',
tzn. K" > @ — F(a) .= Fe ¢ K"

W ten sposéb wyczerpujaco opisaliémy ogdlna postaé odwzorowan liniowych mie-
dzy ‘przestrzeniami arytmetycznymi’, tzn. przestrzeniami postaci K".

W dalszym ciagu, dla unikniecia koniecznosci oznaczania baz standar-
dowych K", K™ jakimis literami, bedziemy zamiast [-]/, pisaé [-]*

st *

Przypomnienie. Jesli A € K™, to ker A := {z € K" : Az = 0} C K",
imA = (A4;,...,A,) CK" oraz tk A := dimim A; sa to jgdro, obraz i rzed A.

Cwiczenie. Przy dotychczasowych oznaczeniach niech A := [F)7,.
Wtedy tk F' = rk A, a ponadto

vEkerF < [v]°€kerA, tzn. kerF = {i e;v) 1 @ € ker A};
J=1

weiml < [w}/eimA, tzn. imF:{i fy': yeimA},
=1

Poniewaz ker A, im A oraz rk A sa jadrem, obrazem 1 rzedem odpowiadajacego

macierzy A operatora liniowego, wiec z ‘bilansu wymiardw’ 268. dostajemy

Fakt (bilans wymiarow): ‘dimkerA—l—dimimA =n|dla A € K”.

Poshuzmy sie teraz faktem 274 méwiacym o tym, ze ztozenie odwzorowan liniowych
jest odwzorowaniem liniowym, oraz 295 o tym, ze bijektywna jest odpowiedniosé

pomiedzy macierzami a odwzorowaniami liniowymi przestrzeni kartezjanskich.
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299.

300.

301.

302.

303.

Definicja. lloczyn dwoch macierzy A € K™,,, B € K", jest macierza

AB ¢ K",, odpowiadajaca zlozeniu Ao B : K” B,k L K™,

operatoréw A, B, odpowiadajacych A i B. Poniewaz A(x) = Az, wiec
C=AB &% 0= AB &L Yu e K?: Cu = A(Bu).

Mnozenie macierzy jest tgezne (bo laczne jest sktadanie odwzorowan );

mamy tez wzér |C = AB <= Yic I,m, k€ 1,p:C% = f: AL By,
7=1

®=Bu < o = ZBjkuk, wiec y = Cu = A(Bu) = Ax ma wspdlrzedne
%
Y = ZAijxj = ZAij ZBjkuk = Z(ZAiijk)uk, zarazem za$ y' = > C% uF
J J k kN J k

Uwaga. W przypadku, gdy A e K™,, B € K", i n # v (tzn. gdy wartodci opera-

tora B nie naleza do dziedziny A) iloczyn AB nie ma sensu (nie jest zdefiniowany).

c K"

n

10...
Definicja. Macierz I, := 0L... o wyrazach 6. = 0, ! 7 !
00 J 17 1=

(delta Kroneckera), nazywamy macierzq jednostkowq; ma ona wlasnosé
Al,= A, I1,B = B dlakazdych A € K", BeK" .Jesh BA=1,,

to B nazywamy lewq odwrotnosciq A, a A — prawq odwrotnosciq B.

Uwaga. Z réwnosci BA = I,, wynika m > n, bowiem wtedy kolumny A (ktérych
jest n, a naleza do K™) sa liniowo nlezalezne. Ar =0 = (BA)z =0, tzn. ® = 0.

Odwrotnoscig macierzy A nazywamy macierz B, dla ktorej kazdy z ilo-
czynéw AB, BA jest macierza jednostkowa; jest to mozliwe tylko przy
m = n, wiec tylko macierz kwadratowa A € K" moze by¢ odwracalna.

Fakt. Przyporzadkowanie F' — [F]/_ jest nie tylko liniowe, ale takze
multiplikatywne, tzn. sktadaniu odwzorowan odpowiada mnozenie ich
macierzy. Dokladniej, jedli d, e i f sa bazami przestrzeni (odpowiednio)

U, ViWoraz U -5V 25 W (tzn. G € L(U; V), F € L(V; W), to

[FoGl, = [FY, 16T
Z definicji [G(w)] = [G][u] oraz [F(v)] = [F][v], wiec biorac v = G(u) dostajemy
(F o )] = [F)] = [F6] = [FIG(0] = [FYGIE], skad diigki 293, wynika
teza.

‘Algebra’ nazywa sie strukture algebraiczna, bedaca ‘potaczeniem dwdéch innych

struktur: pierScienia 1 przestrzeni wektorowej’. Dokladnie;j:

Przestrzenn wektorowa A nad ciatem K, wyposazona w operacje ‘mnozenia’ swoich
elementéw: A x A 3 (a1,a2) — a1az € A, taka ze iloczyn ajas zalezy liniowo
od kazdego z czynnikéw (tym bardzie] wiec mnozenie to jest rozdzielne wzgledem

dodawania), nosi nazwe K-algebry.

Przyktadem K-algebry jest przestrzen M, (K) := K", , wyposazona w zwykle
mnozenie macierzy; jak wiemy, jest to algebra taczna, nieprzemienna (gdy n > 1)

oraz ma jedynke, ktéra jest macierz jednostkowa I,,. Innym przyktadem K-algebry
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jest przestrzen EndV := L(V; V) tzw. endomorfizmow przestrzeni wektorowej V,

w ktdre] mnozeniem jest sktadanie odwzorowan; idy jest oczywiscie jedynka End V.

304. Wniosek. Przy ustalonej bazie e odwzorowanie [-]°. : End V' — K",
jest izomorfizmem algebr.

305. Wprost z definicji |[idv]°, = I,,| dla dowolnej bazy e = (e1,...,¢€,)
przestrzeni V. Jesli € = (é3,...,€,) jest inna baza V', to macierze [idy]°,
oraz [idy|°, nosza nazwe macierzy przejscia (lub transformacyi) miedzy
tymi bazami albo krécej: macierzy zmiany bazy. Zauwazmy, ze te dwie
macierze przejs$cia sa wzajemnie odwrotne:

lidv]®[idv]®, = [idv]°, = L.,  [idv]°[idv]°, = [idv]*; = I,

Natychmiastowa konsekwencja 302 jest

306. Fakt (transformacje macierzy wektora i operatora przy zmianie bazy):

o) = [idv]?, [v]°] [F), = [idw)? [[F) [idv]°, |

Pierwszy wzdr to réwnoéé typu [F(v)] = [F][v] dla F' = idy . Do uzyskania drugiego
wystarczy zastosowaé réwnodé typu [F'G| = [F][G] dla ztozen idw oF oraz F oidy.

307. Fakt. Ustalmy (starq) baze e = (eq,...,e,) przestrzeni V;
(1) Jesli A € K", jest macierza kwadratowa, to uktad wektoréw

€1 := >y gAYy, ..., ej::ZeiAlj,...,en::ZeiAln
=1 =1 =1

jest (nowq) baza V <= A jest macierza odwracalna. (2) W tym przy-

padku wektor v € V, majacy w nowej bazie wspéhrzedne z!,..., 2",

ma w starej bazie wspéhrzedne |z = . Aij:i'j . (3) Odwrotne zalez-
=1

i3 . n .
s . , ~ Jo : . -1
nosci maja postac |e; = Y ¢;B’;|, |2/ = ¥ B'a'|, gdzie B := A7,

(4) Powyzsze wzory mozna zapisa¢ w krétszej formie macierzowe;j:

(1) Gdy uktad é; jest baza, wtedy A = [idy]¢; ma odwrotnosé, mianowicie [idy]°,.

Odwrotnie, A™! =: B = ZléjB]k = 'ZleiAljB]k = '2:162(' 1AZ]»B],C) = Z:leiélk =
Jj= ,]= = J= 1=
e, Wiec é,, tak jak e, rozpinaja V i jest ich dim V| wiec tworza baze, zob. 233.(c).

308. Przyklad. Niech V =W = K,[-] (a wiec dimV = dimW =n + 1,

odmiennie niz dotychczas); okreslmy operator F' € L(V;V) wzorem

(F(v))(t) :=v(t+ a), gdzie a € K jest ustalona liczba.

Niech e = (e, €1,...,¢€,) bedzie baza V, zlozona z jednomianéw, tzn.
eo(t) :=1, e1(t) :=1t, ..., en(t) :=1t" (potegi t). Wzdr dwumienny (¢ +
ay) = % (i)a]_ltl oznacza, ze F(e;) = 3 (Z) a’'e;, a zatem macierz
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Z)aj_i, dla0 <<y <n,
0, dla 0 <75 <7< n.

1laa® &
€

2
Np. dla n = 3 dostajemy macierz [F]°, = 8 (1) 21a ?32

000 1

Na marginesie tego przyktadu zauwazmy, ze czasem warto odstapi¢ od reguty, ze

[F]ee = [Fij]i,jeo,_n ma Wyfaz}’(?)g) Fij = {(

zbiér numerdw (wektoréw bazy, wierszy lub kolumn macierzy, wspétrzednych wek-
tora itd.) musi byé przedziatem postaci 1, liczba. W tym przyktadzie odrzucenie
tej reguty nie odgrywato istotnej roli: zamiast e;(t) = ¢* mogliby$émy wprowadzié
jednomiany &;(¢) := ¢'~! numerowane liczbami 1,2,..; lecz juz np. w przestrzeni

3 3 113

, . .. . ,
stanéw wewnetrznych czastki o spinie S ‘numery’ —5,—3, 35, 5

sze od numerdw 1,2, 3,4 choéby o tyle, ze maja bezposrednia interpretacje fizyczna.

bywaja wygodniej-

W ogdlnym przypadku operowanie wzorami postaci “F'(e;) = ) f; Fi]' dlajelJ’
miEI . -

nie jest ani troche trudniejsze, niz wzorami postaci “Fi(e;) = > fi F*; dlaj € 1,n”.
i=1

309. Przyklad. Jesli dla n = 3 oprécz e = (eq, €1, €2, €3) wezmiemy druga
baze f := (es,e2,e€1,€0) przestrzeni V = W z poprzedniego przykladu,

to 000 1 @ a?al 1 000
00 1 3a 3a22a 10 3¢ 1 00

f = e _ f o=
[F]B_ 012a3a2’[F]f_ 3@100’[F]f_ 3a22a 10

1laa® & 1 000 a® a’al

310. Przyklad. Uklad é = (€, €1, €9, €3), gdzie &(t) := (1 + a)' (‘przesu-

niete jednomiany’) jest oczywiscie takze baza V = Ks[-] oraz dla F' z
100

poprzedniego przykladu [F]°, = I3 = |0 1 0 | (macierz jednostkowal).
001

311. Przyktad. Okreslmy operator F' € L(V;K%), V := Ky[-], wzorem
v(a)

F(v) := | v(b) |, gdzie a,b,c € K sa ustalone. Jedli e := (eq, €1, €3)

v(e)

jest, jak wyzej, baza jednomianéw w V, zas f — baza standardowa K>,

1 a a? e;(a) a’
to[F]7,= {1 b b* |, mamy bowiem F(e;)= |e;(b)|=|¥
1 ¢ ¢ e;(c) ¢

W przypadku, gdy dane a,b,¢ € K sa parami rézne, operator F' ma odwrotnosé:

dla «, 3,7 € K istnieje (doktadnie jeden) wielomian v € V spetniajacy warunek

F(v) = [ﬁ] , tzn. taki, ze v(a) = o, v(b) = 8, v(c) = v;
v

gdyz v € V, okredlony wzorem v(t) = O‘((;:ZSEZ_—?) + 68:2;5222 —+ ’y((z:gggz:zg, ma

39Gymbol dwumienny (f) = ﬁx—_l%x_—ml, i € Z4, ma dobrze znana wlasnosé
(?) =...= (2;1) =0, a wiec wzér F''; = (g)aj_i jest stuszny dla wszystkich par i,j € 0, n.
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5.3

312.

313.

o
zadane wlasnoéci; rozktadajac w bazie e ten wielomian v, tzn. F'=1 | 3 |, dostajemy

v
be? —b%c ca? — cZa ab? — a%b

| 2=c? F—a?  a?—b? |, gdzie D :=(b—a)(c—a)(c—0b).
c—b a—c b—a

[F—l]e

!

Z wlasnodci [F'G] = [F][G] widaé, ze dla odwracalnego operatora F macierz [F_l]ef

-1
1ad?

jest odwrotnoécia [F]fe; zatem znalezliémy | 1 b 62 . W ten sam sposéb mozna

1 e 2

znalezé odwrotnoéé analogiczne] «macierzy Vandermonde’ay A € K", dla n € N.

Roéwnanie liniowe niejednorodne
Twierdzenie Kroneckera-Capelliego

Cwiczenie. Wychodzac ze spostrzezenia, ze Ax = Az +... 4+ A"

1

(kombinacja liniowa kolumn A ze wspétczynnikami o', ..., 2™) dowiedc,

ze dla danych A € K", b € K™ nastepujace warunki sa rownowazne:

(1) réwnanie Ax = b ma rozwiazanie & € K";

(2) b € im A;

(3) rk A =tk A, gdzie A = [A|b] € K" .1 jest macierzq rozszerzong
uktadu A@ = b, tzn. macierza powstala z zestawienia macierzy A i b.

Jedli réwnowazne warunki (1)..(3) nie sa spetnione, to réwnanie Az = b nie ma

rozwiazan. Zajmiemy sie teraz zbadaniem przypadku, gdy sa one spetnione:

Spostrzezenie. Jesli wektor & € K" spelnia réwnanie A& = b, to
Az =b <+—= A(xz—2)=0,tzn. x — 2 € ker A;

zatem kazde rozwiazanie rownania Ax = b jest postaci @ = & + u,
gdzie u € ker A, a wiec zalezy od dimker A = n — rk A parametréw.
W szczegdlnosei
rownanie Ax = b ma ~
.. . . <— rtkA=rkA=n.
doktadnie jedno rozwiazanie
Uwagi. (a) Ostatni warunek rk 4 = rk A = n oznacza oczywiscie, ze kolumny A,
ktérych jest n, sa liniowo niezalezne, a wektor b jest ich kombinacja liniowa.
(b) Warunek Ax = b mozna réwnie dobrze nazywaé réwnaniem na wektor @, jak

n

tez uktadem réwnas na niewiadome z', ... x".

bl

(¢) Powyzszy rozktad @ = & 4+ w czesto tradycyjnie zapisuje sie w postaci

RORN = RSRN + RORJ, *)
gdzie
RORN  oznacza rozwigzanie ogélne réwnanta niejednorodnego,
RSRN rozwigzanie szczegolne réwnania niejednorodnego,
a RORJ rozwigzanie ogélne réwnania jednorodnego.

Zwykle w rozktadzie (*) przedstawia sie RORJ w postaci w = Crui+. .. Csu,, gdzie
wy, ..., us jest jakas baza przestrzeni ker A = {u: Au = 0}, zasé C,...,C5; € K
— dowolnymi parametrami. Mozna jednak formalny rozktad (*) rozumieé inaczej,
jako réwnosé dwéch zbioréw, traktujac RORJ i RORJ jako zbiory {x: Ax = b}
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5.4

314.

315.

5.5

316.

i ker A; wtedy (*) oznacza, ze zbidr RORN jest rezultatem przesuniecia o wektor

& = RSRN podprzestrzeni RORJ. Przy tym @& mozna wybraé dowolnie z RORN.

(d) Obliczanie rzedéw A i A dla zbadania istnienia rozwiazania réwnania Az = b
o zadanych liczbowych macierzach A, b jest niepraktyczne: wymaga bowiem prawie
tylu obliczen, co catkowite rozwiazanie réwnania metoda operacji elementarnych,
przy ktérym oba rzedy dostajemy gratis, jako ‘produkty uboczne’. Natomiast ob-
liczanie rzedéw tych macierzy metoda wyznacznikowa (propagowane w niektérych
podrecznikach i poradnikach szukanie niezerowych minordw maksymalnego stopnia)
jest juz zupetnym absurdem: naktad obliczen, zwlaszcza gdy wymiary m, n nie sa

zbyt mate, jest tu niepomiernie duzy w stosunku do otrzymanego rezultatu!

Inaczej sie ma sprawa w przypadku, gdy dane macierze A, b nie sa numeryczne,
lecz np. zaleza od jakich$§ parametréw: wtedy metoda operacji elementarnych
(i inne metody numeryczne) staja sie nieadekwatne i, chcac niechcac, musimy sie
uciekaé¢ do metod nienumerycznych, takich jak wyznaczniki, minory itp., czy choéby

oba powyzsze rezultaty, zwane tradycyjnie twierdzentem Kroneckera-Capelliego.

Transpozycja macierzy

Definicja. Niech A € K™,,. Macierz A € K",,,, o wyrazach AJ'Z, = A,
1 € 1,m, 5 € 1,n, nazywamy macierzq transponowang wzgledem A lub,

krécej, transpozycjg macierzy A; oznaczamy ja symbolem AT
Al - AL Aly oA™Y
A=| ... = A= : ... =
ATy AT Al AT

Fakt. Operacja transpozycji A — AT jest odwzorowaniem:

(1) liniowym; (2) inwolutywnym, tzn. (AT)" = A;
(3) ‘antymultiplikatywnym’, tzn. (AB)T = BT AT,

Ad(3): Niech A € K™,, B € K",, C := AB € K”,. Oznaczmy dla wygody
A= A" B .= BT C := C". Réwnos¢ C = AB oznacza, ze ch = ZAi]»B]k
J
(i € I,m, j € I,n, k € T,p); wstawiajac tu A%; = fi]i, Bf; = Bkj, Cly = CN'kZ
dostajemy réwnosé CN'kZ = ZA]ZB’“] = Zékjﬂji, oznaczajaca, ze C = BA.
j j

Cwiczenie. Jedli A € M, (K) = K",, ma odwrotnoéé, to ma ja réwniez AT oraz

(AT)—I — (A—l)T )

Rzad ‘wierszowy’ i ‘kolumnowy’ macierzy

Zdefiniujmy rzqd kolumnowy i rzqd wierszowy macierzy A € K™, jako
wymiary podprzestrzeni rozpietych przez jej kolumny badz wiersze:

rky A:=dim (A;,..., A,),  tkg A:=dim(A' . A").
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Wprost z okreslenia rkx A, rkyw A € 0, min{m,n}. Pokazemy wkrétce
m.in., ze dla kazdej macierzy A zachodzi réwnosc rky A = rky A.

317. Przypomnijmy najpierw, ze jedli w = [wy ... w,] jest wektorem wierszowym, a
1
v n
® = | © | — wektorem kolumnowym, to we = )~ w,z" € K jest liczba; zalezy
n=1
xn

ona liniowo zaréwno od w, jak i od ®. W przypadku, gdy wax = 0, méwi sie, ze

w i ® wzajemnie sie zerujq lub anihilujq albo ze sa prostopadie(*?), piszac w L .

Jesli W C K, jest podzbiorem przestrzeni K, (wektoréw wierszowych),
to

WO::{wEK”:xJ_W,tzn.‘v’wEW:wa::()}CK”

jest (oczywiscie) podprzestrzenia, zwana anihilatorem(*') zbioru W.
W taki sam sposéb okresla sie anihilator x0 ¢ K, podzbioru X C K".

318. Fakt (‘metamatematyczny’). Kazde z trzech ponizszych twierdzen jest
prosta konsekwencja dwoch pozostatych:

T1 YA€ K™, :dimker A + dimim A =n  (‘bilans wymiaréw’).
T2 VAe K™, :tkyw A =rkx A (‘o réwnosci kg 1 k).
T3 VW CK, :dim wo +dimW =n (‘o wymiarze anihilatora’).

Jedli A 1 W sa ‘stowarzyszone’ w tym sensie, ze W = <A1, . ..,Am> C K,, to
dimW = rky A, ker A = w0, Ponadto dimim A = rkx A, wiec T.1, T.2, T.3
mozna przepisa¢ w formie ng +rkx A = n, tkw A = rkx A, no +tkyw A = n,
gdzie ng := dimker A, co powoduje, ze teza staje sie oczywista.

Przypomnijmy, ze twierdzenie T.1. udowodnili$émy juz wczesniej, zob. 298.

319. Bezposredni dowdd T.2. Niech Ail, cey Al bedzie maksymalnym uktadem 1. niez.
wierszy, natomiast A;,,..., A; — maksymalnym uktadem 1. niezal. kolumn A.
Niech A € KX, bedzie podmacierza A, utworzona z wierszy A" A% mamy

wiec ker A = ker A. Pokazemy teraz, ze kolumny Ajl, ..., A;, sal. niezalezne:

Jesli Ah/\jl—l—, cee —|—Ajyx\j” = 0 dla pewnych wspétczynnikéw M1, ... M» € K, to
dookredlajac A ;=0 dlai e T,n\ {ji,...,j,}, otrzymamy A\ + ... 4+ A, \" =0,

/\1

czyli | ¢ | €ker ;1, skoro za$ ker A = ker A, tomamystad A M+, 4+ A\ =0,
An

tzn. Aj M1+, .+ Aj MY =0, a wiec M1 = ... = N =0 wskutek 1. niezaleznosci.

7 istnienia l. niezal. uktadu v kolumn Aj* w przestrzeni K* wynika, ze v < p, cayli

rkx A <rtkw A. Odwracajac role kolumn 1 wierszy dostajemy rkx A > rky A.
320. Cwiczenie. Uzupelni¢ szczegdly nastepujacego bezposredniego dowo-
du twierdzenia T.3; inny jego dowdd poznamy w 348.

Jak wiemy (z éwiczen), kazda macierz jest wierszowo réwnowazna pewne]j macierzy

wierszowo zredukowanej. Zatem dana podprzestrzen W C KK,, mozna przedstawié w

4UGtowa ‘prostopadloéé’ czy ‘ortogonalnoéé’ sa tu niezbyt trafne: nie ma sensu pojecie
‘kata’ miedzy w a x, zwlaszcza ze te dwa wektory naleza do dwdch réznych przestrzeni!
Uszywa sie tez nazw polara i dopetnienie ortogonalne oraz oznaczeti An(W), W+, itp.
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321.

322.

323.

324.

325.

326.

postaci W = <A1, cey Am>, gdzie A € K™, jest WZ-macierza o niezerowych wier-

szach, m = dim W . Niech wyrazy Aljl, ..., A" beda samotnikami kolumnowymi
A; skoro ji,...,Jm € 1,n sa parami rézne, to Z := {j1, ..., jm} ma m elementéw.
Mamy przy tym:wEWoﬁAazZOQViel,—m:ﬂ’:—Ai > Aikxk.
Ji kel,n\Z
Oznacza to, ze wo = {:13 €K' :VjeZ: 2 = Y Bjkxk}, gdzie Bjk sa

keT,n\Z
pewnymi wspotezynnikami; zatem podprzestrzen w0 jest parametryzowana przez

n — m niezaleznych wielkoéci 2%, k € T,n \ Z, czyli dimW" = n — m.

Definicja. Widzac juz, ze zawsze rtky A = rtkw A, wspdlna wartosé
obu tych rzedéw nazwijmy rzedem A oraz oznaczmy symbolem .

Fakt. Jesli A, A" € K",, B € K",, to spelnione sa nieréwnosci

rk(A+ A") <tk A +1k A,

rk A < min{m,n}|, tk(AB) < min{rk A, tk B} |

tk A =tk A, jedli A € L(K";K™), A(z) = Aw; stad i z faktu 276. wynika teza.
Oto trzy przyktadowe wnioski z twierdzenia o réwnosci rky = rkg:

Fakt. Operacje elementarne zaréwno na kolumnach, jak 1 na wierszach
macierzy, nie zmieniaja jej rzedu.

Istotnie, przestrzen rozpieta przez kolumny, a wiec i rkx A, jest niezmiennikiem
operacje elementarnych na kolumnach; z kolei operacje elementarne na wierszach
zachowuja przestrzen rozpicte przez wiersze, a wiec 1 rkyy A.

Fakt. Transpozycja nie zmienia rzedu macierzy, tzn. rk (AT) = rtkA.

Kolumny A sa ‘takie same’, jak wiersze AT, wiec tkx A = rky AT, skad teza.

Fakt. Uktad réwnan liniowych ma rozwiazanie wtedy 1 tylko wtedy,
gdy jest ‘liniowo niesprzeczny’. Doktadniej: jesli A € K™, b € K",
to dwa nastepujace warunki sa réwnowazne:

(1) b ¢ im A, czyli(*?) uktad Az = b nie ma rozwiazania * € K";

(2) uktad Az = b jest ‘liniowo sprzeczny’ w tym sensie, ze réwnanie
0z! + ...+ 02" =1 jest kombinacja liniowa réwnan uktadu:

MA 4+ N AT =0, )

M, A, €K (lecz)\lbl+.--‘|‘)\mbm7£0

(1) = (2): Niech A := [A|b] bedzie macierzq rozszerzong uktadu. Z (1) wynika, ze
przestrzedi im A jest wigksza od im A, a wiec rkg A > rkg A. Skoro rkg = rky,
mamy rky A > rtky A, wiec jesli ;l“, .. .,AZ” Jest maksymalnym 1. niez. uktadem
wierszy A, to uklad A%, ... A% jest 1. zalezny: 3 (X)) Z/\Z'Ai =0, Zx\i;dl # 0.

Uwaga. Negacja warunku (2) ma postaé VA € K, : AA =0 = Ab =0, tzn.
be WO, gdzie W :={A: XA =0} = ker G, zaé G € L(K;Ky), G(A) := AA.

Zatem fakt 325 oznacza, ze im A = (ker G)O; w nastepnym rozdziale zobaczymy, ze

PAx = Aj2" + ...+ Az" jest kombinacja liniowa kolumn A ze wspdétezynnikami z°.
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operator G jest transpozycjq (G = FT) operatora F € L(K™;K™), F(z) := A=,
zad uogdlnieniem faktu 325 jest wazny wzér im F' = (ker FT) , zob. dalej punkt 349.

5.6 Przestrzen sprzezona

327. Definicja. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem K.
Elementy zbioru V* := L(V;K), tzn. odwzorowania liniowe V — K,
nazywa sie formami (lub funkcjonalami) liniowymi na przestrzeni V.
Zbior V™ wszystkich form liniowych na V' jest, jak wiemy, przestrzenia
wektorowa (nad K) wzgledem zwyktych dziatan na funkcjach (doda-
wania i mnozenia przez skalary); nazywamy ja przestrzeniq sprzezong
(lub dualng, lub dwoistq) do przestrzeni V.

Elementy przestrzeni V* niekiedy (np. w geometrii rdzniczkowej), dla podkreslenia
ich zwiazku z ‘wektorami’ (tzn. elementami V') sa nazywane ‘kowektorami’ prze-

strzeni V; tak wiec ‘kowektory’ sa wektorami, lecz innej — dualnej — przestrzeni.

328. Przyklad. Jedli ey, ..., ¢, jest baza V, to funkcje ¢!, ..., e": V — K,

okreslone wzorem |e'(v) := (i-ta wspolrzedna v w bazie e1,...,e,)|, sa

formami liniowymi, tzn. e!, ..., e" € V*.

Liniowo$¢é funkcji e’ wyraza oczywisty fakt, ze dziataniom na wektorach (dodawaniu

i mnozeniu przez liczby) odpowiadaja analogiczne dziatania na ich wspétrzednych.

i i Y Le=y, . -

329. Fakt. |e'(e;) = ¢'; |, gdzie o', := 0.4 jest symbolem Kroneckera;
y V7]

(1) VoeV: v= ; e; ¢'(v)
(2) Ve Vo= 3 e

mamy ponadto nastepujace réwnosci:

Ad (1): v ma w bazie rozktad v = Y e;2!, przy czym z' = ¢'(v) z definicji ¢!, QED.
Ad (2): Liniowoéé ¢ daje ¢(v) = ¢ (Z eixi) =5 ¢(e;)xt =3 ¢(e;)e’(v), QED(*3).

330. Wniosek. Uklad form e!, ..., " jest baza przestrzeni V*; wobec tego:

Jesli przestrzen V- ma skonczony wymiar, to ‘ dimV* =dimV ‘

Skoro e(e;) = 6%, to kombinacja liniowa ZAiei przyjmuje na e; wartosé A;, skad

. .. . . ., . g . .. . .
wynika liniowa niezaleznosé. Z kolei ze wzoru (2) widaé, ze e', ... " rozpinaja V*.

331. Definicja. Baze €',... " (przestrzeni V*) nazywamy bazq sprzeiong
(lub dualng, lub dwoistq) wzgledem bazy eq,..., e, (przestrzeni V).

332. Uwaga. Wzory (1) i (2) pokazuja, ze pod wzgledem algebraicznych wtasnosci relacje
miedzy przestrzeniami V' i V* oraz bazami ei,...,e, i e',...,e" sa symetryczne.
7 tego powodu czesto uzywa sie innej (‘braketowej’) notacji, oznaczajac wartoéé

#(v) symbolem (¢, v). W takiej notacji wzory (1),(2) przyjmuja nastepujaca postaé:

“3Inny sposéb: Obie strony wzoru (2) sa formami liniowymi i przyjmuja na kazdym
7 wektordw e; te sama warto$é ¢(e;); zatem ich réznica jest forma zerowa.
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(1) YweV: v=3 e (ef,0)

(2) VeV o= 3 (de)e

Oczywiscie z kontekstu nalezy sie domyslié, czy np. {a, b) jest wartoécia formy a na

wektorze b, czy przestrzenia rozpieta przez dwa wektory a,b; watpliwodci zdarzaja

réwnie rzadko, jak np. watpliwosci, czy ‘2 * ma by¢ ostatnia litera alfabetu, czy Ccll—j.

333. Fakt (kanoniczny izomorfizm V =, V=), Okreslmy K € L(V;(V*)")
wzorem | (K@))(¢) := o@)| czyli |Kw) =:0, gdzie 0(¢) := ¢)|.
Wtedy K jest liniowa injekcja, a gdy dimV < oo — izomorfizmem.

kerK={v: Y¢ € V*: ¢(v) = 0}, wiec injektywnosé K, tzn. ker K = {0}, oznacza
ze formy liniowe rozdzielajq elementy V:gdy 0 £ v € V, wtedy 3¢ € V* : ¢(v) # 0.
Dla sprawdzenia tego warunku rozdzielania w przypadku dimV < oo wystarczy
(majac ustalona baze V) dla zadanego 0 # v € V wziaé wziaé ¢ := ¢, gdzie numer
i € 1,n dobieramy do v w taki sposéb, by i-ta wspétrzedna v byta # 0.

W przypadku dim V' = oo rozumowania pozostaje stuszne, a jedyna réznica jest to,

ze teraz istnienie bazy jest nietrywialne i wymaga aksjomatu wyboru, zob. 243(%4).

Dla dimV < oo opréez ker K = {0} mamy tez dimV = dim V* = dim(V*)*, a stad
jak wiemy wynika bijektywnos$é K, zob. 285, QED.

334. Uwaga 1. Nie tylko formy liniowe (tj. elementy V*) rozdzielaja punkty V', ale (co
jest oczywiste!) takze elementy V' (Scidlej: funkcje ¥, v € V) rozdzielaja punkty V*.

Uwaga 2. Przymiotnik ‘kanoniczny’ (lub ‘naturalny’) uzywany jest w matema-
tyce w odniesieniu do obiektéw, ktore nie zaleza od zadnych arbitralnych wybordw
(np. od wyboréw baz lub uktadéw wspdtrzednych), tzn. do obiektéw okreslonych

jedynie przez obiekty i struktury wystepujace ezplicite w rozwazanej sytuacji(*%).

Przyklad. Majac baze ey, ..., e, przestrzeni V', okredlmy izomorfizm F' : V/ =y
wzorem ‘najprostszym mozliwym’, F(ejz! + ... 4+ ep2™) = elal + ... 4 2™,
Zobaczmy, jakim wzorem wyraza sie F') je§li zamiast e weZzmiemy inna baze, np.
fi = 2e1 +3es, fi = ¢; dla € 2,n; wtedy f! = %el, P = e — %el, fi=é
dla i € 3,n, wice F(f1) = 2e! +3¢? = 4f' +3(f2 + 2 -2f") = 131 + 3/2,
F(fa) =€ = f2 + % 2fL =31+ 2 F(f) = ff dlai € 3, n. Widaé wiec, ze F'

zalezy w istotny sposéb od wyboru bazy, a wiec jest izomorfizmem niekanonicznym.

335. Definicja. Dla F' € L(V; W) oraz v € W* operator po F' : V — K
jest liniowy (ztozenie operatoréw liniowych), a wiec ¢ o F' € V*; tak
okreslona forme F'T(¢)) := v o F' nazywamy F'-cofnigciem(*%) formy 1.

Co wiecej, zaleznos¢ ¥ o F' od formy 1 jest liniowa, wiec otrzymany

*Inny dowdd warunku rozdzielania opiera sie na fakcie, 7e kazda podprzestrzen V; C V
ma podprzestrzeii dopelniajaca, tzn. Vo C V, taka ze V = Vo4 V;. Biorac V) = (v;),
gdzie vy € V jest danym wektorem niezerowym, mozemy okreéli¢ warto$é ¢(v) jako jedyna
liczbe A taka, ze v — Avy € Vi; wtedy ¢ € V* oraz ¢(v1) = 1.

45Gciste zdefiniowanie pojecia ‘kanonicznodci’ jest mozliwe w jezyku tzw. teorii kategorii.

4 Uzywany jest tez angielskojezyczny termin pullback, a takze termin F-transport formy.
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336.

5.7

337.

w ten sposéb operator F'T : W* — V* jest liniowy; nazywamy go(")
transpozycjq operatora F' lub operatorem transponowanym wzgledem F'.

Zatem z definicji mamy Vi € W*: Yo € V : (FL@h)(v) = »(Fw)),

co oczywiscie wyglada przejrzysciej] w notacji ‘braketowej’:

(FT @), v) = (¢, Fy). (T)
Fakt. Operacja transponowania operatora ma nastepujace wlasnosci:
(1) jest liniowa, tzn. (A Fy + M\ Fy)T = N FT + M\ F];
(2) jest ‘antymultiplikatywna’: (F o G)T = GT o F'T;

) C G F . F7 . GT «
zauwazmy, ze jesh U — V. — W, to W* — V* — U*,

wiec tylko taka ‘odwrdcona’ kolejnoséé transpozycji wchodzi w gre.
(3) jest inwolutywna, tzn. (F1)T = F;
w tym wzorze, zgodnie z twierdzeniem 333, utozsamimy (V*)* z V;

(4) Jedli F = w @ ¢, gdziew € W, ¢ € V*(*¥), to FT = ¢ @ w.

e

(5) Macierz [FT]S e jest transpozycja macierzy [F]/

jesli e* jest baza sprzezona wzgledem e, a f* — baza sprzezona wzgledem f.

(1) jest oczywista. (2) (FoG) T (W) =vo(FoG)=(oF)oG=GT (FT(1/))).
(3) gdyz wzér (T) mozna przepisaé¢ w postaci (F(v), ¢) = <v, FT(1/))>, jesli wektory
v i F(v) traktujemy zgodnie z 333 jako formy liniowe na przestrzeniach V* i W*.
(4) gdyz <FT(1/)), v> = <1/), w (¢, v)> = (¥, w)-(p,v), co oznacza, ze FT ) = (¢, w) ¢
wskutek dowolnosci v. (5) gdyz jesli ' = Z Fi]» fioe to FT = ZFZ] @ fi.
i.j i.j

Dalsze wtasnoséci wprowadzonych tu pojec warto formutowaé i rozwazaé w troche
ogdlniejszej formie, w ktérej dwie wzajemnie sprzezone przestrzenie sa od poczatku
traktowane réwnoprawnie. Korzyscia takiego podejécia jest m.in. to, ze uzyskane
pojecia, whasnosci i fakty odnosza sie nie tylko do przestrzeni sprzezonych, ale i do

‘przestrzeni z iloczynem skalarnym’ lub np. ‘przestrzeni symplektycznych’.

Pary dwoiste

Definicja. Niech U, V beda przestrzeniami wektorowyminad ciatem K,
zas (-, ) : U xV = K, (u,v) — (u,v) € K— odwzorowaniem dwu-
liniowym (tzn. takim, ze liczba (u,v) zalezy liniowo i od u, i od v).
Trojke(*) (U,V, (-, -)) nazywamy parq dwoistq (lub dualng), a od-
wzorowanie ( -, - ) — dwoistoscig lub dualnosciq miedzy przestrzeniami
UiV, jesli (-, -) ma nastepujace ‘whasnosci rozdzielania’:

4"Nieco starsza, lecz wciaz spotykana jest nazwa sprzesenie I lub operator sprzeiony
wzgledem F'; jedynym jej mankamantem jest to, ze termin operator sprzezony jest czesto

uzywany w innym (choé pokrewnym) znaczeniu, w teorii przestrzeni z iloczynem skalarnym

(np. unitarnych lub przestrzeni Hilberta). Termin ‘sprzezenie’ taczy sie z symbolem F™*.
BTzn. F(v) = w(p,v), a ¢ i w sa tu ustalone; tej (i tylko tej) postaci ' ma rzad < 1.
49Czyli pare przestrzeni wyposazona w odwzorowanie dwuliniowe.
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338.

339.

1°VO£uelU:3JveV: (uv)#£0;
2° VO£ veV:JduelU: (uv)#£0.

Fakt. Tréjka (V*,V, (-, -)), gdzie (¢,v) := ¢(v), jest para dwoista.
Odwrotnie, jesli (U,V, (-, -)) jest para dwoista, a przestrzenie U,V
sa skonczenie wymiarowe, to odwzorowanie

Usur—ueVr u(v) := (u,v),

jest (kanonicznym) izomorfizmem U =, V>, czyli «kazda para dwoista
wyglada tak samo, jak para V™, V’», w szczegdlnosci dimU = dim V.

u — U jest (wprost z wlasnosci 1°) liniowa injekcja U — V*, jedli wiec stosujac fakt
280 wystarczy pokazaé, ze dim U = dim V*. Otdz z istnienia injekeji U — V* mamy

dimU < dim V™| za$ dzieki symetrii sytuacji mamy tez przeciwna nierdwnosc.

Uwaga. Odwzorowania U 3 u — u = <u, > eV*oraz Vove—uv= <~,v> eU*
w przypadku nieskoficzonego wymiaru sa injektywne, lecz nie musza (a nawet oba

naraz nie moga, jak pokazujemy w Appandiksie) by¢ surjektywne, zob. ponizej (D).

Przyklady. (A) Dla przestrzeni U = K", V := K" dwuliniowe odwzorowanie

(u,v) — <u,v> = tr(uw) jest dwoistodcia: wlasnodci rozdzielania 1°,2° tatwo wi-

daé ze wzoru <u,v> =y uy v';, gdzie u'y i v’, sa wyrazami macierzy u,v.
i=1j=1
W szezegdlnodei dla m = 1 dostajemy dwoisto$é miedzy przestrzenia wektoréw

wierszowych U = K, 1 wektoréw kolumnowych V = K"; jest to wlasnie dwoistosé
1

w,v) =tr(uv) =uv = | Uy ... U, : :ulvl—l—...—i—unv”
<’ > ( ) [ ] . ’

/UTL

ktérej uzywamy, traktujac wektory wierszowe jako formy liniowe na przestrzeni K".

(B) Jedli XY sa przestrzeniami wektorowymi, U = L(X;Y), V = L(Y; X)), to wadr
<u, v> ‘= tr(uov) = tr(vou) okredla dwoistoéé pomiedzy U i V (zauwazmy, ze oba
te ztozenia sa endomorfizmami, a wiec oba élady sa dobrze okredlone). Warunek
1° mozna sprawdzi¢ np. korzystajac ze wzoru <u,x ® 1/)> = (¢, u(2))(®°); mozna

takze skorzystaé z tego, ze tr(uv) = tr([uv]%,]) = tr(uv), gdzie u = [u], v = [v]/..

(C) Niebawem poznamy bardzo wazny przyktad, w ktérym U =V, dimV < oo,
a {u,v) = b(u,v), gdzie b : V x V — K jest pewna forma dwuliniowa nieosobliwg
na V. Taka forma najczedcie] jest symetryczna (wtedy nazywa sie ja iloczynem

skalarnym na V') lub antysymetryczna (wtedy jest to forma symplektyczna na V).

" .
. v ._ ~_ ( standardowy iloczyn
Najprostszy przyktad: V =K", zas (x,y) := i:§ ) Ty = ( skalarny na K" )

(D) Niech U =V ={x € K v z; = 0} (nieskoriczone ciagi @ = (%1, za,...),
(o]
majace prawie wszystkie wyrazy réwne zero). Oczywidcie wzdr <az,y> = iy
i=1
jest sensowny (liczba # 0 sktadnikéw jest skoriczona), a okre$lona nim forma jest
dwoistoscia. W tym przyktadzie odwzorowanie U > u — u € V* jest niesurjek-

(o]
tywne, np. forma liniowa ¢ € V* dana wzorem ¢(x) := > #; (sensowna definicja:

=1

50Jedli operator u € U jest # 0, to 3z € X : y:= u(z) £ 0, a wiec I € Y* : (¢, y) # 0.
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341.

342.

343.

344.

345.

jest tylko skoriczona liczba niezerowych sktadnikéw) nie jest postaci ¢(@) = <az, y>

(E) Niech U = V = K,[ -] (wielomiany stopnia < n); dopuszczamy tutaj n = oo.
Latwo zauwazyé, ze jest dwoistoscia wielkosé <u,v> = b(u,v) := > apby, gdzie
%
ay, by sa wspétezynnikami u, v, tzn. u(t) = > apt®, v(t) = > bpt*. Ciekawsza jest
% %

inna dwoistoéé: <u, v> = I;(u, v) = [u (%) v(t) ]|t:0 = a’;;k : w tym wzorze u (%)
k

. ’ 3 k ’ . . .
Jjest ‘operatorem rézniczkowym’ Y ag jt_’“ ktérym dziatamy na wielomian v(t).
k

Od tego miejsca zatozymy, ze przestrzenie U i V sa skoficzenie wymiarowe.

Bazy dwoiste. Para baz: € = (ey,...,¢,) dla V oraz e* = (', ..., e")
dla U, nazywamy (wzajemnie) sprzeZona (lub dualna lub dwoista), jesli

VueU: u=3 (ue)e

VoeV: v:i6i<ei,v>

Vi,jel,n: (' e;) = 5%

;. wtedy

W tym sensie elementy bazy e* okreslaja liniowe wspétrzedne na prze-
strzeni V', zas elementy bazy e — liniowe wspélrzedne na U.

Fakt. Relacja sprzezenia baz jest odpowiednioscia bijektywna e < e*.

Okreslmy ¢'(v) := (i-ta wspélrzedna v w bazie ¢), wtedy ¢° € V*; skoro odwzo-
rowanie U 3 u — @ € V* jest bijektywne, to istnieja e! € U, takie ze & = ¢,
tzn. <ei, v> = ¢'(v), w szczegdlnosci <§i, ej> = q%i(ej) = 6%. Zatém baza sprzqz'ona
wzgledem e istnieje. Gdyby oprdez <el,ej> = ¢'; bylo takze <fZ, ej> = 0';, wtedy
Vi - <fl — ei,ej> = 0, skad Vv : <fl — ei,v> = 0, a to z warunku rozdzielania

oznacza, ze f' — e’ = (0; wobec tego baza sprzezona jest okredlona jednoznacznie.

Cwiczenie. Czasem przydatne jest ogdlniejsze pojecie ukladdw wzajemnie sprze-
Zonych, tzn. ukladéw wektoréw e',...,¢" € U 1 ey,...,e, € V, spelniajacych
relacje <ei, ej> = 6%. Wykazaé, ze: (1) wtedy oba uktady sa liniowo niezalezne oraz

(2) zachodza wzory Vu € Ug : u= > {(u,e;)el, Vo € Vo : v ="> ¢ <ei,v>, gdzie

i i
Uy C U, Vy C V sa podprzestrzeniami rozpietymi przez oba uktady; (3) kazdy
uktad liniowo niezalezny w V' ma uktad sprzezony; dla r < dimU = dim V nie ma

jednoznacznoséci: do e’ mozna dodaé ‘poprawki’ u’, takie ze Yv € Vj : <ui, v> =0.

Przyktad. Dla ‘modelowej’ pary dwoiste] U = K,,, V = K", gdzie

(u,v) :=uv =3 u;v' |, mamy nastepujace pozyteczne spostrzezenie:
K3

Cwiczenie!

Jesli X € K" jest macierza odwracalna, to baze dwoista wzgledem

. . . . -1
bazy utworzonej z kolumn macierzy X tworza wiersze macierzy X .

U

Transformacje baz: fi= ZeiAij = fi= ZBi],ei
? J

gdzie obie ‘macierze przejécia’, A = [A';] oraz B = [B'}] € K" , sa
wzajemnie odwrotne:

O = (I ) = (B SeA) =8 8. = L BLA

I

Fakt. Niech (Uy, Vi) oraz (U, V2) beda dwiema parami dwoistymi, a
F € L(Vi; V3). Wtedy istnieje doktadnie jeden operator F'T € L(Usy; Uy),

94



346.

347.

348.

349.

zwany transpozycjq F' lub operatorem transponowanym wzgl. F, taki ze

Yugs € Uy : Vo, € V) <FT(UQ),U1>1 = (ug, F(v1)),| ()

K3

Cwiczenie. Dla dla U; = V;* warunek (*) oznacza, ze ‘Vq/) eVy Fl(¢p)=¢oF ‘

Fakt (podstawowe wlasnosci operacji transponowania operatora):

(1) F s FT jest liniowe, (2) (FoG)T =GToFT,  (3) FIT = F;
(4) Macierz [F1]° s+ Jest transpozycja macierzy [F]/,

jeslie, e*, f 1 f* sa (stosownie sprzezonymi) bazami kolejno Vi, Uy, Va i Us.

Sprawdzenie tych wlasnoéci pozostawiamy jako proste éwiczenie.

Definicja (anihilator podzbioru). Jedli (-, ) : UxV — K jest dwoisto-
Scia, to anihilatorem Bodzbioru W C V nazywamy podzbior w0 ¢ U,
okreslony wzorem WV := {u € U : Yw € w : {(u,w) = 0}. Oczywiscie
W jest zawsze podprzestrzenia U. Analogicznie definiujemy anihilator
podzbioru Z C U:

ZO::{UEV:‘V’ZEZ:<z,v>:0}CV.

Fakt (wtasnoéci anihilatora podprzestrzeni). Niech (U, V') bedzie para
dwoista, n := dimU = dimV oraz W C V (lub W C U) — podprze-

strzenia; wtedy

(1) dimWY = n — dimW; (2) w0 = w,

3) Wi+ =wlnwd @) wnwy)? =wl+wd.
Ad (1): Jedliey,... e, jest baza W zad ey, ... e, ..., e, — baza V| to oczywidcie
emtl .. e™ jest baza w0, Ad (2): Wprost z definicji W C WOO, za§ dim W =
dim w00, 44 (3): Oczywiste. Ad (4): Istnieja W; C U, takie, ze W; = Wo; korzy-
stajac z (3),(2) dostajemy (1, ﬁWz)O = (Wlo ﬂWz())O = (W +Wz)00 = WP—I—WZO

Fakt. Przy zalozeniach i oznaczeniach z punktu 345 zachodza réwno-
sci:

0

(1) |ker FT = (im F)" |, (2) [im FT = (kerF)O.

Ad (1) : us € ker FT & Vo, - (<FT(u2), vl> =0, tzn. {us, F'(v1)) = 0) &
Suz €{F(v1) v € V1}0 & oug € (imF)O.
Ad (2): (im FT)O = ker FTT = ker F dzieki (1) i whasnosci sprzezenia; stad teza.

APPENDIX 0: Przestrzen sprzezona w przypadku
nieskonczonego wymiaru

Pokazemy teraz, ze zalozenie dimV < oo jest nie tylko wystarczajace, lecz takze
konzeczne, by przestrzenie V* oraz V** byly izomorficzne z V. Wobec tego dla

dim V = oo kanoniczne odwzorowanie V — V** jest injektywne, a niesurjektywne.

Fakt. Jesli przestrzen V ma nieskonczony wymiar, to dim V' < dim V*.

Niech X C V bedzie baza V; oznaczmy z := |X| = dimV, k := |K|. Pokazemy
najpierw, ze ‘ V| = ke, V¥ =k".
elementéw x € X, wiec V = VIUVLUV3U. . ., gdzie V,, jest zbiorem tych v € V', ktére

Kazdy v € V jest skoficzona kombinacja liniowa

95



sa kombinacja liniowa < n elementéw bazy. Dzieki surjekcji S, : K" x X" — V,,
n

Sn(A1, . An, 21, xn) = Y Ay, mamy |Vy| < k72" = ka; skoro kx > |N|,
i=1

mamy stad |V| = |, Va| < |NJkz = kz, zarazem |V| > |Vi| = kz, a wiee [V] = k.

Z kolei poniewaz kazda forma ¢ : V — K jest jednoznacznie okre$lona przez swe
wartoséci na bazie, tzn. przez obciecie QS[X ‘X — K, to V* = K wiec [V*| = k”.

Jedli @ > k, to ka = & < 2% < k%, ezyli |V] < |V*|; tym bardzie] dimV < dim V™.

Jedli & < k, to moze byé ke = k%, a wiec |V| = |V, np. jedli k jest postaci k = a”,
tokr =k =a® = a® = (ax)x = k7. Pokazemy jednak, ze w tym przypadku takze
dimV < dimV*. Wybierzmy przeliczlny podzbidr Xo := {xg,21,29,...} C X
0, 2 € X\ € X,
@, xr=zx;.

Sprawdzimy, ze ¢, dla a € K sa liniowo niezalezne, a wiec dimV* > k > z = dim V.

i okredlmy dla @ € K element ¢, € V* wzorem ¢q(z) :=

Niech elementy ay, ..., a, € K beda parami rézne; pokazemy, ze jesli dla pewnych

A1, .., An € K zachodzi 1éwnodé A1dg, + ...+ Anda, = 0,t0 Ay = ... = A, = 0.

Istnieje wielomian Ly (¢) taki, ze Lq(a1) # 0,lecz Li(asz) = =Li(a ) = 0; mozna

np. wziaé Li(t) .= (t —az2)...(t —ay). Niech Li(¢ ) co+cit+ ... +enty; wtedy
N n N N n

0= % ¢( X Nida(2)) = 2 cj(z Nail) = (z ) = Y AiLi(a) =
j=0 i=1 j=0 i=1 z j=0 i=1

= M Li(ay), czyli Ay = 0. Analogicznie pokazujemy, e Ao =0,..., A, =0.

5.8 Slad macierzy i endomorfizmu

350. Sladem macierzy kwadratowe] A € K", nazywamy sume wszystkich jej
wyrazéw diagonalnych A'y, ... A",: oznaczamy go symbolem tr A (°!):

trA =AY 4+ ...+ A",.

351. Fakt. Slad jest liniowa funkcja tr : K, — K o nastepujacej wlasnosci:

tr(AB) = tr(BA) [(*?),
gdy A € K™,, B € K", tzn. gdy okreslone sa iloczyny AB 1 BA.

Macierze AB € K™,, i BA € K", sa kwadratowe, a z definicji §ladu i mnozenia

macierzowego oraz z tacznoéci i przemiennoéci dodawania liczb mamy: tr(AB) =

Y(AB); = z(]z Aiijj) = iszi].Bfi = ;(z B AL = ]Z(BA)J']. =tr(BA).

K3

352. Whniosek. Jesli F' € EndV = L(V;V), to §lad macierzy [F]°, nie
zalezy od wyboru bazy e w przestrzeni V., co powoduje, ze ponizsza
definicja jest sensowna.

Jesli f jest druga baza V', to ze wzoru 306 mamy [F]ff = AB, gdzie A := [id)/,[F]°,,
B = [id)*;, wice BA = ([id]*, id)?, ) [F], = [F]*,; stad t([FI}) = tr([F)%,).

353. Definicja. Slad endomorfizmu F € End V jest to liczba dana wzorem

17 ang. trace ‘§lad, trop’; spotyka sie takze symbole Tr A oraz Sp A (z niem. Spuhr).
>?Wynika stad od razu, ze cykliczne przestawianie czynnikéw nie zmienia éladu, lecz np.
tr(ABC) = tr(BCA) = tr(C AB) na ogdt jest # tr(ACB) = tr(BAC) = tr(CBA).
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355.

= (el = (

suma wyrazow diagonalnych macierzy [F]°,
gdzie e jest dowolna baza V

Poniewaz i-ta wspétrzedna w € V' w bazie e wyraza sie wzorem (€', w),

gdzie e* = (e',...,e") jest baza sprzezona wzgledem e = (ey, ..., €,),
to [F]°, ma wyrazy Fij = (€', F'(¢;)); wobec tego otrzymujemy wzdr
trF =3 (¢!, Fle:)) |
=1

Fakt. (1) Slad jest funkcjonalem liniowym na przestrzeni End V.
(2) Dla dowolnych operatoréw F € L(V;W) i G € L(W;V) mamy:

tr(FoG)=tr(GoF).
(3) Wobec tego jesli A € L(V; W) jest liniowa bijekcja, a ' € End V,

to

tr(Ao FoA ™) =1tr F.

Jest to oczywista konsekwencja wlasnosci $ladu macierzy 1 macierzy odwzorowania.

Uwagi.

1. Liczba S := tr([F]fe) =5 <fZ, F(ei)>, gdzie e 1 f sa dwiema bazami V| zalezy
i=1

nie tylko od operatora F', ale takze od obu baz, a wiec ze §ladem F' nie ma nic wspdl-

nego; co wiecej, jedyna relacja miedzy F a liczba S jest implikacja FF = 0= S = 0.

2. Nie da sie uogdlni¢ pojecia §ladu na inne odwzorowania liniowe. Nietrudno tez
pokazaé, ze dla ustalonego F' € L(V; W) przez stosowny wybér baz mozna jako

[F)7, uzyskaé kazda macierz (wymiaru dim W x dim V), ktérej rzad jest réwny rk F.

3. Oprécz endomorfizmdw istnieja inne obiekty geometryczne zwigzane z V| ktore
w bazie V mozna scharakteryzowa¢ macierza kwadratowa; przyktadem moze byé
odwzorowanie dwuliniowych ® : V x V — K. Otéz §lad macierzy takiego obiektu
(np. macierzy [®(e;,e;)] dla formy dwuliniowej) zalezy od wyboru bazy, a zatem

nie stanowi zadnej istotnej charakterystyki takiego obiektu.

4. Slad tr : EndV — K stanowi nowy przyktad kanonicznego (lub naturalnego)

odwzorowania liniowego, zob. punkt 334.
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356.

357.

358.

359.

360.

Odwzorowania wieloliniowe
i (anty)symetryczne

Wieloliniowos$¢, symetria 1 antysymetria

Definicja. Niech r € N, zas Vi,...,V, oraz W beda przestrzeniami
wektorowymi nad ciatem K. Odwzorowanie f : Vj x ... xV, — W
nazywamy r-liniowym, jesli jest liniowe wzgledem kazdego ze swoich
argumentéw (przy kazdym zestawie pozostalych argumentéw), tzn. jesli
Jor, oo Al XY e,) =

= Nf(vr, .., vf o 0) R A fon, .00 o)
dla kazdych j € T,r, N\, M € K, vy € Vi,....00" € Vi, .. 0, € V.

Y R
Przyklady. Dla ¢, € V*,...,¢, € V* funkcja f: Vi x ... x V, = K,
flor,...,00) = ¢1(v1) - oo dp(vr),

jest r-liniowa; oznacza sie ja zwykle symbolem ¢ ® ... ® ¢, .
Odwzorowanie ‘ewaluacji’ f : L(V; W) x V. — W, f(F,v) := F(v),
jest dwuliniowe: F'(v) zalezy liniowo zaréwno od v, jak i od F.
Odwzorowanie f : V* x V. — K, f(¢,v) 1= (¢,v), jest 2-liniowe.
Funkcja g : W* x L(V; W) x V. — K, g(¢, F,v) := (¢, F(v)), jest
tréjliniowa: liczba (¢, F'(v)) zalezy liniowo od ¢, od F'i od v.
Macierz ABC D oraz liczba tr(ABC D) sa czteroliniowymi funkcjami
macierzy A, B, C, D; mamy wiec, na przyktad, czteroliniowe odwzo-
rowania K25 x K°y x K*, x K'5 o wartoéciach w K>3 1 w K.

Operacja sktadania operatoréw liniowych jest wieloliniowa, tzn. np.
L(Va; Vi) x L(Va; Va) x L(V;Va) — L(Vi; Vi), (F,GLH) — FoGoH,
jest odwzorowaniem tréjliniowym.

Definicja. Symbolem L(Vi,...,V.; W) oznaczmy zbiér wszystkich
r-linlowych odwzorowan Vi x ... x V, — W; jest on przestrzenia
wektorowa wzgledem ‘zwyktych’, tj. punktowych dziatan dodawania

1 mnozenia przez liczby. W dalszym ciagu zajmiemy sie przede wszyst-
kim przypadkiem Vi = ... = V., wiec wprowadzmy jeszcze oznaczenia

——— NEMGEAS

elementy przestrzeni L.(V), tzn. r-liniowe funkcje V' x ... x V — K,
nazywa sie formami r-liniowymi na V.

Niech 1 €1 < j < r; méwimy, ze odwzorowanie f:V x ... xV — W
jest antysymetryczne wzgledem 1-tego oraz j-tego arqumentu, jeshi

T S T N N I | T I I T B

Fakt. Dla f:V x ... x V — W nastepujace warunki sa réwnowazne:
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1. Dla kazdej permutacji o € S, zachodzi réwnosc:

Vo,...,00 € Vi f(vo1), -5 V0(ny) =sgn(o) - for,...,00); (%)
2. V1<e<y<r: fjestantysym. wzgl. argumentéw o n.rach z, j;
3. V1<i<r: fjest antysym. wzgl. argumentéw o n.rach ¢, ¢ + 1.
4. V1 <y <r: fjest antysym. wzgl. argumentéw o numerach 1, j.

Biorac ¢ := (i j) dostajemy 1.=2.3.4. Dowdd odwrotnych implikacji zaczniemy
od sprawdzenia, ze zbiér X; := {o € S, : (*)} jest zamkniety wzgledem sktadania:
jesli g,0 € Xy, to opdez (*) mamy f(wy(1), ..., Wer)) = sgn(e) - flwi,...,w,)
dla wy, ..., w, € V; biorac w; 1= v,(;) dostajemy f(voog(1); - -+, Vooe(r)) = sgn(e) -
sgn(o)-f(vi,...,v.), tzn. cop € ¢, gdyz sgn jest homomorfizmem grup. Implikacja
3.=1. wynika teraz z tego, ze transpozycje (1 2), (2 3),...,(r—1 r) generuja grupe
Sy oraz ze — na mocy 3. — kazda z nich nalezy do X;. Analogicznie 2.=1.14.=1.

Definicja. Odwzorowanie f : V x...xV — W nazywa sie (calkowicie)
antysymetryczne, jesli spelnia powyzsze réwnowazne warunki.

Cwiczenie. Sformulowac i dowiesé¢ analogiczny fakt charakteryzujacy
odwzorowania (catkowicie) symetryczne.

Fakt. Jedli odwzorowanie f jest r-liniowe, tzn. f € L. (V; W), to dla
kazdej (ustalonej) pary 1 < ¢ < j < r réwnowazne sa nastep. warunki:

(a) f jest antysymetryczne wzgledem i-tego oraz j-tego argumentu;

(b) V vy,...,v, € V: (vi:vj = f(vl,...,vi,...,vj,...,vT):O).

Pozwala to dla odwzorowan wieloliniowych przeformutowa¢ warunki
antysymetrii z faktu 360., np. warunkowi 2. mozemy nada¢ postac

flo1,...,v,) = 0, dekroé¢ dwa sposrod wektorow vy,...,v, sq rowne.

(a)=(b) jest oczywiste. (b)=-(a): Dla uproszczenia zapisu weimy i = 1, j = r = 2.
Z 2-liniowoéci mamy f(v1 +va, v1 +v2) = f(vy, v1)+ f(v1, v2) + f(va, v1) + f(va, va),
co po uwzglednieniu wtasnoéci (b) daje réwnosé 0 = f(vy,v2) + f(va,v1).
Twierdzenie. Niech f € L,.(V; W); wtedy
) f zeruje sie na kazdym liniowo
t ant t . . , .
(f Jest antysynie ryczne) < zaleznym uktadzie r wektoréw z V

Zatem jedli f € L.(V; W) jest antysymetryczneir > dimV, to f = 0.

Gdy vy, ..., v, sa liniowo zalezne, wtedy jeden z wektoréw uktadu, np. v,, jest

kombinacja liniowa pozostatych, wiec z liniowoéci wzgledem r-tego argumentu
r—1 . r—1 .
flor, .. ) = flor, .. o1, 2o M) =50 flor, .y, ve1, 05 )N = 0.
j=1 ji=1
Uktad vy, v1,ve,...,v, jest liniowo zalezny, wiec f(vi,v1,...,v,) = 0, to za$
oznacza antysymetrie f wzgl. 1.1 2. argumentu itd.; stad 1 z faktu 360 wynika teza.
Whiosek. Jedli f € L,,(V; W) jest odwzorowaniem antysymetrycznym,
a wektory u;,v; € V sa takie, ze kazdy z uktadow wuy,ug, ..., ug,vg,
gdzie k € 1,n — 1, jest liniowo zalezny, np. vy € (uq,...,ug), to

Flur,ug, .o oyuy) = flug,vr 4+ uz, 09 + Us,y ooy Vpeq + Up).

Istotnie, warto§é prawej strony nie zmieni sie, gdy pominiemy w niej sktadnik
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e vy, gdyz liniowa zalezno$é wy,v,... sprawia, ze f(uy1,v1,v2 + us,...) = 0;
o va, gdyz lin. zaleznodé uy, ug, va, ... sprawia, ze f(uy, us, ve,vs + uyg,...) = 0;
o v3, gdyz lin. zalezno$é uy, us, us, vs, ... sprawia, ze ...

Definicja. Niech A"(V*) := {f € L.(V) : f jest antysymetryczne};
jest to podprzestrzen L,(V'), zlozona z antysymetrycznych form r-linio-
wych na V; jej elementy nazywaja sie formami zewnetrznymi stopnia r
(albo, krécej, r-formami) na V; A"(V*) nosi nazwe r-tej potegi ze-
wnetrznej przestrzeni V*; oczywiscie A\'(V*) = V*; z 364 wiemy, ze

A'(V*)={0} dla r>dimV |

Przyklad. Jedli p1, 00 € V™, to wzbr f(vi,v2) := @1(v1)p2(ve) — v1(v2)pa(v1)
okresla pewna 2-forme f € /\2(V*) (oznaczana zwykle symbolem ¢ A @5 1 zwana
iloczynem zewnelrznym o1 i p2). Zauwazmy, ze jeSli @1, g sa l. niezalezne, to f # 0,
bowiem V ma baze €1, ..., e,, taka ze p1 = e, @y = €2, gdzie e'(e;) = 6]2: (baza

dualna), mamy wiec f(e1,e2) = 1. Odwrotnie, f = 0 dla l.zaleznych form ¢1, a.

Definicja. Formqg objetosci na przestrzeni wektorowej V nazywa sie
niezerowy element f € A"(V*), gdzie n := dim V.

W przypadku K =R wartoé¢ f(vy,...,v,) € R nazywa sie objetosciq zorientowang
(a jej modul — objetoscig niezorientowang) réwnolegloécianu ‘rozpostartego’ na
ULy ...y U, tzn. zbioru [0, oy + ... 4+ [0, v, = {tivn +.. .+ vt 4 €[0,1]} C V.

Fakt. Niech n = dimV oraz eq,...,e, bedzie baza V. Wtedy kazda

n-forma f € A"(V*) jest jednoznacznie okreslona przez swoja wartosé

fler, ..., en) € K. Wobec tego: (a) przestrzen A"(V*) jest 1-wymiarowa;

(b) jesli fi f sa dwiema formamiobjetoscina V,to IA € K*: f = X f.

Roztézmy kazdy z wektoréw wvq,..., v, w bazie e: v; = Zn: eix;:, wtedy dzieki
i=1

n-linlowosci

flor, ... vp) = f( Zn: eilxlf, ce Zn: einx;") = Zn: fled,,. ..,ein)mil R L
i1=1 ip=1 i1, in=1

Wskutek antysymetrii liczba f(e;,, ..., e;,) jest = 0, gdy ciag wskaznikéw 41, ... 4,

nie jest réznowartodciowy, wiec wkltad do sumy moga wnosi¢ tylko ciagi postaci

o(1),...,0(n), gdzie 0 € Sy; ponadto f(es(1),. -, €o(n)) = sgn(o)fler,. .., en),

wiec

flor,...,on)=a > sgn(a)x‘lj(l) A , *)

gES,
gdzie o 1= f(e1,...,e5) € K. Dowiedlidémy tym samym, ze istnieje co najwyzej
jedna n-forma f o danej wartodci « := f(ey,...,e,) € K; pozostaje teraz pokazad,

funkcja f zdefiniowana wzorem (*) jest n-forma. Sprawdzmy liniowos$é wzgledem

(przyktadowo) 1. argumentu: v = Mo} +X'v{ oznacza, ze 2} = MNa'] +A'2"|, wiec

TNV 4+ X0 ve, o) =a S sgn(a)(/\’x"lj(l) + /\”x”f(l)) ol =
gES,
=XNa sgn(a)x"lj(l) L xz(n) + XN Yy sgn(a)x”‘f(l) o xz(n) =
gES, gES,

=Ny, va, .. vn) + A (0] v, . o).

n .

Antysymetria: zastepujac w (*) wektory v; wektorami w; = v,y = Z; 62'1‘2,(]'),
i

(i) zatem

gdzie ¢ € S, musimy w miejsce wspdltrzednych x; wstawié y;: ==
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(1), 5 Vo(n)) = aaezgn sgn(a)xg((ll)) e xg((:))

Suma nie zmieni sie, gdy ‘wskaznik’ ¢ przemianujemy na oo g, co wraz z ¢ przebiega

cala grupe Sy, ; otéz iloczyn nglg)(l) . ..xg(if)(n) rozni sie tylko kolejnoscia czynnikéw
od xf(l) e J:Z(n), zad sgn(o o g) = sgn(o) - sgn(e); tak wiec faktycznie mamy

f(o1), -, Vo(ny) = sgnle) - fvr, ..., vn).

370. Uwaga. W taki sam sposéb mozna otrzymac ogdlniejszy rezultat:
kazda r-forma f € A(V*), r € 1,n, jest calkowicie okreslona(*?)
przez swe wartosci f(e;,,...,e; ) dla wszystkich mozliwych rosnacych
ciagéw 11, ...,1, indekséw z 1,n. Poniewaz takich ciagéw jest tyle, co
podzbioréw (‘kombinacji’) r-elementowych zbioru n-elementowego, to

dim A" (V) = (7). n = dimV|

6.2 Wyznacznik macierzy

371. 7 ostatniego faktu wynika, ze dla n € N na przestrzeni K" istnieje
doktadnie jedna forma objetosci, przyjmujaca na bazie standardowe;j
ei,...,e, przestrzeni K" warto$¢ réwna 1; forme te nazywa sie
wyznacznikiem stopnia n.

W takim razie wykazaliémy nastepujace

Twierdzenie o) Istnieniu i Jednoznacznoéci -\'”\/yznacznika:

Istnienie: Istnieje funkcja Det, : K" x ... x K" — K, majaca trzy
nastepujace wlasnosci:
(1) n-liniowos¢; (2) antysymetria;
1 0
(3) Dety(|:|,...,|:])=Dety(es,...,e,) =1 (unormowanie).
0 1
Jednoznaczno$é: Kazde f : K" x ... x K" — K, majace wtasnosci
(1) i (2), ma postac¢ f(@1,...,@,) = f(e1,...,e,) - Detp(@1,...,2,),
czyli

f=a-Det,, gdzie a= f(eq,...,e,).

372. Definicja. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A € K" nazywamy
liczbe det,, A := Det,(A1,..., A,), gdzie A; € K" sa kolumnami A.
Zatem det,, : K" — K jest jedyna funkcja, ktéra:

(I) jest n-liniowa antysymetryczna funkcja kolumn;
(IT) przyjmuje warto$¢ 1 na macierzy jednostkowe;j.

TIJW mowi, ze taka funkcja det,, istnieje, oraz ze

P3Mamy mianowicie wzér f(vy,...,v.) = > fleiy, ... e, )X i stanowiacy
(41,...,8,)EL™
uogdlnienie (*); I jest (Z)—elementowym zbiorem wszystkich rosnacych ciagéw (i1, ..., 4,)
o wyrazach z T, n, natomiast X't = sgn(a)xll”(l) ce ™ = det [xff'] .
oES, el
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373.

374.

375.

6.3

376.

377,

kazde odwzorowanie f: K" — K, spelniajgce warunek (1), jest postaci

f(A) = f(I,) - det Al

Odnotujmy, ze zgodnie ze wzorem (*) z punktu 369 zachodzi réwnosé(**)

det A = Y sgn(o) AW L A |

ogESK

Wprawdzie wzdr powyzszy odgrywa doniosta role, lecz rosnaca lawinowo wraz z n
liczba n! sktadnikéw sumy sprawia, ze bezpodrednie jego stosowanie do obliczania

wyznacznikdw ma sens tylko dla n < 3. Biorac n = 21 n = 3 otrzymujemy z niego:

Al Al

det [Azi Azz] = At A%, — A% ALy,
Aty AL, Als

det Az1 Azz Az3 = AV A% A% + A% AP Al s + A3 AT A% +
A®p A°y A°3

—A3 AT Ay — AV A8, A% — A% AL, A3,
Stosowanie ostatniego wzoru ulatwia mnemotechniczna regula Sarrusa; polega

ona na zapamietaniu tych zestawéw wyrazéw macierzy, ktorych iloczyny opatru-

jemy znakiem 4+, oraz tych zestawdw, ktorych iloczyny opatrujemy znakiem —:

ze znakiem ze znakiem El

Latwo to zapamietaé, zauwazajac ze znaki ‘+’ przypisujemy iloczynom tréjek, ma-

jacym ‘bok’ réwnoleglty do \, a znaki ‘—> — majacym ‘bok’ réwnolegly do /

All A12 ce Aln
Uwaga. Liczbe det A oznacza sie czesto symbolem | o
Anl An2 ce Ann
jest macierza, a wiec ‘zestawem liczb’ (niektSrzy

2
76

Pamietajmy wiec, ze np.

— wyznacznikiem te] macierzy, a wiec liczba.

. . 2 3 . 3
pisza to jako (_7 6))’ zas | 6‘

Podstawowe wlasnosci wyznacznika

W definicji wyznacznika traktowaliémy macierz jako zestaw kolumn; mozna jednak
tez postrzega¢ macierz jako zestaw wierszy, a w konsekwencji oprécz ‘wyznacznika
kolumnowego’ zdefiniowaé analogiczny ‘wyznacznik wierszowy macierzy. Okazuje
sie jednak, ze nie ma takiej potrzeby: oba wyznaczniki, ‘wierszowy’ 1 ‘kolumnowy’,
sa réwne. Aby sie o tym przekonaé wystarczy pokazac, ze nasz ‘kolumnowy’ wy-
znacznik jest antysymetryczna funkcja wieloliniowa nie tylko kolumn, ale 1 wierszy;

to zaé wynika w oczywisty sposéb z nastepujacego faktu:

Fakt. Transpozycja nie zmienia wyznacznika, tzn. det(AT) =det A|

>40d tego miejsca bedziemy zazwyczaj pisaé krétko ‘det A’ zamiast ‘det,, A’.
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Zamiana A na AT we wzorze 373 daje det(AT) = > sgn(o) Ala(l) o A (.

gES,
Ustawiajac czynniki w kolejnodci numeréw kolumn dostajemy Ala(l) e Ay =
= AU_1(1)1 - .~A‘7_1(”)n; zarazem sgn(c) = sgn(o~!), wiec po przemianowaniu ¢!

na g, a y nay. (comozemy zrobié dzieki temu, ze przyporzadkowanie o — o~}

jest bijekcjjq Sh SR Sy ; méwiac obrazowo: wraz z o takze ¢! przebiega jednokrotnie

caly zbidr S,) dostajemy det(AT) = 3 sgn(p) A9y . AN = det A,
0€S,

378. Wniosek(*®). Dla f : K", — K nastepujace warunki sa réwnowazne:

e [ jest antysymetryczna funkcja wieloliniowa kolumn macierzy;
o [ jest antysymetryczna funkcja wieloliniowa wierszy macierzy;
o [ jest postaci f(A)=c-det A, gdzie (oczywiscie) ¢ = f(I,).

Pojecie wyznacznika jest ogromnie wazne gtéwnie dlatego, ze zachodzi nastepujacy

379. Fakt (wzor Cauchy’ego). Wyznacznik det : K", — K jest funkcja
multiplikatywna, tzn. |det(AB) =det A - det B| dla A, B € K",,.

Kolumnami macierzy AB s3 wektory AB1,..., AB,, wiec f4(B) := det(AB)

przy ustalone) macierzy A jest antysymetryczna funkcja n-liniowa kolumn B; stad

fA(B)=fq(Iy) det B =det A-det B.

380. Fakt. Wyznacznik macierzy gérnotréjkatnej (lub dolnotréjkatnej) jest
iloczynem jej wyrazéw diagonalnych(®°).

Zastosujmy wzdér 373. Z zatozenia spelniony jest warunek Ai]' #0= 1< J, wiec
A7y A £ 0 implikuje o(1) < 1,0(2) < 2,...,0(n) < n, co dla permutacji
oznacza, ze o(l) = 1,...,0(n) = n, tj. ¢ = id; zatem suma, jaka jest det A, ma co

najwyzej jeden niezerowy sktadnik, mianowicie Ay ... A",, QED.

Inny dowdd (bardziej bezposredni, nie wymagajacy wzoru 373). Zastosujemy 365.
Macierz gérnotréjkatna ma kolumny postaci Ay = vp_1 + w, gdzie wy = A Len,
vy = 0, za§ v; € V; := (e1,..., e;); zatem kazdy z ukladéw wy,..., ug, vy jest

liniowo zalezny (k + 1 wektordw w k-wymiarowej przestrzeni V3 ). Stad teza.

A|B A0

dla AeK) BeK,, CecK?), DecK?, czyli wyznacznik macierzy
«blokowo trojkatnejy jest iloczynem wyznacznikow blokéw diagonalnych.
Oczywiscie przez indukcje mozemy ten rezultat uogdlni¢ na dowolna

A|B|C
liczbe blokéw, np. det | O |D|E | = det A - det D - det F'.
0|0 |F

. o . A|B| .
7 wlasnosci wyznacznika jest jasne, ze f(A, B, D) := det [F’ﬁ] jest antysyme-
tryczna p-liniowa funkcja kolumn A (przy ustalonych B, D), wiec z 378. mamy
f(A,B,D) = f(I,,B,D)-det A; tak samo f(I,, B, D) jest antysymetryczna

5Szalenie wazny.

*6Macierz kwadratowa A = [AZ]'] € K", nazywa sie go/motro/jkqtna, jesli sa zerami
wszystkie jej wyrazy lezace pod gtéwng przekatna, tzn. jesli A*; = 0 dla ¢ > j; A jest scisle
trojkgna, gdy ponadto Vi : A*; = 0. Analogicznie definiujemy macierze dolnotrdjkatne.
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¢-liniowa funkcja wierszy D, wiec f(I,,B,D) = f(I,,B,I,) - det D. Wreszcie
f(I,, B, I,) = (wyznacznik macierzy tréjkatnej o jedynkach na diagonali) = 1. (°7)

382. Definicja. Dla A = [A";] € K", niech A;éi;é]‘ oznacza podmacierz A,
uzyskana przez wykreslenie kolumny i wiersza zawierajacych wyraz A;.

Liczbe |(—1)"/ det A;éi;é]‘ nazywa sie dopelnieniem algebraicznym

wyrazu A';: bedziemy ja oznaczaé symbolem 121]2 Zwréémy uwage na
notacje: A, jest dopelnieniem algebraicznym wyrazu A%, a nie A',.

Niech A = [121]2] bedzie macierza dopetnien algebraicznych.

383. Przyklady. A = [a b] = A= [ d _b],

cd —c a
a1 az as bocs — cabs coaz — azez asbs — boas
A= bl bz b3 = A= b361 - Cgbl C3d1 — a3Cq Cl3b1 — b3a1

C1 C2 C3 bico —ciba craz —ajca ajbs —bras

384. Twierdzenie. Zachodzi wzér | AA = AA = (det A)I,, |, co oznacza, ze

NgE]

Al AT = (det A)67.

J

VikeTn: 52 AGAT = (det A)8),
7=1

1

Dla ustalonej pary ¢,k oznaczmy f(A) := > Aijfijk. Skoro wielkogé A%; jest li-
ji=1

niowa funkcja kolumny A;, zaé wielkoéé fijk — wieloliniowa funkcja pozostatych
(wszystkich, précz j-tej) kolumn A, to sktadnik Aijfﬁc, a wiec takze suma f(A),
jest wieloliniowa funkcja kolumn A. Sprawdzimy, ze f(A) jest antysymetryczna

. R B i 4l A e
funkcja kolumn. jesh 3] A = Ajyg, t~o A = —A]kigdyz A¢¢j = A¢¢j+1’
zad (—1)/t* = —(=1)/+1**) natomiast A', =0 dlal e T,n\j,j+ 1 (bo macierz
Aﬁcl ma dwie jednakowe kolumny); zatem (Elj CAj = Aj+1) = f(A) =0, co, jak
wiemy, jest réwnowazne antysymetrii f(A4) = f(A1,..., An).

Wobec tego f(A) = f(I,) - det A; pozostaje zauwazyé, ze f(I,) = 6%, gdyz dla

A =1, mamy Ai]» = 6@» oraz fijk = 6jk. Drugi wzdr wyprowadza sie analogicznie.

385. Wniosek. Vi <n:| > ALA, = det A|, Vj<n:| > ALAT, = det A,
7=1 =1

Wzory te nazywa sie rozwiniectami Laplace’a; daja one rozwiniecia wyznacznika

wzgledem é-tego wiersza (1. wzdr) oraz wzgledem j-tej kolumny (2. wzdr).

211 4 9
. 16 7 5 14 C .
386. Przyklad. Dla macierzy A = 3 12 10 1 | Tozwiniecia det A wzgledem drugiej
8 6 1315
kolumny oraz wzgledem trzeciego wiersza wygladaja nastepujaco:
16 5 14 249 2 49 2 49
detA=(—-11)| 3 10 1 |+7(310 1 |[—-12|16 5 14|+6|16 5 14|;
8 13 15 8 13 15 8 1315 3 10 1

"Wzér f(I,, B, I,) = 1 moina wykaza¢ bez tw. o wyznaczniku macierzy tréjkatnej:

VA M f(I, B, I,) 1:f(AIp, AB,I,) 2:/\pf(Ip, AB, I,) dzieki jednorodnosci wyznacznika

wzgledem wierszy (1) i kolumn (2.). Stqd tozsamoéé f(I,, B,1,) = f(I,,AB,1,); musi
ona zachodzié¢ nawet dla A = 0, gdyz zalezno$é f(I,,AB,I,) od A jest wielomianowa.
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11 4 9 2 49 211 9 2 11 4
detA=3|7 5 14|—-12|16 5 14|+10(16 7 14|—-1|16 7 5
6 13 15 8 13 15 8 6 15 8 6 13

387. Przyktad. Majac dane n > 2 liczb zq,...,x, € K utwérzmy nastepu-
jacy wyznacznik stopnia n, nazywany wyznacznikiem Vandermonde’a:

1 |
L1 L2 Ln
V(l’l,...,l’n) = 1'12 $22 $n2
$1n_1 $2n_1 T n—1
i3
. 11
Na przyktad dla n = 21 n = 3 mamy: V(a,b):‘a b‘:b—a,
1 11
Via,bye)=1|a b c|=0be?+ca®+ ab® —b%c — c?a —a’b = (b— a)(c — a)(c—b).
a? b? ¢?

Fakt. Wyznacznik Vandermonde’a wyraza sie nastepujacym wzorem:

Ve, ... xn) = [ (x; — a).

1<g
W konsekwencji V(xq,...,2,) #0 < x1,...,x, sa parami rézne(*®).
Niech f(#) :=V(#1,...,2n-1,2); traktujac x1, ..., z,_1 jako parametry rozwinmy

wyznacznik f(z) wzgledem ostatniej kolumny; widaé wtedy, ze f(x) jest wielomia-
nem stopnia < n — 1, przy czym wspélezynnikiem przy 2" ~1 jest V(z1,...,24_1).
Ponadto f(x1) = 0,..., f(xn—1) = 0 (wyznacznik macierzy o dwéch jednakowych
kolumnach), wiec f(x) = Clx — 21)...(# — xp_1), gdzie C = V(zy,...,2n-1).

Dla zakoniczenia dowodu wystarczy teraz zastosowac prosta indukcje wzgledem n.

Poznamy teraz dalsze przyktady pozytkéw z twierdzenia 384:

6.4 Macierze nieosobliwe, wzory Cramera

388. Twierdzenie. Jesli A € K", to nastepujace warunki sa réwnowazne:

(1) det A # 0;

(2) A jest odwracalna (czylidB: AB = BA = 1,));
(3) A malewa lub prawa odwrotnoéé: 3B : AB = I, lub BA = I,;;
(4) Vb € K": uklad Az = b ma dokladnie jedno rozwiazanie @;
(5) 3b € K": uklad Ax = b ma dokladnie jedno rozwiazanie @;
(6) ker A =0 (czyli dla b = 0 uktad ma tylko jedno rozwiazanie);
(7) tkA=n (czyli dla kazdego b € K" uktad ma rozwiazanie).

(1) = (2), gdyz na mocy twierdzenia 384 przy D = det A # 0 macierz B := %A
ma wlasnosci AB = BA = I, tzn. jest odwrotnoécia A. (2) = (3) oczywiste.
(3) = (1), gdyz AB = I, = det A det B = 1 (ze wzoru Cauchy’ego) = det A # 0.
(4) = (5) oczywiste. (5) = (6), gdyz jesli w € ker A 1 Aw = b, to A(® +u) = b,

P8Wynikanie ‘= jest widoczne wprost z definicji: jesli @; = xj, i # j, to V(1,...,2,)
jest wyznacznikiem macierzy, ktéra ma dwie kolumny réwne (i-ta i j-ta), wiec jest zerem.
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339.
390.

391.

392.

skad (jednoznacznoéé) ® + u = @, tj. u = 0. (6) < (7), gdyz dimker A+1k A = n.
(7)o @):tkA=n < dim{A4,,...,A,)=n < (A;,...,A,) = K" —=
kolumny A tworza baze K", zob. 233(c); z kolei wobec wzoru Az = Y A;x’
mamy Az = b <= b jest kombinacja liniowa kolumn A o wspétezynnikach z°.

(4) = (2) Niech ey, ..., e, bedzie standardowa (zerojedynkowa) baza K", zas dla
i € 1,7 niech ®; bedzie rozwiazaniem uktadu Ax; = e;. Wtedy Afzy|...|®,] =
[ei]...|en] = I, tzn. mamy AX = I,,, skad det A det X = 1, a wiec det A # 0.
(2) = (4), gdy7 wtedy Az =b < A™'(Ax) = A™'b — = = A™'b.

Cwiczenie. Dowiedé, ze jesli A, B € K" sa takie, z2e AB = I, to takze BA = I,,.

Macierza nicosobliwg nazywamy macierz kwadratowa, spetniajaca réw-
nowazne warunki (1)..(7); jak widzielismy w ‘(1) = (2)" mamy wzér
-1 _ 1 5
AT = det AA'

Jest to wazny i pozyteczny wzér, lecz jeSli chodzi o odwracanie macierzy nu-

merycznych, jego przydatnosé ogranicz sie do n < 3; warto np. stosowaé wzdr
ab]™ [ d —b
cd Tad=be | ¢ g |’

Definicja. Uklad réwnan liniowych < ....... .. ... .. .. .....
ATQ?I—I-...—I-ATZJ}n:bm

tzn. Ax = b, nazywa sie cramerowski, jesli m = n (tzn. niewiadomych

jest tyle, co réwnan) oraz macierz A jest nieosobliwa, tzn. det A # 0.

Fakt. Jedli uktad réwnan Az = b (gdzie A € K", oraz b € K")

1’1

jest cramerowski, to: (a) ma doktadnie jedno rozwiazanie @ = | --- |;
xn

(b) rozwiazanie tego uktadu mozna otrzymaé z tzw. wzorow Cramera:

D .
! = ﬁ]’ gdzie D :=det A,
D: — wyznacznik macierzy, otrzymanej z A

J 7\ przez zastapienie kolumny A; wektorem b / -

(a) Poniewaz A™! istnieje, to Ax =b <= A'Ax = A"'b < x = A"'D,
co oznacza istnienie i jednoznaczno$é rozwiazania.
(b) Pokazemy, 7e |jeéli Az = b, to D; = D2/ || i to nawet bez zaloienia, ze D # 0:

Sposéb 1. Ax = b < b= A;z' zatem z liniowoéci wyznacznika wzgl. j-tej
kolumny dostajemy D; = det[A;,...,b,..., A,] = det[A,..., > A2t ... A,] =
= z'det[Ay,...,A;,... Ayl =2/ det A=2 - D.

Sposéb 2. AA = DI,, wiec konsekwencja Az = b jest Dx = AAr = Ab; stad
Dzl = Zﬁjibi = (rozwini@cie det[Ay,...,b, ..., A,] wzgl. kolumny b) = D;.

p—4p—-3p-—2 z! 3

393. Przyklad. |p+1p—1p+2 22| = | p |, p € K— parametr. Stosujac ‘sche-

p+3 p p+4| |23 5



mat Sarrusa’ dostajemy D = 4 —p, Dy = —3p? + 25p — 52 = (4 — p)(3p — 13),
Dy = —p?> —5p+36=(4—p)p+9), D3 = 4p> = 2Tp+ 44 = (p — 4)(4p — 11).

Zatem uktad jest cramerowski <= p # 41 ma wtedy doktadnie jedno rozwiazanie

3p—13
x = p+9 . 7 kolei w przypadku p = 4 mozemy zastosowaé metode operacji

—4p+ 11 -1 0
elementarnych, dostajac rozwiazanie ogélne & = | 13 [ + A | 2 |.
-5 -1

394. Uwaga. Jak widzieliémy, relacje D; = Dz’ sa konsekwancja réwnania
Ax = b nawet wtedy, gdy D = det A = 0. Zatem jesli uktad niecra-
merowski (tzn. taki, ze D = 0) ma rozwiqzanie, to Dy = ... = D, = 0.
To samo mozna wyrazi¢ w innej formie: jesli D = 0, przy czym choé
Jeden z wyznacznikow D; jest # 0, to uklad jest sprzeczny.

Jednakze(®?) odwrotne wynikanie jest falszywe. Aby to sobie wyraznie
uswiadomié, wystarczy rozwazyc¢ i zapamieta¢ dwa bardzo proste, lecz
pouczajace przyktady, w ktérych D = Dy = Dy = 0:

0 Joo]== o] M |go)==[o]

6.5 Wyznacznik endomorfizmu

395. Definicja. Wyznacznikiem endomorfizmu I € End V nazywamy liczbe

det F' := det([F]°,) |; nie zalezy ona od wyboru bazy e przestrzeni V.

det([F]/,) = det(P[F]¢,P~) = detP. det([F]°,) dettP~1), gdzie P := [idy]/,.
396. Multiplikatywnosé A — det A daje nastepujace whasnosci funkeji det : End V — K
det(Fy1Fy) =det [y - det Fy| dla Fi, Fy € EndV (wzor Cauchy’ego);
det(FG) = det(GF) |, gdy V 25 W, W -5V, dimV = dim W (%);

wobec tego |det(AFA™') =det F'|, gdy F € EndV oraz A:V =W
det ' =0 <= operator F' jest osobliwy, tzn. ker F' # {0}.

397. Uwaga. Nie da sie sensownie zdefiniowaé wyznacznika operatora F € L(V; W)
dla dowolnej pary przestrzeni V, W; co wiecej, nie da sie tego zrobi¢ nawet wtedy,

gdy ograniczymy sie do par przestrzeni V, W takich, ze dimV = dim W.

Nie da sie takze sensownie zdefiniowaé wyznacznika np. formy kwadratowey; to samo
dotyczy wielu innych ‘liniowych obiektéw geometrycznych nad przestrzenia V7,

opisujacych sie macierza kwadratowa zalezna od wyboru bazy e.

Whbrew zadziwiajaco popularnej opinii, od lat spotykanej czesto na kolokwiach i
egzaminach.

60 Jest to istotne zatozenie, gdyz np. [1 0] [é] =[1] # 0, det([é] [10])= ‘(1) 8 ‘ =0.
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7.1

398.

399.

400.

401.

Formy kwadratowe
1 przestrzenie euklidesowe

Formy dwuliniowe

Niech V' bedzie skoticzenie wymiarowa przestrzenia wektorowa nad ciatem K. Przy-
pomnijmy, ze Lo(V) = L(V,V;K) = {dwuliniowe odwzorowania b : V x V — K},

a elementy przestrzeni Lo(V) nazywa sie formami dwuliniowymi na V (°1).

Wazny Przyklad formy dwuliniowe] stanowi funkcja b = ¢ ® 1, okre§lona dla
danych ¢,¢ € V* wzorem b(u,v) = ¢(u)¥(v). Zobaczymy wkrétce, ze kazdy
b € La(V) jest suma elementéw tej postaci; co wiecej, jesli uktad el ... e" jest

baza V, to n? form ¢! @ ¢/ tworzy baze przestrzeni La(V) (62).

Fakt (kanoniczny izomorfizm |Lo(V) = L(V; V™) ).
(1) Jesli b € Ly(V), to F(v) :=b(-,v) € V* dlav € V, przy czym tak

okreslone odwzorowanie F' jest liniowe: F' € L(V; V™).
(2) Jesli F € L(V;V*), to wzor b(u,v) := (F(v),u) okresla pewna
forme dwuliniowa b € Ly(V).

(3) Opisane w (1) i (2) odwzorowania b +— F' i I+ b sa wzajemnie
odwrotnymi izomorfizmami przestrzeni Lo(V) i L(V; V™).

Jak tatwo sie domyéli¢, zapis typu ¢ = b(-,v) oznacza, ze Yu : ¢(u) = b(u,v).
Sprawdzenie (1)..(3) stanowi tatwe éwiczenie. Zauwazmy, ze ‘teoriomnogodciowym
aspektem’ (na poziomie samych zbioréw i odwzorowaii, bez struktur wektorowych i
liniowoéci) jest spostrzezenie, ze dla dowolnych zbioréw K, U,V mamy kanoniczna
bijekcje KUXV = (KU)V, dang przez b — b, gdzie I;(v) = b(-,v), tzn. (I;(v))(u) =

b(w,v) (dla przypomnienia: KV oznacza zbiér wszystkich odwzorowan V — K).

W dalszym ciagu chcac zaznaczyc, ze b1 F' sa zwiazane powyzszymi
relacjami, tzn. ze F(v) = b(-,v) oraz b(u,v) = (F(v),u), bedziemy
pisa¢ ' = F, lub b = bp.

Definicja. Rzedem formy dwuliniowej b nazywamy rzad operatora Fj,
tzn. liczbe rk(Fy) € 0,dim V'; oznaczamy ja symbolem rk b. Méwimy, ze
forma b jest niezdegenerowana, jesli rkb = dimV.

Oznaczenie. Dla b € Ly(V) oznaczmy b7 (u,v) := b(v, u), wtedy oczy-
wiscie b7 € Ly(V); operacje b — b! nazywa sie transpozycjq lub prze-
stawieniem na przestrzeni La(V'). Jej oczywistymi wlasnosciami sa:
T
(1) liniowos¢; (2) inwolutywnos¢: (bT) = b.

Forma b jest symetryczna, jesli b(u,v) = b(v,u), za$ antysymetryczna,
jesli b(u,v) = —b(v,u) dla kazdych u,v € V. OczywiScie mozna te wa-
runki zapisa¢ w kroétszej postaci:

1Litera ‘b’ nawiazuje tu do angielskiego stowa bilinear (‘dwuliniowy’); spotykane czasem
w zargonie matematycznym stowo ‘biliniowy’ wydaje sie stylistycznie niefortunne: brzmi
réwnie dziwacznie (i pretensjonalnie), jak choéby stowa ‘bikrotny’, ‘bistronny’ itp.

52Postugujac sie pojeciem tzw. iloczynu tensorowego méwi sie w takiej sytuacji, ze prze-
strzen wektorowa Lo(V') moze byé utozsamiana z iloczynem tensorowym V* @ V*.
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402.

403.

404. Uwaga. W notacji macierzowej wzdr i. ma postaé | b(u, v) = [u]Z[b][v]},

bT = b (symetria) badz bT = —b (antysymetria).

Fakt. Lo(V) jest suma prosta Ly(V) = LI (V) + Ly (V) podprzestrzeni
LI (V) = (formy symetryczne) i Ly (V) = (formy antysymetryczne).
Inaczej moéwiac: kazda forma dwuliniowa b € La(V) ma jednoznaczny roz-
ktad b = by 4 b_ na sume formy symetrycznej b4 i antysymetrycznej b™.

Jedli b ma rozktad b = by 4+ b_, gdzie bL = +by, to b” = by —b_; z tych dwéch réw-

naii wynikaja wzory | by = %(b +67), b = %(b —bT) | a zatem rozktad moze by¢

co najwyzej jeden. Gdy z kolei ostatnie wzory przyjmiemy za definicje by, wtedy

oczywiscie bedzie by € in(V) oraz b = by + b_, co dowodzi istnienia rozkladu.

Cwiczenie. Sprawdzié, ze
Mb=¢2v = ' =ves. 2)1kb=1 <= Fp, v eV*: b=¢ .

(3) Fyr = (Fb)T, co oznacza, ze jedli formie b odpowiada operator F' € L(V; V*), to
b odpowiada operator F1 € L(V**;V*) = L(V; V*), transponowany wzgledem F'.

(4) ker Fy = {v € V : b(-,v) = 0} (tzw. ‘lewe jadro b’) jest podprzestrzenia V
wymiaru dimV — rk b; ‘prawe jadro b, tzn. podprzestrzeii {u € V : b(u, -) = 0},
ma taki sam wymiar, gdyz jest jadrem operatora FbT, ajak wiemy tk FT =tk F.

(5) Jesli b € LE(V) lub b € Ly (V), to ‘prawe jadro’ pokrywa sie z ‘lewym’.

(6) b jest niezdegenerowana <= jest dwoistodcia, tzn. (V,V;b) jest parg dwoistq.

Definicja. Jedli b € Ly(V), a e jest baza eq,..., e, przestrzeni V, to
macierz kwadratowa [b;;] € K" o wyrazach b;; := b(e;, e;) nazywa
siec macierzq formy dwuliniowej b w bazie e i oznacza symbolem [b]..
Zauwazmy, ze:

i. Macierz [b]. w pelni okresla forme b, gdyz rozpisujac u,v € V w ba-
zie e: u =} et v = > e;y’, wskutek dwuliniowosci b dostajemy:
J

K3
T

b(u7v) = Zzb(elev e]y]) = Z b(eiv e])xly]
[ 7,7=1
ii. Jesli F' = Fy, to [b]. = [F]"_, gdzie e* jest baza V* sprzezona wzgle-
dem e. Istotnie, i-ta wspéhrzedna w bazie e* formy ¢ = F(e;) jest
oe;) = (F(ej), e5) = bleg, e5), a wiec I, = bj;.

iii. [b1]. = ([b]e)T, czyli transponowaniu formy odpowiada transpozycja

jej macierzy; stad (b jest (anty-)symetryczna) <= (macierz [b].
jest (anty-)symetryczna, za§ macierzami czesci by i b_ sa czeS¢ sy-
metryczna i antysymetryczna By = $(B £ B7T) macierzy B = [b]..

gdzie [u] = [u]® 1 [v] = [v]¢ sa macierzami wektordw u, v, a [b] = [b]. jest
macierza formy b, przy czym oczywiscie wszystkie te macierze musza
sie odnosi¢ do tej samej bazy.

Whiosek. Dla V' = K" kazda forma dwuliniowa b € Ly(V) jest postaci

b(u,v) = u? B,

109



405.

406.

407.

408.

7.2

409.

410.

411

iloczyn macierzy z K* . K" | K" jest liczba!), gdzie B € K" jest
y y n? no 1 J a: ), g n J
pewna (okreslona jednoznacznie) macierza, mianowicie B = [b]y.

Fakt. Jesli e, ..., e" jest baza V*, sprzezona wzgledem bazy ey, ..., €,,
to uktad n? form dwuliniowych e' @ e/, gdzie i,j € 1,n, tworzy baze

przestrzeni Ly(V); w konsekwencji dim Ly(V) = n?.

W oznaczeniach 403 mamy (¢! @ ¢/)(u,v) = e'(u)el(v) = 2%y, a wiec wzdr i.

oznacza, ze b = b;; ¢’ @ e/ ; zatem uktad form e! @ e/ rozpina Ly(V). Ponadto uktad

ten jest 1. niezalezny, gdyz wartodcia formy " A; ;e @ e/ na parze (u,v) = (ex, 1)
i,J

jest /\k,l~

Whiosek. Formy e' @ e/ + ¢/ @ ¢, gdzie 1 < ¢ < j < n, tworza baze
LI (V);formy ¢! @ el —ed @ ¢, gdzie | <1 < j < n, tworza baze Ly (V).
Zatem

dim L (V) = tn(n +1), dim Ly (V) = in(n —1).
Zmiana bazy. Jesli oprécz e mamy inng baze f, zas A = [idy]%;, tzn.
k=2 e;A',, to korzystajac z dwuliniowo$ci dostajemy

b( fe, f1) = b(z eiAikvzejAjl) = ZAikAjzb(eia €;)-
2 7 2¥

W zapisie macierzowym oznacza to, ze | [b]; = AT[b]cA, A = [idy]% |

Uwaga. Wyznacznik det[ b ]. zalezy od bazy, a wiec nie jest niezmiennikiem b;
wobec tego nie ma pojecia ‘wyznacznika formy dwuliniowej’, tym bardziej nie maja
sensu takie obiekty, jak ‘wielomian charakterystyczny’ czy ‘wartosci i wektory wla-
sne’ formy dwuliniowej; czesto jednak spotyka sie z ignorancja w tych sprawach.

Natomiast jest niezmiennikiem (tzn. nie zalezy od bazy) znak wyznacznika det[ b ]..

Formy kwadratowe

Definicja. Dla b € Ly(V) funkcje @ : V — K, okredlona wzorem
Qs(v) := b(v,v), nazywamy forma kwadratowq, okreslong przez forme b
lub stowarzyszong z b(®?). Funkcje @ : V — K nazywamy formgq kwa-
dratowgna przestrzeni V, jesli istnieje forma b € Ly(V), taka ze Q = Q.

Uwaga. Jedli b = ¢ @ ¢, to Qp = ¢ = (zwykly iloczyn funkcji ¢, ¢ : V — K) jest
funkcjg wielomianowq jednorodng stopnia 2. Dla dim V' < oo jest to tez prawda dla
kazdej formy kwadratowej, gdyz b € Lo(V) jest suma sktadnikéw postaci b;; el @el.

. Fakt (wlasnosci form kwadratowych): Dla kazdych u,v € V oraz A € K
I° QM) =XQ(v); 2° Qu+v)+Qu—v)=2(Q(u) + Qv)).

53Qy jest ‘czedcia diagonalna funkcji b, tj. jej obcieciem do ‘diagonali’ {(v,v) : v € V'}

‘kwa,

dratu kartezjaniskiego’ V x V = {(u,v) : u,v € V' }.

Nietrudno sie domy$lié, ze po formach liniowych i kwadratowych mozna by rozwazaé formy
szedcienne na przestrzeni V., czyli funkcje V — K postaci v — t(v, v, v), gdzie t € La(V).
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Wzér 2° nazywa sie regulg réwnolegloboku(®*); wynika on natychmiast z réwnodci
Qutv) =blutv,utv)=>b(u,u)xblu,v)+blv,u)+b(v,v).

412. Jak sprawdzié, czy dana funkcja @) : V — K jest forma kwadratowa? Okazuje sie, ze

w gruncie rzeczy tym pytaniem nie warto sobie zawracaé glowy, podobnie np. jak
pytaniem, w jaki sposéb rozpoznaé, czy coé jest wielomianem(®?). Jesli @ jest forma
kwadratowa, to jest to po prostu widoczne wprost z jej okreélenia(®®), i nawet gdy
w tym okredleniu b nie pojawia wprost, to zawsze tatwo odgadnaé, jak wyglada:
Przyklad. Dla Q : K° — K, Q(x) = 2% 4 3x129 + o235 réwnosé Q(x) = b(x,y)
dostaniemy, biorac b(x, y) = x1y1 + 321y2 + 4x2ys; réwnie dobrym b € Ly(K?) jest
b(x,y) = z1y1 + 3x2y1 + 4x3ys lub b(®, y) = x1y1 + T1y2 + 22291 + 322y3 + T3Y2.
Mozmy takze wybraé b(®,y) = z1y1 + %xlyz + %xzyl + 2x9ys + 2x3ys, a wtedy
bedzie spetniony warunek symetrii b(z, y) = b(y, ®), czyli b € LT (K?).
Jedli jednak koniecznie chcemy mieé ogdlny sposéb wykazywania, ze jakie$ zadane @
nie jest forma kwadratowa, albo jesli chcemy rozwiaé watpliwosci, czy napotkana w
jakims podreczniku ‘dziwna’ definicja formy kwadratowej jest réwnowazna z nasza,
to warto w charakterze bardzo tatwego ¢wiczenia udowodnié nastepujacy

Fakt. Majac dana funkcje @ : V — K okre$lmy funkcje b : V x V — K wzorem
b(u,v) == 1 [Q(u+v) — Q(u) — Q(v)]; wtedy (0) = (1) = (2) = (3) = (0), gdzie:
(0) @ jest forma kwadratowa;
(1) b e La(V) oraz YA, v: Q(Av) = A2Q(v);
(2) b€ Ly(V) oraz Yu : Q(2v) = 4Q(v);
(3) b€ La(V) oraz @ = Q.
Zatem kazdy z warunkéw (1), (2), (3) moze byé definicja formy kwadratowej(°7).

413. Dygresja. Jedli @ : V — K jest funkcja, a b(u,v) := %[Q(u +v) — Qu) — Q(v)],
to nietrudno pokazaé, ze warunek réwnolegltoboku 2° jest réwnowazny temu, ze b
jest forma Q-dwuliniows. Wynika stad, ze dla Q ¢ K warunki 1° i 2° sg niezalezne,
a takze, ze istnieja () spelniajace 1° 1 2°, lecz nie bedace forma kwadratowa; nato-
miast dla K = @@ warunek 2° implikuje, ze Q@ = 3 jest forma kwadratowa; zatem

w tym przypadku warunki 1° 1 2° w pelni charakteryzuja formy kwadratowe.
Znacznie trudniej pokazaé, ze dla K = R lub C (ogdlniej: dla ciata K charakterystki
# 2, majacego elementy niealgebraiczne) oraz dimV' > 2 istnieja funkcje @ : V — K

o wlasnodciach 1°,2°, nie bedace formami kwadratowymi.

414. «Wzér polaryzacyjny»: |by(u,v) = $[Qs(u + v) — Qu(u) — Qu(v)]
wyraza by, tzn. symetryczna czes¢ formy b € Lo(V), przez (y; zatem

forma kwadratowa Q) zawiera pelng informacje o symetrycznej czesci b.

Mamy Qp(u + v) = b(u + v,u + v) = b(u,u)+b(v,v)+b(u,v) + b(v,u) dzieki
S—— = Y—

=Qu(u)  =Qu(v) =2by(uv)
2-liniowoéci formy b i wprost z definicji formy kwadratowej @y, co koriczy dowdd(®®).

64Dla V = R? oraz Q(v) := (kwadrat dtugodci v) wzdr 2° méwi, ze jesli liczby a,b sa
dtugoéciami bokéw, a dy,ds — przekatnych réwnolegloboku, to di* + d5? = 2(a® + b?).
85 Kon jaki jest, kazdy widzi’ (Benedykt Chmielowski, 1700-1763, Nowe Ateny).
66Chyba, ze mamy do czynienia z dziwacznym i pozbawionym glebszego sensu zadaniem.
2, _
6TNiech 0 £ ¢ € V* 10 # vg € V; wtedy funkcje Q) := ¢ oraz Q2(v) := { 06 ’ z ;(O;v(;’
’ 0/,
pokazuja, ze moze by¢ spetniony tylko jeden z dwu warunkéw b € L2(V) i Q(Av) = A2Q(v).

) =@ (455

88Réwnie tatwo sprawdzié¢ inny wzér polaryzacyjny | by (u,v) = Qp (X
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415. Fakt. (1) Zaleznos¢ b — @, jest liniowa; (2) jej jadrem jest podprze-
strzen Ly (V) form antysymetrycznych; (3) @y = Qu <= [by =¥,
tzn. b1 b maja jednakowe czeSci symetryczne]. Zatem odwzorowanie

b+ Qp jest izomorfizmem LT (V) =, (formy kwadratowe na V).

Ad(2): Jedli b € Ly, to Yu : b(v,v) =0, tzn. Qp = 0, wiec Ly C K :={b: @y =0};
odwrotnie, dla b € K, tj. @y = 0, wzdr polaryzacyjny daje by = 0,tj. b=06_ € L;.
AdB)Y: Qr=Qp & Qp_y =0 & V—-beK & V—-bel;, < (V—-0b); =0.

416. Definicja. Niech b € Lf(V); baza ¢ przestrzeni V, taka ze macierz [b].
jest diagonalna, tzn.

Ve 7£] : bij = b(ei,ej) = 0,
nazywa sie baza diagonalizujgcq forme b lub ortogonalng wzgledem b.
Macierz formy kwadratowej () zdefiniujmy wzorem [Q)]. := [b]., gdzie

b € LI (V) jest okreélona (jednoznacznie wobec 415) warunkiem Q =
(Qp. Zatem macierz [Q)]. = B = [b;;] € K", jest symetryczna (b;; = bj;)
oraz

Qv) = f: bisz'zd dlav =3 e;x'.

7,7=1 7
Mozna ostatni warunek zapisa¢ inaczej: Q(v) = ! Ba, gdzie = [v]°.

Poniewaz [Q]. = [b]., to baze diagonalizujaca b nazywa sie takze bazq diagonalizu-
jaca forme kwadratowg Q@ = Qp. Jedli zestaw ¢q, ..., ¢, € V* jest baza sprzezona
wzgledem e, tzn. funkcje ¢; : V — K tworza odpowiadajacy tej bazie uktad wspdt-
rzednych na V', to
b=3"bijoi @ ¢j, zad Q=3 bijdidy. ()
1,] 2,
wspdlrzedne ¢1, ..., ¢, odpowia- Q=cié1’+ ... 4 cnon’ )

Zatem ( daja bazie diagonalizujace) b < gdzie ¢; = by € K ;2 tego
wzgledu o takich wspdlrzednych (tzn. bazie V*) méwimy, ze diagonalizujq forme Q.

417. Twierdzenie (Lagrange’a, o diagonalizacji). Kazda forma kwadratowa
(wiec i kazda symetryczna forma dwuliniowa) ma baze diagonalizujaca.

Dowdd indukcyjny wzgl. dimV. Dla dim V' = 1 teza jest oczywista. Dla dimV > 1
oraz b # 0 ustalmy vy € V taki, ze Q(vg) # 0, tzn. b(vg, vg) # 0; nastepnie okredlmy
U:i={ueV: bluwv) =0} = kerb(-,v9) = kerg, 0 # ¢g = F(vg) € V*.
Zatem dimU + 1 = dim V' (bilans wymiaréw dla ¢q : V' — K) oraz U N {vg) = {0}
(gdyz vo € U), skad V = U + (vg). Ponadto, z okreslenia U, vy L U w sensie b,
tzn. Yu € U : b(u,vg) = 0; zatem biorac baze ey, ..., e,_1 diagonalizujaca b|UxU

(istnieje z zalozenia indukcyjnego) oraz e, := vy dostajemy baze diagonalizujaca b.
Metoda Lagrange’a

Opiszemy konstrukeje wspdtrzednych diagonalizujacych, zwana metodg Lagrange’a
lub metodg uzupelniania do kwadratu. Wychodzac z dowolnych ‘poczatkowych’
wspdtrzednych ¢1,..., ¢, na V (czyli bazy V*), bedziemy krok po kroku popra-

wiaé te wspdtrzedne, zmniejszajac liczbe pozadiagonalnych wyrazéw macierzy .

mozna wymy$laé i inne wzory, wyrazajace by (u, v) przez wartodci formy kwadratowej Q.
%9Dla przypomnienia: skladniki ¢;¢; sa zwyklymi iloczynami funkcji ¢;,¢; : V — K.
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A oto pojedynczy krok, ktéry wykonujemy, dopdki ¢4, ..., ¢, nie diagonalizuja b.
1° Jesli 3 € 1,n : by # 0, przejdzmy od razu do 2°; w przeciwnym razie wezmy
ustalone ¢ < j takie, ze b;; # 0 1 oznaczmy ¢; = %(qbz + ¢;), ¢; = %(qbz — ¢;),
wtedy 2b;;¢0;6; = 2b;; (q/) — (/)2), wiec b wyrazona w ‘poprawionych’ wspotrzed-
nych ¢1, ..., én, gdzie ¢y == ¢y dlak €I, n \ {7,j}, ma juz # 0 wyraz diagonalny.
[W dalszym ciagu kolejne — ‘coraz lepsze’ — uktady wspdhrzednych bedziemy
oznaczac tu tak, jak wyjsciowe, opuszczajac falki - dla uproszczenia zapisu].
2° Wezmy ustalone i € 1, n, takie ze b;; # 0; dla ulatwienia zapisu przyjmijmy, ze

jest to i = 1. Zauwazmy, ze te cze$é (), ktéra zawiera wszystkie sktadniki z ¢,

2
tzn. |biidr” + 2 Z>:2 b1j¢1¢; | mozna zapisal w postaci %gﬁ% - %(2;2 bqubj) ,
Jz Jz

gdzie (/;1 ‘= byixy + ...+ bi1ndy, | Stad wyrazajac @ we wspdtrzednych q~51, cey (/;n,

gdzie (b] = ¢; dla j > 2, otrzymamy wyrazenie nie zawierajace (blqb] dla 5 > 2.

418. Whniosek (postaé kanoniczna(™) formy kwadratowej dla K = R lub C).
Istnieje baza ¢4, ..., ¢, przestrzeni V> (tJ wspélrzedne na V), taka ze

[da K =R} Q=L o’- ] > 62 ()

J=p+1
,
dla K = C} Q=3 o (1)
Istotnie, Wezmy najpierw dowolne Wspo}rzqdne diagonalizujace: @@ = Z b’
nastqpme je poprzestawiajmy 1 przenumerujmy w taki sposéb, by: i=1

dla K = R: najpierw staly dodatnie b;;, potem ujemne, a na koncu zerowe;

dla IK = C: niezerowe b;; poprzedzaly zerowe.
Ostatni krok polega na zastapieniu kazdej z form ¢;, dla b;; # 0, forma A;¢;, gdzie
dlaK =R: A :=+/|by]; dlaK=C: A € Vb (dowolna z dwu wartodci).

Uwaga. Oczywiscie baza V (sprzezona z ¢1,...,¢,), w ktérej @ ma postaé kano-
niczna, jest bazg ortonormalng dla formy dwuliniowej b ~ @), co oznacza, ze oprdcz
ortogonalnosci (i # j = b(e;, e;) = bj; = 0) mamy jeszcze warunek unormowania:
Viel,n: bleie;)=bi € { {0{()_’11’;}’ gji % z %’
Wprost z definicji: jedli baza e jest ortonormalna i stosownie uporzadkowana, to
macierz [Q]e = [b]e = [b(ei, ej)] jest postaci
I,| 0 |0
dla K = R: 0|-1,/0

, dla K = C: [%’%]
ol 0|0

Z bazy ortogonalnej mozna zawsze zrobié¢ baze ortonormalna, normujgc jej wektory,

tzn. biorac

) 5 €, gdy b(ei,e;) # 0, oy o _ Jlblei €], gdy K =R,
é; ._{ e edy bler,es) =0, gdzie A; € K, A7 = b sdy K = C.

Przypomnijmy, ze liczba #{i : b;; # 0}, réwna p + ¢ lub r dla ) danej wzorem
wzorem (t) lub (1), jest rzedem formy @ (a, z definicji, rk @y = rkb), a wiec nie

0Zwréémy uwage, ze czesto spotykane w tym kontekécie wyrazenia ‘baza kanoniczna’
i ‘wspélrzedne kanoniczne’ sa bardzo nietrafne merytyrycznie: jest wiele baz (i wspédtrzed-
nych) diagonalizujacych dana forme, wiec o ich ‘kanonicznoéci’ mowy by¢ nie moze.
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zalezy od wyboru bazy diagonalizujacej (jest niezmiennikiem Q). Zobaczymy teraz,
ze w przypadku K = R takze liczby p,¢ € Z4 sa niezmiennikam: formy Q; trady-
cyjne stowo ‘bezwladnos$é” w ponizsze] nazwie nawiazuje wtadnie do tego: zmiana

wspdtrzednych diagonalizujacych nie powoduje zmiany liczb p, q.

419. Twierdzenie (Sylvestera, ‘o bezwladnosci’). Niech K = R, tzn. V jest
przestrzenia rzeczywista. Jesli ¢q1,..., ¢, oraz ¥,...,%, sa dwiema
bazami przestrzeni V* oraz

P 9 pta 9 LIS r+s 9
Q:Z@ —42 </5j ZZ%—,Z 77ij
=1 7=p+1 =1 j=r+1
dla pewnych p,¢q,r,s € Zy (p+q¢<n,r+s<n),top=roraz ¢ =s.
Wiemy juz, ze p+q¢ = r+ s = (rzad dwuliniowej formy b = b7, odpowiadajacej Q).

Przypuéémy, ze p < r, wtedy uktad réwnan liniowych

$1(v) =0,...,¢,(v) =0,¢,11(v) =0,...,%,(v) =0

ma niezerowe rozwiazanie v € V| gdyz réwnan jest mniej niz dimV: p4+n—r < n.
p+q r
Lecz réwnosé Q(v) = — 5. ¢;(v)? = 3 ¢i(v)? daje Y. é;(v)? + > ¢i(v)? = 0,
j=p+1 i=1 i i
wiec Vi € 1,7 : ¢;(v) = 0; zatem ¢1(v) = ... = ¢, (v) = 0, whrew temu, ze v # 0.

420. Definicja. Niech () : V — R bedzie forma kwadratowa na rzeczywistej
przestrzeni V (K = R); sygnaturq formy Q) nazywamy pare (p, ¢) liczb
7 Ly, taka ze () ma w jakich$ liniowych wspdlrzednych (tj. bazie V*)
przedstawienie postaci (). Piszemy wtedy sgn @ = (p,q). Taka sama
sygnature przypisuje sie takze formie b € LI (V), stowarzyszonej z Q:

sgn b = sgn ().
Crzesto zamiast sgn ) = (p, q) pisze sie tez sgn @ = (+,...,+,—, ..., —), a wiec np.
S—— ——
(+,4+,+,—) zamiast (3,1), a (+,—, —) zamiast (1,2). » q

421. Definicja(™). Niech K = Roraz Q : V — R bedzie forma kwadratowa;

wtedy
Q=0 L e v Q(v) >0 (@ jest dodatnio polokreslona);
def

Q>0 < YoeV\{0}: Qv) >0 (Q jest dodatnio okreslona);
analogicznie nadajemy sens i nazwy wtasnosciom ‘QQ < 071 ‘Q) < 0.
Dla b € L (V) wlasnoéci b6 >0, 56> 0, b < 01i b < 0 definiujemy jako
rownowazne, odpowiednio, z (), = 0, ¢, > 0, @, < 01 @, < 0; np.

def

b>0 < YoeV\{0}: bv,v)>0.

422. Uwaga. Warto sobie uéwiadomié, ze istnieja formy kwadratowe nicokreslone, tzn.

nie spelniajace ani relacji @ > 0, ani @ < 0; przykladem sa formy kwadratowe

Q( z ) := xy oraz Q( z ) := 2% —y?, przyjmujace i dodatnie, i ujemne wartoci.

Przyktad Q([z]) := 2% dowodzi falszywosci implikacji (@ > 0, @ #0) = @ > 0.

"IW tej definicji nie jest potrzebny skoficzony wymiar V. Wspomnijmy tez o innej ter-
minologii: wtasno$é ‘@) > 0’ bywa nazywana dodatnioscig, a ‘QQ > 0’ — Scistq dodatniosciq.
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Natomiast pod pozostatymi wzgledami relacje >, <, >, < dla form przypominaja

uporzadkowanie zbioru R: Jedli oznaczymy @1 < Q2 <d—if> @2 — 1 <0, to mamy

1° @ < @ (zwrotnodé), 2°Q1 € Q< Q2 = Q1 < Qa2 (przechodniodd),
3° Q1 < Q2 <1 = Q1 = Q2 (przeciwsymetria),

° {g;ig;}i Q1+ Q2 < Q1+ Qo, 5° {/\QE>R(_)|_} = AR 20

oczywiscie 1°,3° 4° 5° oznaczaja, ze zbidr S wszystkich form > 0 form na V jest
stozkiem wypuktym, tzn. S+5 C S 1 BRpS C S, natomiast 2° — ze SN(—=S5) = {0}.

423. Fakt (nierdwnosé Schwarza). Jesli forma b € LT (V) jest pélokreslona
dodatnio, tzn. b > 0, to

Vu,o € Vi [blu,0)] < bluyu) bo, o).

Ustalmy w,v € V i okredlmy f : R — R wzorem f(t) := b(tu + v, tu + v) =
b(w, u)t? 4+ 2b(u, v)t + b(v, v); jest to wielomian stopnia < 2 oraz V¢ : f(¢t) > 0. Stad
A <0 (nawet, gdy b(u,u) = 0), zad A = wyrdznik = 4(b(u, v)? — b(u, u)b(v, v))

424. Fakt. Niech K = R, n := dimV, () : V — R — forma kwadratowa,
sgn @ =: (p,q). Wtedy oczywiscie

Q>0 < ¢=0, Q>0 <= (p,q) = (n,0),
Q<0 < p=0, Q<0 <= (p,g) =(0,n).

425. Twierdzenie (Sylvestera-Jacobiego wyznacznikowy wzor na sygnature).
Niech @ bedzie forma kwadratowa na rzeczywistej (K = R) prze-
strzeni V, b € LI(V) — odpowiadajaca @ forma dwuliniowa, zas
b = blei,ej), gdzie eq, ..., e, jest pewna baza V. Zalézmy, ze rézne
od 0 sa wszystkie wyznaczniki Dy, ..., Dy, gdzie Dy := det[b; ;]; ;7%
w szczegblnoscei Dy = by, D, = det[ b |.. Wéwczas () ma sygnature
(p,q), gdzie p jest liczba dodatnich, a ¢ — ujemnych wyrazéw ciagu

Dy Dy Ds Dy
1 L] Dl D2 csey Dn_l .
Dowdd przeprowadzimy w dwdch krokach:
(1) Pokazemy, ze istnieje baza fi,. .., f, diagonalizujaca b i taka, ze macierz [idv]ef
1+ % ...
. A I O . .
Jjest postaci 001 .| tzn. ze fj —e; € (e1,...,e;-1) dla j € I,n. W tym celu

wezmy f1 := e, a dlaj € 2,n potézmy f; = xie1+...+zj_1€j_1+¢; i sprébujmy
(dla kazdego j > 2 z osobna) tak dobraé 1,...,2;_1, by ‘b(ei, fi)=0dlai<j ‘

Oznacza to, ze b; 121+ . .+b; j_12j-1 = —b; ; dlai € 1, j — 1; ten uktad j—1 réwnan
na xi,...,&;_1 jest cramerowski, gdyz ma wyznacznik géwny réwny D;_1 # 0.
Zatem wektor f; o postulowanych wlasnodciach istnieje (i to doktadnie jeden).

Latwo sprawdzié, ze fi, ..., f; rozpinaja V; := (e1, ..., ¢;), tzn. tworza baze V; (7).

Otrzymana baza fi,..., f, jest ortogonalna wzgledem b, gdyz wskutek warunkéw
fi€ler,...,e) 1 bler, fj)=...=ble;, f;) =0 dlai < j dostajemy b(f;, f;) = 0.
(2) Niech ¢ ; := b(fi, f;). Macierze Cy = [Ciyj]ijeﬁ oraz B = [bivj]ijeﬁ dla

“Majac v € V; dobierzmy A; tak, by v — Aje; € Vi_q, wtedy v;_1 i=v = A; f; € Vi_q;
tak samo mozna dobraé A;_1 tak, by v — Aj_1fj_1 — A f; = vjo1 — Ao fio1 € Vioo itd.
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k € 1,n sa macierzami formy Q|Vk wzgledem baz fy,..., fy oraz e1,...,ex. Zatem
ze wzoru na transformacje macierzy formy Cy = AgBk Ay, gdzie Ay, = [1dvk]€’;k
Stad det Cj, = (det Ay)? - det By, = Dy z definicji Dy i stad, ze Ay jest gérno-

tréjkatna i ma jedynki na diagonali. Zarazem macierz C}, jest diagonalna (ortogo-

nalno$é bazy f), wiec (1) Dy = detCp = ¢11 - ... ch, skad cpp = D]Z:’ oraz

(2) sgn@ = (p, q), gdzie p = #{k: cp x> 0}, ¢ = #{k: ¢ 1 < 0}. To koriezy dowdd.

426. Wniosek 1 (kryterium wyznacznikowe dodatniej okreslonosci formy).
W oznaczeniach twierdzenia Sylvestera-Jacobiego mamy:

Q>0 << Dy >0,...,D,>0.

Wprost z twierdzenia. Wystarczy oczywiscie pokazaé, ze jesli forma b jest
dodatnio okreflona, to dla kazdej bazy ey,...,e, mamy Dy, ..., D, # 0, gdzie

Dy = det [b(ei, 6]') ]i,jel,_k dla k € 1,—71

Zauwazmy w tym celu, ze warunek b > 0 implikuje niezdegenerowanie formy b:
(b(~,v):0, tzn. Yu € V b(u,v):O) = b(v,v) =0 = v=0.

Zatem macierz [bij ] jest niezdegenerowana, a wiec ma wyznacznik # 0, tj. D, # 0.

Ostatnim krokiem jest spostrzezenie, ze dodatnioéé b : V x V' — R implikuje dodat-

nio$é b|WXw (a wiec i niezdegenerowanie!) dla kazdej podprzestrzeni W C V(73).
Biorac w szczegdlnodci W = <61, cee ek> dostajemy stad Dy # 0.

427. Uwaga. Nie jest prawda, ze jeéli D1, ..., D, > 0, to Q > 0. Kontrprzyktadem moze
by¢ forma @ : B* — R, dana wzorem Q(z) := x123 —22%; 0 ywifcippen Q = (1,2),

gdyz xixs = (“;—“)2 — (%)2, natomiast [Q]St = |0 —10|, mamy wiec
100
D1 =Dy =0,D3>0.

Cwiczenie. Dowieéé, ze Q>0 = Di,...,D, > 0.
428. Wniosek 2. W oznaczeniach twierdzenia Sylvestera-Jacobiego mamy

Q<0 — —-Q>0 = Vkeln: (=1)*D;>0.
Wynika to wprost z wniosku 1 oraz tego, ze det(—B) = (—1)" det B dla B € K",,.

7.3 Przestrzenie euklidesowe

429. Definicja. Przestrzenia euklidesowq nazywamy przestrzen wektorowa
nad cialem R, wyposazona w dodatnio okreslona symetryczna forme
dwuliniowa b, zwana (euklidesowym) iloczynem skalarnym lub metrykq
cuklidesowq w tej przestrzeni.

Sztandarowym przyktadem jest V' = R" ze ‘standardowym’ iloczynem skalarnym
n
(zly) = > zy = =Ty.
i=1

Zwykle ‘uprawiajac geometrie euklidesowa’ forme b € L;’(V) oznacza sie symbolem

BDygresja: W przeciwienistwie do dodatniosci wtasnoéé niezdegenerowania dla form nie
jest ‘dziedziczna’: obciecie do W C V formy niezdegenerowanej na V' moze byé forma

zdegenerowana; np. forma Q( [z] := zy jest niezdegenerowana na R?, a znika na <[(1)] >
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(-|-), piszac (u|v) zamiast b(u|v); podobnie b(v,v) oznacza sie zwykle jako |[|v]|?,
przy czym liczbe ||v]| := y/(v|v) nazywa sie (euklidesowa) normg wektora v € V.

Oczywiste whasnosci
loll 20, lloll =0 <= v=20, [[Av]| = [Alloll, [lu+ol] < [Jull+ [Jv]

(z ktdrych ostatnia jest konsekwencja nieréwnosci Schwarza) powoduja, ze wielkoéé
d(u,v) := [Ju — v|| jest metrykq na przestrzeni V; jest to metryka niezmiennicza
wzgledem przesunieé: d(u,v) = d(u + w,v + w), oraz wspétzmiennicza z jedno-
ktadnodciami: d(Au, Av) = |A|d(u,v). Dalszym obiektem jest np. kqt miedzy parq
wektorow:

L(u,v ZIarCCOSME -,
() Tell Tt € 07

(nieréwnos$é Schwarza upewnia nas, ze takiew okreSlenie jest poprawne). Mozna te-
raz tatwo zauwazy¢, ze wiele pojeé, wzordw i faktdw szkolnej geometrii przenosi sie
‘na teren geometrii euklidesowej’, przyktadowo

a’? 4 6% — ¢?

cos L(u,v) = oae v ieflia= |||, & = ||v||, ¢ = [|Ju — 9]

Twierdzenie o istnieniu bazy diagonalizujacej méwi, ze kazda przestrzen euklide-
n

sowa V ma baze ortonormalna, tj. baze e1,... e, taka, ze (ulv) = > x;y dla
i=1

T = wie;, y =y ye;. Zatem odwzorowanie F': R" — V, n = dimV, okreslone
2 2
L1

wzorem F( = z1e1 + ...+ zpey, jest izomorfizmem zgodnym z iloczynami
Ty

skalarnymi obu przestrzeni: (F(az)|F(y)) = (®]y). Mozna to wystowié, mdwiac ze

kazda n-wymiarowa przestrzen euklidesowa wyglgda ‘tak samo’, jak modelowa prze-

strzii euklidesowa, coyli R ze standardowym iloczynem skalarnym (z|y) = =Ty.
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& Struktura endomorfizmu

8.1 Wielomiany od macierzy i operatorow

430. Definicja. Jesli w(A) = ¢o + 1A + ... + ¢, A" € K[-], to wartosciq

wielomianu w na macierzy kwadratowej A € K" nazywamy macierz

w(A) = col, + 1A+ cA*+ ... + ¢, A",
za$ wartosciq wielomianu w na operatorze F € End V — operator(™)

w(F) :=coidy +a1 F 4+ o F* + ...+ ¢ F'™.

431. Przyporzadkowania w — w(A) i w — w(F) (zwane ewaluacjami na
A ina F') sa nie tylko liniowe, ale i multiplikatywne(™): jesli w(A) jest
iloczynem wq(A)wz(A) dwéch wielomiandw, to w(A) = wq(A)ws(A)
(iloczyn macierzy) oraz w(F') = w1 (F') o wy( F') (ztozenie operatordw).
Fakt ten wyrazamy, mowiac ze odwzorowania w — w(A) i w — w(F)
sq homomorfizmami algebry K[ -] w algebre K", i w algebre¢ End V.

Warto pamietaé, ze wskutek przemiennosci mnozenia w K[ - | macierze
B, = wi(A), By = wy(A) sa zawsze przemienne: B, B, = B,B;;
tak samo GGy = GGy dla operatoréw G = wi(F), Gy = wy(F).
W szczegdlnosci Aw(A) = w(A)A oraz Fuw(F) = w(F)F.

432. Kazda z algebr K[ -], K" i End V ma jedynke (odpowiednio: wielomian
staly réwny 1, I,, oraz idy), a kazdy z powyzszych homomorfizméw
algebr odzorowuje jedynke na jedynke.

433. Zauwazmy, ze jesli wy | w, tzn. Jw, : w = wywy, to mamy implikacje
wi(A)=0 = w(A)=0 oraz w(F)=0 = w(F)=0.

434. Ustalmy baze e przestrzeni V' i piszmy krécej [ - | zamiast [ - ]°_; poniewaz
przyporzadkowanie F' — [F] jest homomorfizmem algebr End V' 1 K"
(tzn. jest ‘zgodne z dzialaniami algebraicznymi’: dodawaniu i mnozeniu
operatoréw odpowiadaja takie same operacje na ich macierzach), to

[w(F)] =w([F]), tzn. [w(F)]=w(A), gdzie A :=[F].

8.2 Wektory 1 wartos$ci wlasne

435. Definicja. Wektor v € V nazywamy wektorem wlasnym operatora F' €
End V, jedli F(v) € (v), tzn. jesli F(v) = Av dla pewnej liczby A € K.
Zauwazmy, ze niezerowy wektor wlasny w pelni determinuje te liczbe A;
nazywamy ja wartosciq wtasng operatora I', odpowiadajgcq wektorowi
wlasnemu v (7). Tak wiec

"W tym rozdziale stowa ‘operator’ i ‘endomorfizm’ beda synonimami; F* := Fo...oF
jest n-ta potega operatora, a symbol sktadania ‘o’ bedzie czesto pomijany, np. F'G = Fo(.
"5 Jest to oczywiste, gdy oba czynniki sa jednomianami; stad i z rozdzielnoéci mnozenia
macierzy (lub sktadania operatoréw) wzgledem dodawania wynika ogélny przypadek.
"W tekstach anglojezycznych uzywane sa terminy eigenvectors i eigenvalues.
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()\ € K jest WartoéciQ) et (F(v) = A, tzn. v € ker(F — )\idv))

wlasna operatora F dla pewnego niezerowego v € V

436. Warto uzmystowi¢ sobie, ze jesli F(v) = Av, to takze F"(v) = A"
dla n € Z; (latwa indukcja), a w takim razie | (w(F))(v) = w(A)v | dla

dowolnego wielomianu w € K[-] (bo w(\) jest kombinacja liniowa A™).

Wobec tego latwe jest obliczenie wartoéci operatora ¢ = w(F) na
wektorze, ktéry jest suma(”") kilku wektoréw whasnych F:

v=uvy+ ...+ v, gdzie B
( F(vj) = Ay, j €T, ) = Gv) =w(A)vr + ...+ w(d)v,.

437. Fakt. Niech liczby Ay, ..., A, € K beda parami rézne; mamy wtedy(™®)

F(v]‘) :)\]‘v]‘ (ﬂaj 61,—7“
v+...+v,=0

Zatem kazdy uktad niezerowych wektorow wtasnych I, odpowiadajgcych
parami roznym wartosciom wlasnym, jest liniowo niezalezny.

Wezmy wi(A) := (A=A2) ... (A=A,), wtedy w1 (A1) £ 0, w1(A2) = ... = w1 (X)) = 0,
wiee dla G = wi(F) mamy 0 = G(vy + ...+ v,) = v1. Analogicznie vy = 0, itd(").

438. Cwiczenie. Jedli F man = dim V réznych wartoéci whasnych, to V ma baze zlozona
7 wektoréw whasnych F'. Z kolei jesli V' ma baze ztozona z wektordw whasnych F,
tzn. F(e;) = Aie; dlai € 1,n, to [F ] ee jest macierza diagonalna diag [/\1, R, W ];
wtedy takze [w(F) ] ee = diag [w(/\l), oo w(Ay) ] dla dowolnego wielomianu w.

439. Wektorami i wartoéciami wlasnymi macierzy kwadratowej A nazywamy wektory
i wartoéci wlasne operatora mnozenia przez macierz A, tzn. operatora A € End K",

okreslonego wzorem A(x) := Aw; jasne, ze sa one zwiazane z réwnaniem Az = Ax.

Poniewaz F(v) = Av <— [F] [v] =A [v] (w ustalonej bazie e przestrzeni V'),

wiec w szczegdlnosei F' ma wartosci wlasne takie same, jak macierz A := [F]:.
440. Cwiczenie. Sprawdzié, ze: (1) Operator F [il] = [_;2] w V = R? jest obrotem
2 1

0 90°%; 7z tej interpretacji widaé, ze F' nie ma # 0 wektora wtasnego. (2) Okredlony

tym samym wzorem operator F' € End(C?) ma dwa (tworzace baze C?) wektory

1 1 . , . .
wlasne [L] , [—i] , odpowiadajace wartoSciom wlasnym A; = —i, Ay = (.

(3) Niech F' € End(R?), F [1’1] =

[ i ]; wtedy (az = [1‘1] jest wektorem
9 T2

T+ 22
whasnym F) <= x1 =0 <= Fa = x; zatem I ma tylko jedna warto§¢ wtasna

A =1; ponadto dla z; # 0 wektor @ nie jest suma wektordw wtasnych F'.

""Skoro krotnoéé wektora whasnego jest takze wektorem wtasnym, to kombinacja liniowa
wektoréw whasnych jest suma wektoréw whasnych.
"8Jest to réwnowazne liniowej niezaleznoéci przestrzeni wlasnych ker(F—X;idy),i € 1, 7.
Wkrétce poznamy mocniejszy fakt o liniowej niezaleznosci przestrzeni pierwiastkowych.
“Inny dowdd: F*(v;) = Mi¥ i, wiec mamy v Ay =0dlajel,r gdzie A'; = Ai? 7 lsa
i=1
wyrazami macierzy nieosobliwej: det A = V/(A1, ..., Ar) # 0 (wyznacznik Vandermonde’a).
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441.

442.

443.

444,

445.

Oznaczenia. Dla ' € EndV, A € K oraz k€ Zy = {0,1,2,...}

zdefiniujmy nastepujace podprzestrzenie przestrzeni V:
Vi(A) i=: V(A F) = ker F\} = {v: (F— Xidy)rv =0},

gdzie dla uproszczenia zapisu Fy := F — Aidy. Wskutek oczywistych
zawieran {0} = Vo(A) C Vi(X) C Va(A) C ... suma mnogoéciowa

VN = VLF) = U V()

takze jest podprzestrzenia; co wiecej, ciag liczb catkowitych dim Vi ()
jest (stabo) rosnacy, a takze — przy zatozeniu dimV < oo — ograni-
czony z gory, wiec stalty od pewnego miejsca; zatem przy ustalonym A

Fh=1: V= h: Vi(\) =Vi()), czyli V(X)) = Vi(h).

Zakladaé bedziemy odtgd, ze V' ma skonczony wymiar orazn = dimV.

Definicja. Oznaczmy |wp(A) := det(F)) = det(F — A idy) |; poniewaz

det G = det[G]°, 1 [F\]°. = [F]°. — AL, wiec biorac A := [F]°, mamy

AL -2 AL LAl

A% A%, -\ L AR .

: : .. : ) ( )
A" A LA — A

7 rozdzialu o wyznaczniku endomorfizmu wiemy juz, ze ostatni wyznacznik, w od-

n

wp(A) =det(A - AI,) =

réznieniu od macierzy [F]°,, nie zalezy od wyboru bazy e przestrzeni V. Ponadto ze
wzoru (*) tatwo wywnioskowad, ze wp(A) jest wielomianem stopnia n wzgledem A;

nazywa sie on wielomianem charakterystycznym operatora (scislej: endomorfizmu) F.

Fakt. Dla F' € End V oraz A € K nastepujace warunki sa réwnowazne:
(1) wr(}) = 0;
(2) Vi(A) # {0}, czyli A jest wartoécia wlasna F
(3) VO # {0}, cnyli 3> 12 V() £ {0);
(4) Vi(X) # {0} dla wszystkich &£ > 1.
Jak wiemy, ker G # {0} < det G = 0 dla G € EndV; daje to (1) < (2) pray
G = Fy. Biorac G = F\* dostajemy det G = (wp(/\))k, skad (1) < (3)i (1) & (4).

Definicja. Zbiér |Sp F := {A € K: wg(A) =0} |, czyli zbiér wartosci
wlasnych F', nazywamy spektrum lub widmem operatora F.

Dla A € Sp F przestrzenie V() (niezerowe!) nazywa sie przestrzeniami
wlasnymi operatora F, za$ Vi(A) 2 Vi(X) — wogdlnionymi przestrze-
niami wlasnymi F. Przestrzenie V(A), tzn. maksymalne sposréd prze-
strzeni Vi(\), nazywamy przestrzeniami pierwiastkowymi operatora F.

Przyklad. Niech przestrzen V ma baze ey, eq, es eq,€l,¢h, f1, fo, f3, f1, 91,9}

(a zatem dimV = 12), w ktdrej operator F' wyraza sie wzorami

F(e;) = ey + €41, Fe;) = aej +efy,
F(fi) = B8fi + fisr, F(f]) = Bf + fit1
F(g1) =1, F(g}) =41,

gdzie «, 8,7 € K sa parami rézne; przy tym dla skrécenia zapisu umawiamy sie,
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8.3

446.

447.

448.

449.

ze e5 := 0, e5 := 0, fu := 0, f} := 0. Powyzsza sytuacje wygodnie jest obrazowaé

€1
!
es 1
! !
nastepujacym diagramem: €3 el fa
! ! !
€q 6/2 I3 f{ g1 gll

a g v

Nietrudne (a warte zrobienia i przemyslenia) éwiczenie polega na sprawdzeniu, ze

mamy wtedy Sp F' = {a, 8,7}, Vi(e) = (ea, €5), Va(a) = (es,eq, €1, €5), Va(a)
(e2,e3,e4,€],€5), Va(a) = (e1,ea,€3,eq,€,€5), V(a) = Va(a); Vi(B8) = (f5, f
91,9

),
Va(B) = (f2, I3, £1), Va(B) = (f1, fa, f5, 1), V(B) = Va(B); Vi(y) = V(7) = (91, 91)-

H\ H\

Podprzestrzenie niezmiennicze wzgl. operatora

Definicja. Podprzestrzen W C V nazywamy niezmienniczq wzgledem

operatora F (krécej: F-niezmienniczq), jesli | F(W) C W | tzn. jesli

YVwe W : Flw)e W.

Oznacza to, ze obciecie Fl,+ W — V przyjmuje wartosci jedynie z W,
a wiec moze by¢ traktowane jako operator nalezacy do End W.

Przyklad. Sprawdzimy, ze jesli operatory F,G € End V' komutujg, tzn. F'G = GF,
to podprzestrzenie ker G 1 1m (G sa F-niezmiennicze:
vekerG & Gv)=0 = G(F(v)) = F(G(v)) = F(0)=0 = F(v) €kerG;
vEIMG & eV : v=CGu) = F(v) = F(G(v) = G(F(u) €imG.

Fakt. Kazda z podprzestrzeni Vi(A) oraz V() jest F-niezmiennicza.

Vi(A) = ker G, gdzie G = (F — Aidy)* jest wielomianem od F, wiec FG = GF;
zatem Vi (A) jest F-niezmiennicz. Zarazem V(X)) = Vi () dla duzych k, skad teza.

Jesli eq, ..., e, jest baza V, za$s Fij — wyrazami macierzy [F]¢_, tzn.

Fle;) =3 eiFij, to wprost z okreslenia wynika, ze

e’

i. (e1,...,ex) jest F-niezmiennicza wtedy i tylko wtedy, gdy
Vi e Lk: Flej) € (er,...,ex), tan. F*M = . = " = 0;

oznacza to, ze macierz [F']°, podzielona na bloki jest postaci

= et

gdzie 0 jest macierza zerowa z K" ™%}, zaé * oznaczaja dowolne

macierze (‘bloki’) stosownych wymiaréw.

ii. Analogicznie, F-niezmienniczo$¢ (egy1,. .., €,) oznacza, ze
* |0
[F]°e = ,
* | *

gdzie O jest macierza zerowa z Kkn_k
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450.

8.4

451.

452.

iii. Zatem F-niezmienniczo$¢ obu podprzestrzeni: (eq, ..., ex) oraz

* |0 .
ol ],gdme

. . . . ook . _k
macierze zerowe sa, odpowiednio, z przestrzeni K _, 1 K"7".

(€k41y- -, €n), jest TOWNowazna postaci [F]°, = l

iv. Ogélniej, gdy V = Vi, +... 4V, jest suma prosta swoich pod-
przestrzeni Vi,..., V., wtedy F-niezmienniczo$¢ wszystkich V;
jest réownowazna temu, ze w bazie V zgodnej z tym rozktadem
F wyraza sie macierza ‘blokowo diagonalna’, postaci

*x 0] ... 10
* | ... |0

[F]°. =
00| ... | *

Fakt. Jesli V jest suma prosta swoich podprzestrzeni Vi,..., Vi, przy
czym sa one F-niezmiennicze, to

det F' = det I} ...det F},
wr(A) = wr (A). . wr, (),
gdzie F; € End V; jest obcieciem F‘V‘ operatora [’ do podprzestrzeni V;.

W bazie V', bedacej konkatenacja baz poszczegdlnych podprzestrzeni V;, macierz
[F] jest blokowo-diagonalna, wiec det F' = det [F] jest iloczynem wyznacznikdow
blokéw diagonalnych [FZ] , za$ det [FZ] = det F;. Drugi wzér dostajemy z pierwszego,
zastepujac F' operatorem Fy = F'— Aidy.

Wielomian charakterystyczny
1 niezmienniki endomorfizmu

Definicja. Jedli A € K" | to wa(A) := det(A — A1,,) jest oczywiscie
wielomianem stopnia n od A:
wa(A) = T (A) — T (AN + o 4 T (A=) (=)

nazywamy go wielomianem charakterystycznym macierzy A, a jego
wspétezynniki 7, (A) — niezmiennikami podstawowymi A.

Jesli F' € EndV, to wp(X) := det(F — Xidy ) nazywa sie wielomianem
charakterystycznym operatora F'.

wp(A) = 7, (F) — 1o (F)A+ .o+ 7 (F) (= A"+ (=)™
wspétezynniki 7, (F') nazywaja sie niezmiennikami podstawowymi ope-
ratora F. Skoro [F'— Xidy |, = [F]°,— A, to |wp(A) = wa(A) |, a wiec
réwniez | 7p(F') = 76(A) |, jesli A = [F]°,, gdzie e jest dowolng baza V.

Biorac A = 0 widzimy natychmiast, ze 7,(A) = det A, 7,,(F) = det F.
Uwaga. Zalézmy, ze K = C lub, ogdlniej, ze wielomian charakterystyczny jest
rozktadalny na czynniki stopnia 1. Wzory Viete’a (wyrazajace wspétezynniki wie-

lomianu przez jego pierwiastki) daja wtedy dla 7, = 73,(F) lub 7, = 7(A) relacje

122



T1:A1—|—...—|—An, TnI/\lm..'An,

T IA1A2++A1/\H+/\2A3++A2/\H+I Z/\Z/\]’
i<j
gdzie Ay, ..., A, sa wszystkimi pierwiastkami wielomianu wr(A) Tub w 4(A), tzn.

{A1,..., A} = Sp F lub Sp A; przyjmujemy oczywiscie konwencje, ze ciag A1, ..., A,

uwzglednia krotnosci pierwiastkéw.

Ogdlnie, 1 = > A iy jest dla k € 1,n tzw. k-tym symetrycznym
1€ii<. <ipgn

wielomianem podstawowym od wartoéci wlasnych operatora F' lub macierzy A.

i1 "

453. Fakt (niezmienniczosé(®?)). Jesli A, B € K", to :(AB) = 7:(BA),
wiec tym bardziej i(ABA™") = 7(B).

Analogiczne wzory zachodza dla endomorfizmow: jesli F, G € End V,
to | 7 (FG) = 7(GF) |, a takze | 7(AFA™Y) = 7,(F) | dla A: V =5 W,

ABA™' - I, = A(B - /\In)A_l, wiec liczac wyznacznik 1 opuszczajac znoszace
sie czynniki det A - det A~! widzimy, ze wielomiany charakterystyczne ABA™' 1 B
sa jednakowe, wiec 7, (ABA™!) = 7;.(B). Zamieniajac tu B na B A dostajemy wzér
m(AB) = 1,(BA), lecz przy dodatkowym zatozeniu det A # 0; otéz zalozenie to
mozna opuscié, bo obie strony sa wielomianowymi funkcjami wyrazéw macierzy A
(dwa wielomiany, przyjmujace jednakowe wartoéci na ‘duzym’ zbiorze, sa réwne,
a zbiér {A: det A # 0} jest ‘duzy’)(®!). Z kolei wzory dla operatoréw wynikaja

z analogicznych wzoréw dla macierzy oraz z relacji 7 (F) = 7 ([F],).

454. Uwaga. Niezmienniki 75 () sa nazywane podstawowymi (lub fundamentalnymq)
z powodu nastepujacego faktu: kazdy wielomianowy ‘niezmiennik’, tzn. funkeja 1 :
EndV — K o wtasnosci T(AF A=Y = 7(F), jest wielomianem od 1, ..., 7,(5%).

Mozna np. sprawdzié¢ (zaktadajac najpierw diagonalizowalnoéé operatora F'), ze
2
tr(F?) = (n(F))” = na(F).

455. Fakt. 7,(A) jest suma wszystkich (Z) minoréw gtéwnych(®?) stopnia &
macierzy A; w szczegolnosci

n(A) =S A, =tr A, m(A) = 5

=1 i<j

Ar A

A2 Az] T.(A) = det A.

7 (A) jest wspélezynnikiem przy A" 7% w w4 (—)). Niech Sf = {J:j’ p i ? },
wtedy i b=

80Przymiotnik ten (niezbyt trafny, lecz uéwiecony tradycja) oznacza tu stafosé funkeji

A — 1,(A) 1 F — 1(F) na kazdej z klas relacji ‘~’ (zwanej czasem podobienstwem),

okreélonej w zbiorach K", i EndV wzorami B’ ~ B &L 34 B' = ABA™! oraz

Fle P &S g4 = AF AT

81Jest to prosta i wrecz modelowa ilustracja zastosowania tzw. Zasady Usuwalnosci Nie-
rowno$ct Algebraicznych, bedacej wygodnym i skutecznym narzedziem w wielu dowodach.
82Dowdd opiera sie na tym, ze: (1) operatory diagonalizowalne tworza ‘duzy’ podzbiér
End V, oraz (2) kazdy wielomian symetryczny f(A1,..., Ay), tzn. niezmienniczy wzgle-

dem przestawlania zmiennych A;, jest wielomianem od tzw. wielomiandw symetrycznych
n

n
podstawowych > As, 3 AAj, .., Ads . Ay, tzn. wzpdtezynnikdw W(A) = T (A + A).
i=1 1< i=1
83 Minorem stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik jej podmacierzy wymiaru k x k;
minor jest gldwny, jedli utworzony jest z wierszy 1 kolumn o tych samych numerach.
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8.5

456.

457.

wA(—=A) = det(A + AI,) = det[A1 + Aey, ..., Ay + Aey] =
= > det[A; lub Aey,..., A, lub de,] = > APrttPn det[ST ... SER]

P1,--Pn

gdzie indeksy p; przebiegaja zbidr {0, 1}, a wiec cala sumama 2" sktadnikéw. Zatem

wspétezynnik przy A" =% mozemy wyrazié suma Y. det(ST',..., SE*) majaca
pit...+pn=n—k
(Z) sktadnikéw. Sktadnikz py = ... = pr = 0, pry1 = ... = pn = 1 jest na mocy tw.
o wyznaczniku macierzy blokowo-tréjkatnej réwny det[Ay, ..., A, ert1,...,6n] =
Al AL
= ... ... ; pozostate sktadniki 7,(A) sa takze minorami gtownymi stopnia k.
Ak AR
35 9 9
Przyklad. Dla A = 97! wa(A) =det A —(tr A)A4+ X = =24 —10A 4+ X° =
825
A+2)(A—12). Dla A = |394]| z kolei m(A) =trAd =8+4+9+46 = 23,
176
8 2 85 94
m(A) = [3 9] + [1 6] + [7 6] =66 +43+ 26 = 135, 73(A) = det A = 240.

Zatem wA(/\) =240 — 135X + 2322 — A3,

Wielomiany zerujace operator

Twierdzenie (Cayleya-Hamiltona)

(a) Kazda macierz kwadratowa jest zerowana przez swéj wielomian
charakterystyczny: wa(A) = 0.

(b) Kazdy endomorfizm F' € End V jest zerowany przez swdj wielo-
mian charakterystyczny: wg(F) = 0.

(a) Niech B(A) := A, bedzie macierza dopelnien alg. macierzy A — AI,;
zamieniajac A na A — AI,, we wzorze (det A)I,, = AA dostajemy tozsamosé
waA(MI, = (A — AI,)B()X). Wyrazy macierzy B()) sa oczywidcie wielomianami
stopnia < n—1, a zatem B(A) = Bo+B1A+...+B,_1A"~! dla pewnych B € K" ;

oznaczmy ponadto w4(A) = eg + 1A+ ...+ ¢y A”. Dostajemy wtedy tozsamoéé
(co+ed+. ...+ e, A, = (A=A, (Bo+BiA+...+ B,_1 A" 1),
7 ktérej wynikaja réwnosci wspdtezynnikéw przy kolejnych potegach zmiennej A:
col, = ABOa al, = ABI_BOa sy en_1Iy = ABn—l_Bn—Za enly = —By,_1.
Mnozac te réwnodci lewostronnie przez I, A, ..., A"~ A" oraz dodajac dostajemy:
wal(A)=colp+cA+ ...+, A" =
=ABo+ A(AB, - By)+...+ A" Y (AB,,_, —B,,_2)+ A"(-B,,_;) = 0.
(b) Ustalmy baze e w V i piszmy [ -] zamiast [ -]%,; wtedy [w(F)] = w([F]) = w(A)
dla kazdego wielomianu w(A) (gdyz F' — [F] jest homomorfizmem algebr), wiec dla
w(A) = wp(A) = wa(A), A :=[F], dostajemy [wp(F)] =[wa(F)] =wa(A)=0.

n
no

Whniosek. Kazdy wielomian od macierzy A € K" | w szczegdlnosci
kazda jej potege, mozna przedstawi¢ jako wielomian stopnia < n od A,
tzn. jako kombinacje liniowa I, A, ..., A"™'. Analogicznie: kazdy wie-

lomian od operatora F' € EndV mozna przedstawic¢ jako kombinacje
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458.

459.

460.

8.6

461.

liniowa operatoréw idy, F,..., F"7! gdzie n = dim V.

Istotnie, dzielac w(A) przez w 4(A) dostajemy w(A) = q(A)w 4(A)+0(X), gdzie o(A)
jest wielomianem stopnia < n. Skoro w 4(A) =0, to w(A) = o(A).

Jest tez mozliwy inny dowdd: to, ze A* € <I, A, ... A"_1>, dowodzimy indukecyjnie
wzgledem k > n, korzystajac przy tym z relacji 0 = w4 (A) = A" — A" 4

Uwaga. Wspétczynniki wielomianu lub kombinacji liniowe] zaleza oczywiscie za-

réwno od wielomianu w(A) czy wyktadnika, jak i od A lub F.

Fakt. Dla F' € End V istnieje w K[ -] dokladnie jeden wielomian, ktéry

o zeruje [
o jest dzielnikiem kazdego wielomianu zerujacego F';
e jest unormowany (ma wspélezynnik 1 przy najwyzszej potedze A).

Nazywamy go wielomianem minimalnym operatora F'i oznaczamy sym-
bolem wg(A). Skoro wr(F) = 0 (tw. Cayleya-Hamiltona), to wg | wp.

Jr :={w €K[-]: w(F) = 0} jest oczywiscie ideatem w pierécieniu K[-]; ideal ten
jest gtéwny, bo K[ -] jest dziedzina ideatéw gtéwnych, oraz # {0}, gdyz wp € Jp.

Cwiczenie. Dowieéé, ze wielomiany wp(A) 1 wp(A) maja jednakowe pierwiastki.

Rozwigzanie. Oczywidcie Wn'{0} C wp~1{0}, gdyz wp | wp. Odwrotne zawiera-
nie: jeSli wp(A) = 0, to Jv # 0 : Fov = Av, wiec w(F)v = w(A)v dla dowolnego

wielomianu w; biorac w = wp dostajemy 0 = wp(F)v = wp(M)v, tzn. wp(A) = 0.

Zatem jesli wp(X) = (A — A)*1 .. (A — M)*r | to wielomian minimalny ma postaé
wp(A) = (A=A (A=) gdzie 1< hy < ki

Wyktadniki k; sa krotnosciami warto$ci whasnych A;; jak zobaczymy niebawem

(zob. 488), wyktadniki h; sa tzw. wysokoSciami przestrzeni pierwiastkowych V(X;).

Funkcje od operatora

Wiemy juz, co to jest o(F'), gdy F € EndV, a ¢(}) jest wielomianem. Zobaczymy
teraz, jak mozna uogdlnié definicje p(F') na wieksza od wielomiandw klase funkeji.
Zatozymy tu, ze K = C albo K = R, aby mozna sie byto zajmowaé funkcjami
analitycznymi, tzn. rozwijalnymi w szereg potegowy. Jesli K = IR to o takiej funkcji
¢ : O — C zalozymy, 7e jest rzeczywista(®*): YA € O : (X € O oraz p(\) = W)

Lemat 1 (kryterium podzielnosci funkeji analitycznej przez wielomian).
Niech w(A) = (A = AR . (A = AP, gdzie k; € Ny a A, € C sa
parami rozne; niech ponadto ¢ : O — C bedzie funkcja analityczna
na otwartym podzbiorze O C C, zawierajacym w™ {0} = {Ay,..., A}
Wtedy nastepujace warunki sa réownowazne:

(1) Istnieje funkcja analityczna o : O — C, taka ze ¢ = ow;

Q) VieTr:Vkel k—1: o®(\)=0. (%)

84Warto sprawdzié, ze dla wielomianu taki warunek faktycznie oznacza, ze ¢ € R[-].
85Czyli kazde zero dla w jest zerem dla ¢, z krotnoscia co najmniej taka, jak dla w.
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(1) = (2) | b. proste: skoro wl)(X;) = 0 dla j < k;, to [Uw](k) => (l;)a(k_j)w(j)
J<k
znika w A = A; dla k < k.| (2) = (1) | Na otoczeniu A; funkcja ¢ ma rozwiniecie

o(A) = 3 er(A — A)F, przy czym ¢g = ... = c;,—1 = 0; wobec tego funkcja
k=0

E

(o)
_ 1 Y . : . 86
N T G O kZ::O Ch4k; (A — A1)" na otoczeniu Aj jest analityczna(®®).

g

Przy spetieniu (1),(2) méwimy, ze ¢ jest podzielna przez w, piszac
w | ¢.

462. Lemat 2 (reszta z dzielenia funkcji przez wielomian). Jedli w € C[-]
jest niezerowy, zas ¢ : O — C jest funkcja analityczna na otoczeniu
zbioru w™'{0}, to istnieje dokladnie jeden wielomian ¢ € C[-], taki ze

w | (¢ —p) oraz degp < d:=degw;

zatem istnieje funkcja analityczna o : O — C taka, ze o = ow + p.
Jesli oprécz tego ¢ jest rzeczywista, a w € R[-], to réwniez p € R[-].

Niech w(X) = (A — A% . (A — A\)Fr ) gdzie A; parami réine, k; € N; wtedy
w=0} = {A1,..., A\ }. Mozna sprawdzié, ze formy liniowe v — v™*)();) na prze-
strzeni W = Kq_1[-], dlai € T,7, k € 0,k; — 1, sa 1. niezalezne; skoro jest ich
S ki = d=dimW, wiec tworza baze W*. Zatem istnieje jedyny ¢ € W, przyjmu-
jacy zadane dowolnie wartoéci o*)(\;) = CF; dla CF := ") ();) mamy w | (¢ — o).

Funkcja ¢*(X) := ¢(X) tez jest analityczna, a rzeczywistodé ¢ i w oznacza ¢* = ¢,

w* = w; stad ¢ = (wo 4 ¢)* = wo* + ¢*, wiec ¢* = g dzieki jednoznacznodci resaty.

463. Wielomian, o ktérym mowa w lemacie, nazywa sie resztq z dzielenta ¢
przez w albo wielomianem interpolacyjnym dla p wzgledem w; bedziemy
go zwykle oznacza¢ symbolem ¢. Jak widac¢ z dowodu lematu, jest on
niezalezny od wyboru otoczenia O 1 okreslony jednoznacznie warunkami

VieT,r:Vke0,k—1: ¢W(N\) =" () oraz degp < degw.

464. Definicja (funkcja od operatora F' € End V). Niech ¢ : O — C bedzie

funkcja analityczna na pewnym otoczeniu O zbioru
Spe I = (wp) T {0} = {A € C: wp()) =0}
dla K = R zakladamy przy tym, ze ¢ jest rzeczywista: p(X) = ¢(\).
Wéwcezas -
p(F) = o(F)], (%)

gdzie ¢ € K[-] jest reszta z dzielenia ¢ przez dowolny wielomian w,

zerujacy operator F': |w(F') = 0|, co oznacza (zob. 458), ze |wg | w |

Sa dwa praktyczne powody, dla ktérych bedziemy dodatkowo wymagadé, by | w | wWr |

(1) stopien d = deg w jest liczba niewiadomych (tj. wspdtezynnikéw wielomianu @),

a takze liczba réwnan (tj. warunkéw @F)(\;) = .. .), ktére musimy rozwiazad,

86Korzystamy tu z nastepujacych rezultatéw kursu analizy: (1) analitycznoéé jest wha-
snodcia lokalna; (2) iloczyn funkcji analitycznych jest funkcja analityczna; (3) odwrotnosé
funkcji analitycznej o wartosciach # 0 jest funkeja analityczna. Wynika z tego takze 1 to,
ze iloraz 2 jest f. analityczna na O\ {A1, ..., A}, wige tylko punkty A; stanowia problem.
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szukajac wielomianu interpolacyjnego @; zatem naktad pracy roénie wraz z d.

(2) w definicji reszty i ilorazu z dzielenia ¢ przez w przyjeliémy (dla uproszczenia),

ze zbiér w™{0} musi sie zawiera¢ w dziedzinie funkcji analitycznej ¢.

465. Fakt. Definicja (%) jest sensowna, tzn. rezultat nie zalezy od wyboru w.

Niech ¢ i @1 beda resztami z dzielenia ¢ przez wielomiany w i wy, takie ze w(F) =
wi(F)=0; wtedy o1 — @ = (¢ — @) — (¢ — ¢1) = ow — owy, Przy czym w i wy sa
podzielne przez wr; zatem Wp | ($1 — @), a wiec wielomian @, — @ zeruje F, QED.

466. Uwaga. Zauwazmy, ze jesh by = ... = k, = 1, tzn. wielomian wp
nie ma pierwiastkéw wielokrotnych, to ¢(F') zalezy jedynie od wartosci
(a nie pochodnych) ¢ w punktach zbioru Spp F; w tym przypadku
mamy wiec implikacje

(;/) — (p zeruje si¢ na Spe F) = Y(F) = o(F);

dzieki temu mozna operator ¢(F') zdefiniowad nie tylko dla analitycznej,
ale wrecz dla kazdej (rzeczywistej dla K = R) funkcji ¢ : Spp I — C.

Kiedy ten pozyteczny warunek k1 = ... =k, = 1 jest spelniony? Na przyktad, gdy
F jest diagonalizowalny, tzn. V ma baze ztozona z wektordw wtasnych F' (jest tak

m.in. wtedy, gdy wielomian wp ma n = dimV pierwiastkéw w K, zob. 438)(87)

467. Whasnoéci funkcji od operatora.

(1) Jedli ¢ € K[ -], to tak zdefiniowane o(I) jest zwykle’ ewaluaciq wielomianu na
operatorze, gdyz dla wielomiandw [gp =ocw+¢, w(F)= O] implikuje p(F) = ¢(F).

(2) Ogdlniej, operacjom algebraicznym na funkcjach odpowiadajq operacje na ope-
ratorach: o = ¢1 + 2 = @(F) = ¢1(F) 4+ ¢2(F) (oczywista liniowos$é ¢ — @),
o =192 = @(F) = ¢1(F) o pa(F); istotnie, jest tak, jak wiemy, dla wielo-
miandw, wiec skoro $1p2 — ¢ = (P1 — ¢1)¥2 + p1(P2 — 2) jest podzielna przez
wielomian w, zerujacy F', wiec ¢1(F)g1(F) — @(F) =0, zad ¢;(F) = ¢;(F).

(3) Jesli podprzestrzen U C V jest F-niezmiennicza: FU C U, to takie o(F)U C U.
Istotnie, zbidr Ay = {G € EndV : GU C U} jest zamkniety wzgledem operacji
algebraicznych, wiec ¢(F'), bedac pewnym wielomianemod F' € Ay, nalezy do Ag.

(4) Jesli o(A) = %(%\l), gdzie funkcje L, M sq analityczne na otoczeniu Sp F'
(np. sq wielomianami), a« M nie zeruje si¢ na Sp F', to M(F) jest odwracalny oraz

_1_

p(F) = LM (F)) ™ = (M(F)""L(F).

Istotnie, z oM = L dzieki (2) wynika M(F)e(F) = L(F) = o(F)M(F), wiec
pozostaje wykazaé istnienie M(F)~!. Otéz M(F) = M(F), gdzie wielomian M,
interpolujacy M, pokrywa sie na Sp F' z M, wiec nie znika. Zatem wielomiany wg
i M sa wzglednie pierwsze, skad dp,q € K[-]: 1 = pM + qwp, co wraz z tw.
Cayleya-Hamiltona daje idy = p(F)M(F'), tzn. odwracalno$é M (L).

(5) Jesli Fv = pv dla pewnego wektora v € V i liczby pn € K, to @(F)v = ¢(p)v.
Istotnie, jest tak, jak wiemy, dla wielomianéw, wiec p(F)v = @(F)v = @¢(p)v, a po-
nadto przy v # 0 mamy p € SpF, skad ¢(p) = ¢(u), QED. W konsekwencji

870kazuje sie, ze (@F nie ma wielokrotnych pierwiastkéw ) & F jest diagonalizowalny
lub — w przypadku K = R — diagonalizowalna jest tzw. kompleksyfikacja operatora F'.

127



468.

469.

8.7

470.

471.

472.

(5) Gdy V ma baze wektoréw wlasnych F: Fe; = ey, 4. [F1]6, = diag(A1,..., An),
wiedy .
[p(F)]°, = diag(e(A1),- -, #(An)).

(6) Uogdlnienie: Jesliv € V(p, F), a wiec Ih € N : (F,,)*v = 0 (zob. 441), to wiedy

o= 5 Bl

) } N (k) ~ N 5k)
Dowdd: Skoro @¢(A) = kzo uk!ﬂl(A—ﬂ)k, top(F)v = @(F)v = kz—:o uk!ﬂz(Fu)kv,
gdzie N = deg@; stad teza, gdyz Yk > 0 : [¢U)(u) = oF)(p) lub (F,)"v = 0].

(7) Jesli o(A) = > cx(X — Xo)¥, przy czym szereg ten jest zbieiny na Sp F,

k=—o0

to szereg > cp(Fh,)* jest zbieiny punktowo (tzn. na kazdym v € V) do o(F).

k=—o0

Niech @, (A) = > cr(A — Ao)*. Jedli v jest wektorem whasnym, Fv = puv,

k=—m
p € SpF, toz (5) mamy ¢ (F)v = om(p)v == p(p)v = o(F)v. Podobnie jest
w sytuacji opisanej w (6). W ogdlnym przypadku v jest suma takich uogdlnionych

wektoréw wlasnych (patrz dalej tw. o bazie jordanowskiej), skad teza.

Przyklad. Jeili p()\) = ¢}, gdzie t € R jest ustalone, to ¢(F) = !F,

przy czym efo = ioj %Fkv, wiec %etF = Fett' = e F. Podobnie

dowodzimy, ze eFl"'Fg:i efref? jesli FyFy = FL I, wiec w szczegdlno$ci
()T — ot sl (etF) -t e—tF

(1) @(AFA ) = Ap(F)A=t dla A:V = W;
(@) e(FT) = (p(F)".

Cwiczenie. Sprawdzié, ze:

Operatory rzutowe

W tym paragrafie nie musimy zakladaé, ze przestrzen V ma skonczony wymiar.

Definicja. Operator P € End V nazywa sie rzutem (albo operatorem
rzutowym, albo projektorem), jesli spelnia warunek P? := Po P = P.

Definicja. Niech V = Vi + V;. Jesli v = vg+ v jest rozkladem wektora
v € V na skladowe v; € V;, to vy nazywamy rzutem v na Vi wzdluz
(albo rownolegle do) Vg i oznaczamy symbolem P‘@l(v). Zauwazmy, ze

taki (okreslony jednoznacznie!)
wektor vi € Vi, se v —vi €V |

P =
Pokazemy teraz, 7e operator jest rzutem <= jest ‘rzutem na coé wadhuz czegos’
Fakt. (a) Jedli V = V5 + V4, to P‘(Sl nalezy do End V' i jest rzutem.
(b) Jedli P € End V jest rzutem, to V = ker P +im P oraz P = PX'L.

(a) Oznaczmy dla wygody P := P‘@l.
Liniowoé¢ P: dla sprawdzenia, ze P(v' 4+ ¢") = P(v') + P(v") nalezy pokazaé, ze
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(1) P(v') + P(v") € Vi oraz (2) vg:= (v/ + ") — (P(V') + P(v")) € Vq;
otdz (1) wynika stad, ze P(v'), P(v") € V1, a V] jest podprzestrzenia, zaé (2) stad,
ze vy jest suma wektoréw v’ — P(v') i v/ — P(v") nalezacych do podprzestrzeni V5.
Podobnie réwnoéé P(Av) = AP(v) wynikastad, ze AP(v) € V] oraz Av—AP(v) € V.
Dla dowodu réwnoéci P? = P zauwazmy, ze jesli v € V7, to warunki { nen }

v—v; €Wy
sa spelnione dla vy := v, a wiec ‘ YoeVi:Pv)=v ‘ Stad dla kazdego v € V| dzieki
temu ze P(v) € V1, mamy P(P(v)) = P(v), a zatem P = P‘@l jest rzutem.

(b) Zauwazmy, ze vy € Vi = Jv 1 v1 = P(v) = P(v1) = P*(v) = P(v) = vy, wiec P
jest identycznodcia na Vi := im P. Stad je$li v € V ma rozktad v = vy + vy, gdzie
vg € Vo :=ker P, vy € Vi, to P(v) = P(vg)+ P(v1) = 04wy, czyli {vov;j l—D(]gzv)}’
wiec rozktad moze byé co najwyzej jeden. Z drugiej strony vy := P(v) € V1, za$
vy 1= v — P(v) € Vo, gdyz P(vg) = P(v) — P%(v) = 0, wiec kazdy v € V ma taki
rozktad, co dowodzi ze V = Vj + V4. Ponadto P“//”l(v) =uv; = P(v), wiec P = P“//”l.

Najwazniejsze wlasnoSci operatora rzutowego zestawia nastepujacy

Fakt. Niech P € End V bedzie rzutem, Vg := ker P, V| :=im P. Wtedy

P‘VO = 0; P‘V1 =id;  ker(idy —P)=Vi;  im(idy —P) = V.

Jesli oprécz powyzszych zatozen dimV < oo, to

de (baza): [P]°, = [IOT 8], trP=r:=rkP eZ,.

Dwie pierwsze wlasnoéci juz znamy; zatem v € ker(id —P) < v = P(v) <& v € V4.
Skoro P(id—P) = P — P? = 0, to im(id —P) C ker P = Vp; odwrotnie, v € Vp, tzn.
P(v) = 0, implikuje v = (id = P)(v) € im(id —P). Baza o wlasnosci [P]°, = [IOT 8]

jest konkatenacja dowolnych baz dla Vj i Vj; stad takze wynika ostatnia wlasnosé.
Zauwazmy, ze jesli V. = Vo + Vi, to rzuty Py := P‘(}O 1P o= P“/%
spetniaja nastepujace warunki:

Py =P, PP=P, PBbPi=P P =0, Po+ P =idy;

uogdlnimy to teraz na przypadek sumy prostej r > 2 podprzestrzeni.

Fakt. (a) Niech V = Vi +...4V, i niech Pi(v) € V4,...,P.(v) € V,
beda sktadowymi wektora v € V. Wtedy Pi,..., P, sa operatorami
z End V| spelniajacymi nastepujace warunki:

\V/Z'2PZ2:PZ' \V/i%jipjopi:(), P1—|-—|-PT:1dV (*)
(b) Odwrotnie, jesli dane sa operatory Py, ..., P, € EndV spehiajace
warunki (*), to mamy rozktad V = Vi +...+V,, gdzie V; := im P;
nadto P;(v) sa skladowymi v € V odpowiadajacymi temu rozktadowi.

(a) Ustalmy chwilowo ¢ € 1, n; jeli v € V;, to rozktadem v jest 0+ ...+v+...+0,
a wiec P;(v) = v oraz Pj(v) = 0 dla j # ¢. Stad Pi|v, = id, Pj|v, = 0, wiec skoro
Yv € Vi Pi(v) € V;, to P; o Pi(v) = Pi(v), P; o P;(v) = 0. Ponadto kazdy v jest
suma swych sktadowych P;(v), wiec Pi(v) + ...+ Pr(v) = v.

(b) Skoro v = (P14 ...+ P)(v) = Pi(v) + ...+ P.(v) oraz P;(v) € imP; = Vj,
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480.

to kazdy wektor ma rozktad. Sprawdzimy, ze jest to jedyny rozklad: Jedli v =
v1 + ...+ v, gdzie v; € Vi, to Pi(v;) = v (gdyz Jw : v; = Pi(w), zaé P? = F;)

oraz Pj(v;) = 0 dla i # j (gdyz P; (Pz(w)) =0), wiec PL(v) = Pi(vr+va+...) =
=P(v1)+ Pi(va)+...=v1 +0+ ... = vy, itd., co koticzy dowdd.

Oczywiscie w powyzsze] sytuacji P; jest rzutem na V; wzdluz podprzestrzeni
Vii=Vi4 .. .(bez V;)...+ V,, tzn. P = P“//ll. W takim razie np. P; zalezy
nie tylko od przestrzeni Vi, na ktéra sie rzutuje, ale i od pozostalych przestrzeni

Vo, ..., Vy, poprzez ich sume algebraiczna V', okredlajaca ‘kierunek’ rzutowania.

Fakt. Jesli spelnione sa powyzsze warunki (a),(b) oraz F' € End V, to

V; sa F'-niezmiennicze, F komutujez Py, ..., P,
tzn. Vo : F(Vi) C V; tzn. Vi : FP, = PF

Dla v € V mamy F(v) = ZPjF(v), a takze F'(v) = F(Z P(v)) = ZFPj(v).

j j j

Przy tym zaréwno P;F(v) € V;, jak réwniez FP;(v) € V; (gdyz F(V;) C V), wiec
z jednoznacznoéci rozktadu na sktadowe wynika P; F(v) = FP;(v). Krdtszy sposob:
Skoro w; := FPj(v) nalezy do F(V;) C Vj, to P;(w;) = w;, wiec z dowolnosci
v € 1% HlaHlyP]'FP]' = FP]'. Stqd PZ'F = PZ'ZFP]' = PZ'ZP]'FP]' = PZ'FPZ' = FPZ'.

j j
[E]Jedliv € Vi, tov = Py(v), wiec F(v) = FP;i(v) = P;F(v) € Vi; stad F(V;) C Vi

Uwaga. W najprostszym przypadku » = 2 wynik ten oznacza, ze je$li I, P € End V'

: _ F(imP) CimP
oraz P jest rzutem, to F'P = PF <— { F(ker P) C ker P

oczywiscie mocniejszy, niz samo zawieranie F'(im P) C im P.

}; ostatni warunek jest

Operatory nilpotentne

Definicja. Operator N € EndV jest nilpotentny, jesli istnieje liczba
naturalna k taka, ze N* = 0.

2 5
-1 -3

Kolejnymi potegami macierzy IV sa _11 _45 , _32 i(;], [_34 _1115], [_75 —2158]’

—11 —40 18 65 —29 —105 47 170 —76 =275 nie da si
8 29 |7 |-13 47| | 21 76 |’ |-—34 -123|" [ 55 199 |’ €

na podstawie tych wyliczen wykluczyé, ze ktdrad z nastepnych poteg okaze sie zerem.

Czy operator N € EndR? okreélony macierza IN := jest nilpotentny?

Fakt. Jesli dimV < oo oraz N € End V. to nastepujace warunki sa
rownowazne:

1. N jest operatorem nilpotentnym;

2. Istnieje ciag podprzestrzeni {0} = Vo Cc Vi CV, C...CV, =V,
taki ze dim Vi, = k oraz N(V}) C Vi_y dla k € 1, n;

3. V mabaze, w ktérej N wyraza sie macierza scisle (gérno-)tréjkatna

4. wy(A) = (=", n:=dimV;

5. ¥k : 1(N) = 0 (tzn. wszystkie niezm. podstawowe N znikaja);

6. N* =0, gdzie n:=dimV.

Niech V,, := V. Gdyby N byt surjektywny, wtedy kazda potega N tez
bytaby surjektywna, co jest sprzeczne z nilpotentnoscia (3 k : N* = 0); zatem
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N(V,) = im N ma wymiar < n — 1, wiec istnieje (n — 1)-wymiarowa podprze-
strzen Vi,_1 C V, taka, ze N(V,) C V,_1. Oczywidcie V,,_; jest N-niezmiennicza:
N(Vpo1) C N(V,) C Vi—1, wiec mozemy powtérzyé nasz zabieg, zastepujac (Vy,, N)
para (Vo—1, N|Vn_1)’ itd. W ten sposéb znajdziemy ciag Vi o zadanych wlasnoéciach.
Dla k € 1,n wybierzmy dowolny wektor e, € Vi \ Vi_1; dostajemy w
ten sposéb baze V(88), przy czym N(ex) € (e1,...,ex_1), co oznacza, ze macierz
[N]¢, jest éciéle gérno-trdjkatna. Z tw. o wyznaczniku macierzy tréjkatnej.
Whprost z okredlenia liczb 7,(N) jako wspdtezynnikéw wielomianu wy (A).

Wprost z tw. Cayleya-Hamiltona. Z definicji nilpotentnosci.

Uwaga. Jeéli cialo K jest algebraicznie domkniete, np. K = C, to 4. < 4., gdzie
4. SpN = {0};

n

istotnie, wielomian wy (A) ma wtedy rozktad postaci [] (A; —A) w pierdcieniu K[ -].
i=1

Bez algebraicznej domknietosci, np. dla K = R, mamy wciaz wynikanie 4. = 4.,

lecz 4. = 4., a wiec 1 4. = 1., moze byé falszywe, czego dowodzi kontrprzyktad

L1 —Z2
V=R NeEndR® N(|zo|):=| 21 |;

s 0
mamy tutaj Sp N = {0}, lecz 0 # N = N° = N° = ... oraz wy(\) = =A(A% + 1).
Cwiczenie. Znalezé bezpoérednie dowody implikacjil. = 4. oraz 1. = 3. = 2. = 6.
Rozwigzanie.
1.= 4. | Jedli N¥ = 0 oraz v £ 0 : N(v) = dv, to 0 = N¥(v) = A¥v, skad A = 0.
1. = 3. | Przypudémy, ze znalezliSmy e1,... e € V, takie ze Vi, := {e1, ..., ex) jest

k-wymiarowa oraz N(V;) C V1. Skoro ¥*p : im(NP) C V4, to ma sens okreSlenie
q = min{p > 1 : im(N?) C Vi}; wtedy Jv € V : N?71(v) ¢ Vj, wobec tego
ept1 = N2 1(v) ma whasnodci epy1 € Vi i N(epy1) € Vi, wiee N(Vip1) C Vi.

Oczywiscie konstrukeje rozpoczaé musimy od znalezienia ey, przyjmujac Vg := {0}.

3. = 2.| Jebli [N]?, jest &ciéle tréjkatna, to Vi := {e1, ..., e) ma zadane wlasnodci.
2.= 6.| Skoro N(V4) C Vi1, to N*(V) C Vi, itd.; ogdlnie NP(Vy) = Vi_,,
jesli oznaczymy V; := {0} dla j < 0. Zatem N”(V,) C Vi, tzn. N* =0, QED.

481. Definicja. Jesli N € EndV jest operatorem nilpotentnym, to N-seriq
dlugosci k > 1 nazywamy ciag niezerowych wektoréw z V postaci

v1, v3 = N(v1), ..., v = N(vg_1),

taki ze N(vx) = 0, tzn. nie dajacy sie ‘przedtuzy¢ w prawo’ (lub ‘w dét’,
gdy na diagramie umieszczamy vy pod vq, v3 pod vy itd.); jasne, ze ten
warunek gwarantuje N-niezmienniczo$¢ podprzestrzeni (vq,. .., vg).

Cwiczenie. Dowie$é, ze N-seria jest uktadem liniowo niezaleznym, a wiec baza

W :={v1,...,v;). Napisaé macierz [N|W]€e, gdy baza e jest vq, ..., v lub vg, ... v1.

482. Twierdzenie. Jesli operator N € End V jest nilpotentny, to przestrzen
V ma baze bedaca zestawem (tj. konkatenacja) pewnej liczby N-serii.

88stotnie, niech Ajeq + ... Ape, = 0; przy A, # 0 wynika stad, ze e, € {(e1,...,en_1),
czyli e, € V,_1, wbrew zalozeniu; zatem A, = 0 oraz Aje; + ... \,_16,-1 = 0, wiec
mozemy powtérzyé argumentacje, dowodzac ze A,_1 = 0, i tak dalej.
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Dowdd (niezbyt trudny, bedacy konstrukeja takiej bazy) podamy w Appendiksie A.

Baze zestawiona z N-serii nazywamy bazq jordanowskq operatora N.

Fakt. Zbiér dtugosci (a wiec i liczba) wszystkich N-serii, z jakich sklada
sie dana baza jordanowska NV, jest dla wszystkich baz jordanowskich
jednakowy, a wiec zalezy tylko od N (jest niezmiennikiem operatora).

— Wygodnie jest baze jordanowska obrazowaé jej diagramem: pola
diagramu odpowiadaja wektorom bazy, kolumny — N-seriom two-
rzacym te baze, przy czym obowiazuja tu dwie konwencje:

(1) (pole wektora v lezy nad polem wektora v') <= N(v) = v/;
| (2) pola odpowiadajace koficom serii leza w jednym (najnizszym)
wierszu; bedziemy ponadto ustawiaé kolumny wg ich dtugosci.

Przedstawiony na rysunku diagram odpowiada bazie, zestawione] z serii o dlugo-
Sciach 5, 4, 4, 3, 2, 2, 1. Zauwazmy, ze wektory takiej bazy, odpowiadajace naj-
nizszemu wierszowi, rozpinaja ker N; z kolei ker N? rozpinaja wektory z dwéch
najnizszych wierszy, ker N3 — wektory z trzech najnizszych, itd. Zatem wymiary

dy = dimker N* sa turéwne dy =7, dy = 13, d3 = 17, dy = 20, ds = dg = ... = 21.

Jedli teraz dowodzong teze sformutujemy w postaci ‘liczby dj, = dimker N* catko-
wicie determinujq dlugosci kv > ko > ks ... poszczegolnych kolumn diagramu’, to
staje sie ona oczywista: diagram mozemy zbudowaé, stawiajac jego kolejne wiersze,

ktérych dlugoéci wy, znajdujemy, znajac wszystkie sumy wy + ...+ wy, = di. (39)

21 w1 + wy + w3 + wy + ws = 21
18 [ 19| 20 w1 + wo + w3z + wa = 20
14115 (16 | 17 w1 + woy +wz = 17
8 9 (10111213 wi +wy =13
1[2]3]4]5]s6]7] wy = 7

Pojecie N-serii mozna i warto uogdlnié na dowolny operator w nastepujacy sposdb:
Definicja. Jesli F' € End V, to F-serig dlugosci k > 1 nazywamy ciag

U1, U2 = F/\(vl)v ceey U = F/\(vk—l)

gdzie A jest pewng liczba), taki ze F\(vx) = 0, lecz vx # 0. Wtedy
V1, ..., V) jest podprzestrzenia F-niezmiennicza; ponadto A € K jest
Wartosa@ wilasna F' (gdyz vy jest # 0 wektorem Wlasnym) mowimy, ze
dana seria odpowiada warto$ci wlasnej A lub ze jest zwigzana z A

Prostym 1 pouczajacym ¢wiczeniem jest sprawdzenie liniowej niezalezno$ci F-serii
oraz zbadanie, jak wygladaja macierze (tzw. klatki Jordana 1. i 2. rodzaju) operatora
F|W w kazdej z dwu baz vy, ..., v oraz vy, ..., vy podprzestrzeni W := {(vy, ..., vg).

Pewien Wazny Lemat i jego konsekwencje

W ponizszym lemacie nie zaklada sie, ze przestrzen V ma skonczony wymiar!

Lemat. Jesli wielomian w € K[-] zeruje operator /' € EndV i ma
rozktad w = wuy-...-u, na parami wzglednie pierwsze czynniki u; € K[ -],
to

V=Vi+...+V, gdzie V;=keru;(F);

890czywiscie mamy wy = dj — dgy_1, gdzie dy := 0. Nietrudno tez uzasadnié wzory
k; = max{k : wy > i}; odwrotne zaleznosci maja podobna postaé: w; = max{j : k; > i}.
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486.

487.

488.

489.

490.

oczywiscie podprzestrzenie V; sa F-niezmiennicze, a kazdy z operatoréw
Fuy = F‘V‘ € End V] jest zerowany przez wielomian u;, tzn. u;(F;)) = 0.

Wielomiany w; := uy - ...4;...  u, sa wzglednie pierwsze, NWD(wy, ..., w,) = 1,
wiee o1, .., 0r EK[ ] 01 (Mwr(A) + ... + o (MNw, (X)) = 1. Wezmy p; 1= p;w; oraz
P = pi(F) = oi(F)w(F). Wtedy

e PP+ ...+ P =idy, gdyz p1(A) + ...+ p-(A) = 1;

e i£j = PP =0, gdyz wtedy w(A) | pi(A)p; (A);

e P? = P, gdyz P? = Pi(idy _Zj;éi P;) = P; dzieki poprzednie] wlasnodci;

e zatem stosujac fakt 475. dostajemy rozktad V = Vi +...4+V, gdzie V; :=
im P;;

o Vi C keru;(F), gdyz w(A) = w;(MNw;(A) | us(N)pi(A), skad 0 = w;(F)p;(F) =
ui (1) Py

e odwrotnie, V; D kerw;(F); istotnie, jesli v € kerw;(F), tzn. w;(F)v = 0, to
Pj(v) = 0dlaj #4, gdyz ui(A) [ w;(A) [ p;(A); stad v =3 P (v) = Pi(v) € V.
j

Uwaga. Najwazniejszy jest przypadek, gdy u;(A) = (A — \)%, gdzie
Aly. .., A € K sa parami rozne, za$ ky, ..., k, € N; dostajemy wowczas
V=Vi+...+V, gdzie V=V, (\,F):=ker(F\,)";
ponadto V; = Viy(\;, F') dla k > k;, gdyz zwiekszenie wyktadnika &;
nie narusza réwnania w(F') = 0; zatem kazda z przestrzeni V; jest teraz

albo przestrzenia pierwiastkowa V' (A;) — gdy A; € Sp F'— albo zerowa.

Najwazniejszym chyba wnioskiem z powyzszego lematu jest nastepujace

Twierdzenie (rozklad V' na przestrzenie pierwiastkowe). Jesli wielo-
mian charakterystyczny operatora F' € End V' ma rozktad na czynniki
stopnia 1 w K[)A] (a tak jest zawsze np. dla K = C), to V jest suma
prosta wszystkich przestrzeni pierwiastkowych V(A*), A* € Sp F.

Wystarczy w lemacie wziac w(A) = wp(A) i skorzystaé z tw. Cayleya-Hamiltona.

Fakt. Wielomian minimalny operatora F' € End V wyraza sie wzorem
Wrp(A) = (A =A) o (A= X)) gdzie {A,..., N} =SpF,

w ktérym h; := h(A;, F') jest wysokosciq przestrzeni V(A;, F'), okreslona
jako najmniejszy numer h > 1, taki ze V(A;, F') = Vi, (A, F).

Z lematu wiemy, ze w(F') = 0 implikuje Vi, (A;) = V(A;), a wiec kazdy wielomian
zerujacy F ma wykladniki k; > h;. Z drugiej strony dla w(X) := [[,(A—X;)" mamy
oczywiscie w(F) = 0, gdyz na V(A;) zeruje sie (Fkl)h’, zag (A — A" | w(X).

Fakt. dimV (A, F)) = k(A;, F) := krotnos¢ \; jako pierwiastka wpg(A).
W konsekwencji wysokosé h; = h(A;, F'), zdefiniowana ‘niekonstruktyw-
nie’ jako najmniejsze h € N, dla ktérego Vi (A;) = V(\;), jest zarazem
najmniejszym numerem h, takim ze dim Vj,(\;) = k; = k(\;, F).

7 450. wiemy, ze wielomian wp(X) jest iloczynem wp,(A), gdzie F; € EndV; sa
sktadowymi F' odpowiadajacymi rozktadowi V na sume prosta V; := V(};). Lecz
skoro operator N; = F;—J; id jest nilpotentny, to wr, = (A\;—A)*¢, gdzie k; = dim V;.

Twierdzenie. Jesli wp jest rozktadalny na czynniki stopnia 1 w K[-],
to przestrzen V ma baze, w ktérej macierz I jest gérnotréjkatna.
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491.

492.

Niech Sp F' = {A1,..., A }; przestrzeni V(A;) jest niezmiennicza wzgledem F' i —

wprost z okreslenia V(A;) — operator N; = Fly, )jest nilpotentny; zatem V(A;)

ma baze, w ktérej N; ma macierz $cile gérno-tréjkatna, a wiec F|V(>\ y macierz
tréjkatna, o wyrazach A; na diagonali. Skoro V' = > " V(};), to baza V| bedaca
konkatenacja takich baz dla V();), gdzie i € 1,7, ma oczywiécie zadana wlasnoéé.

Inny (nieco dluzszy, ale bardziej elementarny) dowdd tego twierdzenia:

Indukcja wzgledem n = dimV: Gdy dimV = 1 teza jest oczywista. Krok induk-
cyjny: wezmy dowolne A, € Sp F'; operator F, € End V' jest osobliwy, wiec oso-
bliwy jest takze FY € End V™ tzn. 30 #£ ¢ € V™ : FY (¢) = 0. Skoro F*(¢) = ¢oF,
oznacza to, ze ¢ o F, = 0. Stad Vv : 0 = (qb o FAn)(v) = (/)(F(v) — /\nv),
tzn. Yo : F(v) — Apv € Vi1 := ker ¢. W szczegdlnodei podprzestrzen V,,_q jest
F-niezmiennicza, a biorac dowolny e, € V' \ V,,_1 mamy F(e,) — Anen € V1.
Wynika z tego, ze wrp(A) = wp(A)(A, — A) (gdzie F € EndV,_; jest obcieciem F'
do V,,_1), wiec mozemy powtdrzyé nasz zabieg, biorac V,,_; zamiast V', itd. Dosta-
niemy w ten sposéb tancuch podprzestrzeni V =V, D V,, D ... D Vo D V; oraz
baze e = (e1,...,ep), takie ze Vi, = (e1,...,¢ex) oraz F'(Vy) C Vi—1.

Uwaga. Zamiast ker ¢ mozna uzy¢ innej konstrukeji V,,_1: Dla A, € Sp F operator
Fy, jest niesurjektywny, wiec dimim Fy, < n; jasne jest tez, ze kazda (n — 1)-

wymiarowa podprzestrzen V,_1, zawierajaca im F),, ma wlasno$é¢ Fi V C V,_1.

n)

Cwiczenie. Przy zalozeniach powyzszego twierdzenia dowieéé, ze
(a) det(el") = e'rf';
() wr) = [0 =) 5w = 00~ 4

=1
dla dowolnego wielomianu ¢(A), a wiec takze dla ‘dowolnej’ funkcji ¢,
dla ktérej operator ¢(F') jest okreslony.

Rozwiazanie. Latwo sprawdzié, ze jedli GT(K"™) oznacza podzbidr K", | ztozony

7z macierzy gérnotréjkatnych, zas 6;1,...,6, — funkcje na GT(K"), dane wzorem
6i(A) = A', = i-ty wyraz diagonalny A, to: (1) GT(K") jest podprzestrzenia
przestrzeni K", | zamknieta wzgledem mnozenia macierzy (podalgebrg algebry K", );
(2) kazde 8; jest homomorfizmem algebry GT(K"™) w K, tzn. ze &; jest liniowe oraz
multiplikatywne: §;(AB) = 6;(A)é;(B). Wobec tego (3) é6;(w(A)) = w(é;(A)) dla

kazdego wielomianu w(A), wiec i dla ‘dowolnej” funkeji, dla ktérej w(A) ma sens.
Dzieki twierdzeniu dla pewnej bazy e macierz A = [F]°, nalezy do GT(K"),
mamy wiec: deted = Héi(eA) = HeélA = ezé’A = A co daje (a), oraz
wa(A) =T](X — 6 A), ww(A)(/\):H(/\—é A)) =TI — (6 A)), co daje (b).

Uwaga. We wzorach (a),(b) zatozenie o rozkladalnoéci wp(A) nie jest istotne;

tr A

mozna sie go pozbyé, stosujac tzw. kompleksyfikacje przestrzeni V i operatora F'.
A oto najwazniejszy (a przynajmniej najbardziej znany) wynik tego rozdziatu:
Twierdzenie (baza jordanowska operatora). Jesli wilomian wg(A) ma

w K[A] rozktad na czynniki stopnia 1, to V' ma baze, zlozona z F-serii.

W kazdej z przestrzeni pierwiastkowych V; = V(A;) wezmy baze, ztozona z N;-serii

operatora nilpotentnego N; = Fj,

= F|V — Aiidy,; konkatenacja wszystkich tych

baz jest oczywiscie baza V' ztozona z F-serii (tzw. bazq jordanowskq operatora F).
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493. Uwaga. Tak, jak dla operatora nilpotentnego, zbiér dtugoéci F-serii zwiazanych z

dowolna ustalona wartoscia wt. nie zalezy od wyboru bazy jordanowskiej, por. 483.

Przyklad 1. Znajdziemy najpierw opis przestrzeni rozwiazan réwnania rézniczko-
wego zwyczajnego liniowego o statych wspdtczynnikach, mianowicie w(jt) (t)=0.
Wielomian okreélajacy réwnanie w(A) = A" —a,_1A"~t—...—ag € C[A] marozktad
na czynniki w(A) = (A=A (A= A) N € Cok €N ki + ..o+ ke =0

Majac zadany przedzial otwarty J C R okredlmy zaspolona przestrzenn wektorowa

V.= {v :J — C: v jest n-krotnie rézniczkowalna oraz w( = 0}

Zauwazmy, ze V C C'OO(J'C) (90), a ponadtov € V = dt

przemiennoscl operaql c 1 w( 7). Mozemy wigc okredli¢ operator I 1= =

ev leQkI oczywiste]
|V € EndV

i spostrzec, ze w(lF) = 0 wprost z okre§lenia V. Z lematu wynika wiec rozktad
V=Vi+...+V,, gdzie V; = ker(F),)* = {v € C™(J;C): (% —A)F(t) = 0}.
Lecz przez indukcje wzgl. k dostajemy tozsamosé (% — A)F [e”u(t)] = Mulb)(1),
7 ktdrej natychmiast wynika postac¢ poszczegdlnych podprzestrzeni V;:

Vi = {v: v(t) = e*i!(wielomian stopnia < k; wzgledem ¢)}

W ten sposéb rozwiazaliémy réwnanie rézniczkowe Scidle algebraicznymi $rodkami!

Przyklad 2. Opiszemy teraz przestrzen rozwiazan rekurencji liniowej stopnia n:

Vk>0: 2p4n = ao2p + a12p41 + -+ Qo1 @hgn_1, *)

gdzie wspdtczynniki ag,...,a,_1 € K sa dane. Zauwazmy, ze jeSli w przestrzeni
KZ+ = {® = (wo,21,22,...) : x € K} okreSlimy operator przesuniecia (‘shift’)
wzorem (S@)p := Zp41, tan. S(xy, 21, X0, .. ) := (1, ¥2, T3, . . .), zad wielomian w(A)
ma postaé w(A) := A" —a, 1 A"t — . — a1 X —ag, to (*) <= @ € ker w(F), tzn.

przestrzenia rozwiazan rekurencji (*) jest V := ker w(F'). Zauwazmy przy tym, ze

(1) dimV = n, gdyz rozwiazanie (*) jest w pelni okredlone przez xy,...,2n_1;
(2) przestrzen V jest S-niezmiennicza, gdyz w(S)e = 0 = w(S)Se = Sw(S)x = 0;
(3) operator F := S|V € End V spetnia réwnanie w(F) = 0 (wprost z definicji V).

Wobec tego, jeéli w(A) marozktad w(A) = (A=A1)*1 ... (A=) )% (ajest tak zawsze
dla C = K), to z lematu dostajemy V = Vi +...4+V,, gdzie V; = ker(S — A;)*
Ot67 jedli ® = g(M)u oznacza zwykty (punktowy) iloczyn ciagu geometrycznego
g(A) = (1, A, A%, .. ) i ciagu w = (ug, u1,us,...), tzn. &; = Mu;, to przez indukcje
wzgledem k > 0 dostajemy tozsamosé [ (S — A)*[g(A)u] = M g(M)(S — 1)*u |, z kolei

(S—1)ru=0 < (

ciag u Jest wielomianowy stopnia < k, tzn. istnieje
wielomian U(A) stopnia < k, taki ze Vj : u; = U(j)

[‘<=’, bo deg[U(/\ +1)— U(/\)] =degU()N) — 1; ‘&7, bo ker(S — 1)* ma wymiar k
i zawiera, wobec ‘=’ k-wymiarowa przestrzen ciagéw wielomianowych stopnia < kJ.

Zatem kazde rozwiqzanie ® rekurencyi (*) ma posta¢ ® = g(A1)uy+. . .+g(A)u(y,

gdzie w(;y jest (jednoznacznie okrelonym) ciggiem wielomianowym stopnia < k;.

90Stosujac indukeje wzgledem m > 1 bez trudu otrzymujemy, ze

n—1
Vmz1l:3demo,emi, - tmn-1 €C: YveV: pln=1+m) — > cmykv(k).
k=0
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8.10 Operatory diagonalizowalne

494. Fakt. Dla operatora DD € End V' nastepujace warunki sa rownowazne:

495.

496.

497.

498.

1. 3 e (baza V): macierz [D]°, jest diagonalna;

2. V ma baze zlozona z wektorow wtasnych operatora D;

3. Va € SpD : V(a) = Vi(a) [co mozna zapisaé w postaci
h(a, D) = 1(wysokos¢) lub dimVi(a) = k(a, D) (krotnosc)],
ponadto za$ wp(A) jest rozktadalny w K[A] na czynniki stopnia 1.

4. D ma rozklad spektralny: D = M Py + ...+ \.P., gdzie zestaw
Py, ..., P jest rzutowym rozkladem jedynki oraz A\; € K;

5. Istnieje wielomian w(A) o pierwiastkach krotnosci 1, zerujacy D
i rozktadalny w K[)\] na czynniki stopnia 1.

Operator majacy powyzsze wilasnosci nazywamy diagonalizowalnym.

Konkatenacja baz poszczegdlnych V; := im P; jest baza diagonalizujaca D.
Niech Py, ..., P, — rzuty odpowiadajace rozktadowi V = (e1) + ...+ (en)

na l-wymiarowe przestrzenie rozpinane przez wektory bazy diagonalizujacej. Wtedy

D=5 &P Zauwazmy, ze (> ;P05 P;) = > (i ;) P, skad wi-
i=1 i j %
daé, ze w(d_ A P) = ] w(A) P dla dowolnego wielomianu w(A); wystarczy wiec

2 2
jako w(A) wziaé dowolny wielomian o pojedynczych pierwiastkach, zerujacy sie na

wszystkich A;. Wprost z lematu 485. Jasne, ze konkatenacja baz

poszczegdlnych przestrzeni Vi (A;) jest baza diagonalizujaca D. oczywiste.

Uwaga. Dany rozktad spektralny D = >~ A; P, mozna zawsze ‘zredukowaé’; odrzu-

cajac ewentualne zerowe rzuty P; oraz zlastqpujqc P;, odpowiadajace jednakowym
wspdtezynnikom A, suma tych P; (suma kilku P; tez jest rzutem!). Po takiej re-
dukcji wspétezynniki A; rozkltadu D = 57 A; P; beda juz parami rézne, {X;:i € 1,r}
bedzie zbiorem wszystkich wartodci W};snych D (moze byé jedno A; réwne 0), a
Vi :=im P; = Vi(A;, D) beda przestrzeniami wlasnymi D. Co wiecej, zredukowany
rozktad spektralny D jest jednoznaczny z doktadnosciq do kolejnosci sktadnikow.

Whiosek (z 3° = 1°, oczywisty, lecz czesto praywoltywany): Jedli wielomian wp(X)

man = dim V pierwiastkéw paramiréznych w ciele K, to F' jest diagonalizowalny(°1).

Cwiczenie. Diagonalizowalnoéé macierzy A € K" (rozumiana oczywiscie jako dia-
gonalizowalnoéé operatora A € End K", A(x) := A®) jest réwnowazna warunkowi
IB e K" : B! istnieje oraz macierz B~' AB jest diagonalna.

Wskaz. Zauwazmy, ze jedli B € K" | to AB = Bdiag(Ay,...,An) ©Vj €1, m:

AB; = ); B;; zatem mozna B zestawi¢ z (kolumnowych) wektoréw wlasnych A.

Fakt. Niech F,. D € EndV, przy czym zalézmy, ze operator D jest
diagonalizowalny. Wtedy

F1 D komutuja, przestrzenie wlasne D sa F-niezmiennicze,
tzn. F'D = DF tzn. VY € Sp D F(V(u, D)) C V(u, D)

Jedli v € V(u, D), tzn. D(v) = pv, to D(F(v)) = F(D(v)) = F(pv) = pF(v),

91Mozna to uzyskaé w sposéb bardziej elementarny, zob. 438.
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8.11

499.

500.

tzn. F(v) € V(p, D). Dowolny v € V ma rozktad v = ) v; na sktadowe

vi € V(us, D) = Vi(p, D). Z zatozenia F(v;) € V(py, D), wiec D(}(vz)) = w; F(v;),
skad D(F(v)) = D(ZZ: F(vl)) = Z — ZZ:uzF(vl) = F(Z}ulvz) = F(D(v))

K3

Rozklad na cze$¢ diagonalizowalna 1 nilpotentna

Zalézmy o operatorze F' € End V| ze jego wielomian charakterystyczny wp(A) jest

rozktadalny na czynniki stopnia pierwszego w K[ -].

Twierdzenie. Operator F' ma jednoznaczny rozktad postaci
D,N € EndV,
F =D+ N, gdzie { D — diagonalizowalny, N — nilpotentny,
D i1 N komutuja, tzn. DN = ND

Ponadto D i N mozna wyrazi¢ jako wielomiany od operatora F'.

Istnienze.

Niech Sp F' = {A1, ..., A}, gdzie A; sa parami rézne, oraz niech P; bedzie uk}adem
rzutdéw odowiadajacych rozktadowi V = Z V (A, F). Wtedy operator D := Z A P
jest diagonalizowalny (bo ma rozktad spektralny) DF = FD (gdyz V(/\Z,F) sa
F-niezmiennicze, co daje FFP; = B F), a wiec takze ND = DN dla N := F' — D.
Ponadto N jest nilpotentny, gdyz N pokrywa sie z Fi, na podprzestrzeni V (A, F').
Jednoznacznosé.
(1) Przestrzen V(A;, D) jest niezmiennicza wzgledem F' (a wiec i N = F — D),
bowiem v € V(A;, D) = D(v) = \v = D(F(v)) = F(D(v)) = F(Av) = A F(v).
(2) V(A;, D) C V(A F). Istotnie, niech v € V(A;, D); mamy wiec D(v) = A;v, skad

F(v) = Ao+ N(v), cyli | Fi,(v) = N(v) | Stad (Fxl)h(v) = N"(v) (dzieki (1),

przez indukeje), wiec v € ker(FAl)h (gdy N* =0, dla duzych h), tzn. v € V(\;, F).
(3) V(A, D) = V(A F), wskutek (2) i tego, ze V jest suma prosta zaréwno
V(Ai, D), jak tez VI(A;, F). Stad D = > A\ Py, gdzie A; sa wartodciami whasnymi F,
za§ P; — rzutami odpowiadajacymi rozktadowi V na V(A;, F'); to konczy dowdd.

Wyrazenie D i N w postaci wielomiandw od I'.

Wielomiany p;(A) skonstruowane w 485. daja rzuty p;(F) = F;, wiec D = o(F),
N'= (), gdaie p(A) = 3 ipi(A), $(A) = 1= (A).

Fakt. Dla ustalonego ¢ € Sp F' niech h > 1 bedzie na tyle duze, ze
V(p) = Vi(p) = ker(F,)". Wéwcezas ¥ V() = im(F,)".
AFEp

Pozwala to m.in. znalezé rzut P, na V(u) bez znajdowania pozostaltych
wartoéci wlasnych A € Sp F', a tym bardziej przestrzeni V().

Skoro G = (Fu)h jest wielomianem od F', to kazda z przestrzeni V(A), bedac
F-niezmiennicza, jest takze G-niezmiennicza. Przy tym G znika na V(u), a wiec

imG C 17(#) = > V(A). Z drugiej strony mamy dim IA/(u) =dimV —dimV(y) =
AFp
= dimV — dimker G = dimim GG, wiec zawieranie to jest w istocie réwnoscia.
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Alternatywny dowdd twierdzenia Cayleya-Hamiltona

501.

Ustalmy 0 # v € V; pokazemy, ze wp(F)v = 0. Niech m € N bedzie najmniej-
sza liczba taka, ze uktad v, Fv,..., Fv jJest l.zalezny. Wtedy uktad e; = v, ey =
Fo, ...
nych a; € K. Wybierzmy emy1,...,e, tak, by uktad eq,... e, byt baza V. W tej
bazie Fe; = e;11 dlai € I,m —1, Fep, = arer +...+amenm, wiec [F]¢, jest blokowo
A0...0 aj
—1Xx...0 as
gorno-tréjkatna: j < m < i = F’ =0.Stad i ze wzoru | . . ... . . =
0 0... X am_1
0 0...—-1apm
ay + asX + ...+ ¢ Xt (gdyz D = Dip—1 + @ A™71) wielomian charaktery-
styczny F ma postaé¢ wp(X) = g(A)(e1 + ead + ...+ e A™TL — A™)g(N). Zatem
wp(F) = g(F)(c1idy +caF + ...+ e P71 — F™) skad wp(F)v = g(F)(crer +
st emem — Fo) = 0.

. em = F™ 1y jest Lniezalezny oraz F™v = aje; + ...+ amen dla stosow-
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9.1

502.

503.

504.

305.

Przestrzenie unitarne

Hermitowski iloczyn skalarny

Niech V bedzie przestrzenia unitarng lub euklidesowa, tzn. przestrzenia wektorowa
nad ciatem C (odpowiednio: nad R), wyposazona w (dodatni) iloczyn skalarny
(péttoraliniowy hermitowski dla K = C, dwuliniowy symetryczny dla K = R);

bedziemy go oznaczaé symbolem < . | . > lub (gdy mamy kilka przestrzeni) < . | . >V.

O wszystkich rozwazanych tu przestrzeniach zaktadamy, ze maja skoniczony wymiar.

Antyizomorfizm Frecheta-Riesza: |V 3 v — vl := <v‘ > eV

Jest to wyrdzniony przez iloczyn skalarny antyliniowy izomorfizm V' = V*; pozwala
on w réznych sytuacjach operowaé przestrzenia V' zamiast V*; taka zamiana V* na
V prowadzi m.in. do takich obiektéw, jak W+ C V (odpowiednika w0 c v dla
W C V) oraz FT € L(W;V) (odpowiednika F* € L(W*;V*) dla F € L(V; W)).

Odwrotnosé (anty)izomorfizmu (-)T : V' — V* oznaczmy tym samym
symbolem (- )T

(N V =V, 8 =0 <= vl =9 ‘v’wEV:<v‘w>:q§(v).

Ta ‘nieroztropnosdé’ nie prowadzi do kolizji; okaze sie wkrétce, ze oba odwzorowania
() sa tzw. sprzezeniami hermitowskimi operatoréw: K — V', mianowicie A — Av

(naturalne i ‘bezpieczne’ jest oznaczanie tego operatora symbolem v) i ¢ : V — K.

Ortogonalno$é i1 dopelnienie ortogonalne podprzestrzeni:

v Lw &4 < ‘w> = 0; mowimy wtedy, ze wektory v, w przestrzeni

unitarnej V' sa prostopadle (lub ortogonalne); jesli Vi, Vo, W C V| to

‘/1J_‘/2 gvvlem,vze%. UlJ_UQ;

Whti={veV:Vwew: vLw}

oczywiscie Wt jest najwiekszym podzbiorem V ortogonalnym do W.

Fakt (wlasnosci (-)Y w przestrzeni unitarnej lub euklidesowej V):

(1) W jest podprzestrzenia V dla kazdego podzbioru W C V;
w (2)..(5) zalozymy, ze W, Wy, Wy C V sa podprzestrzeniami:
2) (W) + Wy)t = Witnwit
V =W + W, w szczegdlnosci dlm(WL) =dimV — dim W;
(WH)t =W,
5) (Wi N Wyt = Wit + Wit

Sa to wlasnosci analogiczne 1 zwiazane z wlasnodciami anihilatora, a wiec tez ich
sprawdzenie jest podobne: (1) oczywiste; (2) proste sprawdzenie; (3) WNW L = {0},
bow Lw = |lw||=0 = w =0 wskutek dodatniogci (- | -); zarazem dim Wt =
dim W0 = dimV — dim W; (4) ‘D jest oczywiste, a zarazem dim WLt = dim W,

(5) wystarczy wziaé ()L obu stron (2) oraz zamieni¢ W; na Wi.

139



9.2

506.

507.

508.

509.

Sprzezenie hermitowskie operatora

Definicja (sprzezenie hermitowskie). Jesli F' € L(V; W), gdzie obie
przestrzenie V' 1 W sa unitarne lub euklidesowe, to wzér

(1), = (Fole),

jest poprawna definicja pewnego operatora F'T € L(W;V), zwanego

hermitowskim sprzezeniem F. 7, operatorem F* € L(W*;V*) [takim,

ze F*¢ := ¢ o F] jest on zwiazany przemiennoscia nastep. diagramu:
w5y
| - | co oznacza, ze F'T jest zlozeniem
f f .
- ’ w - we Iy Ly
wr — V>

Uwaga. I'T zaleiy oczywiécie zaréwno od F, jak i iloczynéw skalarnych w V i W.

Whasnosci: (1) F' +— I jest antyliniowe; (2) inwolutywnoéé: (FT)I = F;
(3) (F oG = GTo It (odwraca kolejnosé skladania); (4) idl, = idy;
stad oraz z (3) wynika tatwo (5) jesli F'~! istnieje, to (F'~1)T = (F1)~L.

Fakt. Jedli I € L(V; W), gdzie obie przestrzenie V,W sa unitarne
(lub euklidesowe), to zachodza wzory
(a) ker F'T = (im I')*; (b) im F'T = (ker F)*.

(a)wEker FT & Flw=0 & Vo: (0: <FTw|v>,tzn.0 = <w|Fv>) S wlimF.
(b) Stosujac (a) do FT widzimy, ze dopetnienia ortogonalne obu stron sa réwne; stad
teza wskutek inwolutywnosci operacji (- )t.

Uwaga. Bezposrednio widoczne jest zawieranie im F'T C (ker F)L:
jedli v € im F'1 (tzn. Jw:v = Flw), to v L ker F', gdyz <v| > = <w|F()>

Okazuje sie, ze dla nieskonczenie wymiarowych przestrzent Hilberta inkluzja ‘C’ nie
zawsze jest réwnoscia; wazne jest tzw. twierdzenie Banacha o obrazie domknietym,

méwiace ze réwnosé (b) jest réwnowazna domknietodci (w W) podprzestrzeni im F'.

Definicja. Operator ' € EndV w przestrzeni unitarnej nazywa sie:

(N) normalny, jedli FTF = FI',

(H) hermitowski (lub samosprzezony lub symetryczny), jesli FT = F;
(A) antyhermitowski (a antysymetryczny dla K = R), jedli FT = —F;
(U) unitarny (lub ortogonalny — gdy V jest euklidesowa), jesli

FIF =idy, tzn. F~'istnieje i FT = F~1

Zauwazmy, ze operatory normalne tworza najobszerniejsza z tych klas: zawiara ona
wszystkie pozostale wymienione tu klasy. Latwo tez sprawdzié, ze podzbidr operato-
réw hermitowskich jest zamkniety wzgledem dodawania i mnozenia przez liczby rze-
czywiste, a wiec jest R-podprzestrzenia przestrzeni End V' (ale nie podprzestrzenia

sensu stricte, gdy K = C). To samo dotyczy zbioru operatordw antyhermitowskich.

Uwaga. Slowo ‘normalny’ jest tu niefortunne o tyle, ze operatory normalne stanowia jedynie
‘znikoma cze$é¢’ zbioru End V. Ponadto podzbiér operatoréw normalnych w End V' jest trudny

do sparametryzowania i nie ma dobrych wlasnosci algebraicznych, np. na ogdl ‘normalnosé’ nie
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przenosi sie z ‘pélproduktéw’ na produkt konicowy przy operacjach algebraicznych, np. dodawaniu

i sktadaniu. Niemniej jednak w zastosowaniach ‘normalno$é’ jest bardzo wazna i czesto spotykana.

510. Zlozenie dwu operatoréw hermitowskich na ogdl nie jest operatorem hermitowskim;
wzér (Fyo Fy)l = FZJr o F{r = Fy 0 F| pokazuje natomiast, ze operatory hermitowskie
tworza zbidér zamkniety wzgledem antykomutatora [Fy, Fo]y := Fy o Fo + Fy o Iy,

za$ operatory hermitowskie — wzgledem komutatora [Fy, Fs] := Fy o Fy — Fa o .

Operatory hermitowskie i antyhermitowskie w przestrzeni unitarnej (gdy K = C) sa écisle ze soba

zwiazane: (H € EndV jest hermitowski) = (A = (H jest antyhermitowski)7 gdyz F — F1

jest antyliniowe; z tego powodu zajmowanie sie operatorami antyhermitowskimi jest wlasciwie

niepotrzebne. Zupelnie inaczej jest w przestrzeniach euklidesowych, gdy K = R: tu operatory

symetryczne i antysymetryczne stanowia niejeko dwa odrebne i zupelnie niepodobne $wiaty.
H511. Zbiér operatoréw unitarnych z End V zawiera idy, jest zamkniety wzgl. sktadania:

P y ) J ety
(F=FFy, FIF;,=idy) = F'F = FJ(FIF)F, = PRy = idy,

a takze wzgledem brania odwrotnoéci: FTF =idy = FFT = idy. Oznacza to, 7e
jest podgrupa (nazywana grupq unitarng, a w przypadku K = R — ortogonalng)
grupy wszystkich odwracalnych operatoréw z End V' (°2).

Fakt. Warunek "'/ = idy na operator /' € EndV jest réwnowazny
F-niezmienniczosci (tzn. ‘zachowywaniu przez F’) iloczynu skalarnego:

Yo,wée V: <Fv‘Fw> = <v‘w>.

W konsekwencji kazdy operator unitarny lub ortogonalny jest izometria
(tzn. zachowuje odlegloéci) w przestrzeni metrycznej (V,d = || - — - ||):

d(v,w) = ||jv — w|| = d(F ), F)).
Istotnie, <Fv|Fw> — <v|w> = <v|(FTF — idv)w> z definicji sprzezenia operatora.
512. Fakt. Kazdy operator F' € End V ma jednoznaczny rozktad na czes¢
symetryczna 1 antysymetryczna:
F=H+A, gdzie H' = H, A" = —A,
mianowicie H = %(F—I— FT), A= %(F — FT).

Przy tym F' jest normalny <= jego obie czesci komutujg: HA = AH.
Gdy K = C, tzn. w przestrzeni unitarnej, F' ma jednoznaczny rozktad
F = Hy + iH,, gdzie Hy, H; sa hermitowskie
mianowicie [y = $(F + F'Y), H, = (I — I'T),
zwane czesciq rzeczywistq ¢ urojong operatora F (m.in. dlatego, ze

WzOory na nie przypominaja wzory Rez = Z"'f

, Imz =

22). Przy tym
F jest normalny <= obie te czesci komutujq: HiHy = HyHy.

Posprawdzanie tego wszystkiego stanowi bardzo proste (obligatoryjne!) ¢wiczenie.

513. Fakt. F' € EndV jest normalny < VYo € V : ||[Fv|] = |[Fv].

W konsekwencji jesli operator F' jest normalny, to:

92Ta ostatnia grupa, nazywana jest petng grupq liniowq albo grupg automorfizméw prze-
strzeni V 1 oznaczana bywa symbolem GL(V) (od ang. skrétu general linear) lub Aut(V).
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514.

515.

9.3

516.

517.

(1) ker F'T = ker F;

(2) Fo =X v < Flv = v;

(3) ker F' = (im F)*, ogélniej: VA € K: ker F, = (im F\)*
Oznaczmy H = F1F — FFT, Mamy H = 0, wiec ||[Fv|]* = <Fv|Fv> =
<FTFU| >— <FFJr | >— <FJr |FJr >— | Fto||%. [E] [<] Okreslmy ¢(v, w) ::< |Hw>
skoro HT = H, to forma ¢ jest hermitowska (dla K = C) lub symetryczna (dla
K = R), zaé poprzedni rachunek daje Yo : ¢(v,v) = 0; stad ¢ = 0 dzieki wzorowi

polaryzacyjnemu, a to oznacza H = 0, tzn. normalnosé¢ F'.

(Yv eker FF < ||Fv]| =0 <= |[|[FTv]] =0 <= v € ker FT. (2) Skoro
(PO = (F=Xidy)T = FT—Xidy = (FT)X, to z normalnoéci F' wynika normalnosé

Py, wiec mozna zastosowaé (1) do operatora Fy. (3) Gdyz zawsze ker F'T = (im F')L.

lloczyn skalarny pozwala wyréznié wéréd wszystkich rzutéw P = Pf, €
EndV tzw. rzuty prostopadle (ortogonalne), tzn. takie, ze U = W*t.
Niech Py := PVVI}/L oznacza rzut prostopadty na podprzestrzen W C V.

Fakt. Jesli V jest unitarna lub euklidesowa, a P € End V jest rzutem,
to

( P jest ortogonalny, tzn. im P | ker P) <= PT= P.
Skoro v — Pv € ker P, Pv/ € im P, to 0 = <v — Pv|Pv’> = <v|(id —P)TPU/>,
wiec z dowolnosci v,v’ € V wynika, ze 0 = (id —P)'P, tzn. P = P1P; stad P =
(PTP)t = pTpit = p. P = P implikuje réwnoéé (id —P)T P = 0, oznaczajaca
(jak przed chwila widzieliémy) prostopadto$é im(id —P) (czyli ker P) do im P.
Inny sposéb. P = PT «— VYo, v € V : <Pv|v’> = <U|PU/>; ktadac tu P = P§,
gdzie V.= W + U, dostajemy warunek V(w,w’ € W, u,u’ € U) : <w|w’ —|—u’> =
<w +u |w’>, tzn. <w|u’> = <u |w’>; poniewaz lewa 1 prawa strona zaleza tu od innych
niezaleznych sktadowych, to jest on réwnowazny tozsamosdciowemu zerowaniu sia
obu stron, tzn. W L U, co przy V = W + U oznacza U = W+,

Cwiczenie. Dowied¢ ze sprzezeniem rautu P§, jest rzut P f ,Jest to tatwe w opar-

ciu o wzér ker PT = (im P)1, a stanowi oczywiécie uogélnienie poprzedniego faktu.

Twierdzenie spektralne

Fakt. Spektrum operatora hermitowskiego jest rzeczywiste, antyhermi-
towskiego — urojone, a unitarnego — zawarte w okregu U = C(1;1).
Inaczej méwiac, jesli F' jest: (1) hermitowski, to Sp F' C R; (2) antyher-
mitowski, to Sp ' C iR; (3) unitarny, to Sp FF C U = {} € C: |A| = 1}.

Niech A € Sp Floraz 0 # v € ker Fy, tzn. Fv = Av. (1) A||v]|? = <v|Fv> = <Fv|v> =
AMol]?, ezyli [|v]]2(A = A) = 0, skad X = X. (2) A|p|]? = <v|Fv> = <—Fv|v> =
—M|v|)?, ezyli [|v]|>(A 4+ A) = 0, skad A = —X. (3) F-niezmienniczoéé iloczynu ska-
larnego sprawia, ze ||v|| = ||[Fv|| = ||Av]] = [A] - ||v]], czyli ||v]|(1 — |A]) = 0.

Dla operatora normalnego implikacje odwrotne do (1), (2) i (3) tez sa prawdziwe,

lecz by tego dowieséé, skorzystamy z twierdzenia spektralnego, ktére wykazemy dalej:
r
Jedli F' = Z APy, gdzie Py, ..., P, € EndV tworza ‘rzutowy rozklad jedynki’, przy
i=1

czym PJr P, to FT = Z AiP;, wiec F jest normalny; otéz tw. spektralne méwi,
i=1
ze kazdy operator normalny ma taki rozklad spektralny. Mozemy ponadto zalozy¢,

142



518.

519.

520.

521.

ze wszystkie rzuty P; sa # 0, wtedy Sp F = {Ay,..., A}, a zatem

() Fl=F < Vi: N =X < SpFCR;, 2) Fl=—-F < SpFCIR
analogicznie; (3) F1F = Z(XZ/\Z)PZ =idy < Vi: =1 << SpFCU.

Fakt. Jesli operator F' € End V' (w przestrzeni unitarnej lub euklideso-
wej) jest normalny, to V(A*) = V4(A*) dla kazdej wartodci wlasnej A*.

Wykazemy najpierw, ze ‘Fk(v) =0 = Fv)=0 ‘(Zk) dla kazdego k > 2. Dla
b= 2 mamy |[F2(0)]| = [F@) = TFT@) = TFF@), gdse w = F(v), wiee
F2(v) =0 = 0= <U|FTF(U)> = <F(v)|F(v)> = ||F(v)||?, co dowodzi (Z2). Stad
dla k > 2, ktadac w = F¥~2%(v), dostajemy F*(v) =0 = F}(w)=0 = F(w)=0
= F*(w) =0, co indukeyjnie dowodzi implikacji (7).

Teze V(A*) = V1(A*) dostajemy natychmiast, stosujac (7;) do Fax = F — A*idy.

Twierdzenie (‘spektralne’ dla operatora normalnego). Jedli F' jest ope-
ratorem normalnym w przestrzeni unitarnej V', to V jest ortogonalng
suma prosta przestrzeni wlasnych F'. a wiec I jest diagonalizowalny;
ponadto V' ma ortonormalna baze wektoréw wtasnych F, zas rzuty P

w rozktadzie spektralnym F' = ZT: A P; sa hermitowskie: pPt=rp.
=1

V jest suma prosta przestrzeni pierwiastkowych, a wiec — wobec powyzszego faktu
— przestrzeni wlasnych F'. Ortogonalnodé V(A*): jedli v; € V(A1), va € V(A2), tzn.
F(v;) = A, to takze Fly; = Aivi, wiec Ao <vl|vz> = <v1|F1}2> = <FTvl|vz> =
= <lel|vz> =X\ <v1|v2>, czyli (A2 — A1) <vl|vz> =0, tzn. v1 L ve pray Ay # Aq.

Jasne stad, ze ortogonalna baze ztozona z wektordw wlasnych F' dostaniemy jako

konkatenacje ortonormalnych baz wszystkich przestrzeni wtasnych V(X;), i € 1,7.

Hermitowskoéé rzutéw P; wynika wprost z ortogonalnodci przestrzeni V(A;).

Uwaga. Operator normalny w przestrzeni euklidesowej (nad K = R) nie musi by¢
diagonalizowalny (np. niediagonalizowalne sa nietrywialne obroty w R?iw }RS);

jednakze takze tu operatory normalne sa ‘potproste’

Fakt. Jedli operator F' € EndV (w przestrzeni unitarnej lub euklide-
sowej) jest normalny, a podprzestrzen W C V jest F-niezmiennicza, to
W+ jest takze F-niezmiennicza, za$ operator F‘W jest normalny.

Gdy V jest suma prosta podprzestrzeni W, U, wtedy kazdy operator F' € End V

mozna ‘roztozyé na bloki’ A € EndW, B € L(U; W), C € L(W;U), D € End U,
A B

piszac F = [C’ D] , przez co nalezy rozumiel, ze

F(w+u) = A(w) + B(u) + C(w) + D(u)

eEw eU

dla kazdej pary w € W, u € U. Latwo sie przekonaé, ze na takich ‘rozktadach
blokowych’ mozna operowaé (dodawaé i ‘mnozyé’) tak samo, jak na liczbowych
2 x 2-macierzach, dbajac jednakze o wtasciwa kolejnoséé przy sktadaniu operatordw.
A B]Y  ratct L
cpnl = 1at ot , wynikajacy
)+ ().

_|_
Zalézmy wreszcie, ze W jest F-niezmiennicza, F(W) C W, co oczywiscie oznacza,

Wezmy teraz U = W+, wtedy zachodzi wzér

bez trudu z tozsamosei <w + u|w’ + u’> = <w|w
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522.

ze C = 0. Piszac warunek FFT = FTF i przyréwnujac lewe-gérne bloki dosta-
jemy warunek AAT + BBT = ATA. Obie strony sa tu operatorami w W, mozemy
wiec obliczy¢ ich §lady; korzystajqc 7 whasnodci tr(AH) = tr(H A) dostajemy stad
tr(BBT) = 0. Lecz tr H = Z <eZ |He > dla dowolnej ortonormalnej bazy eq, ..., e
w W ioperatora H € End W (gdyz <el| > € W* daja baze sprzezona wzgledem e;);
dla H = BBT mamy przy tym <eZ |He > = [|BTe;|| > 0, wiec tr(BBT) = 0 implikuje
Vi : BT( i) =0, tzn. B = 0, co oznacza F-niezmienniczo$é wt.

W konsekwencji dostajemy réwniez AAT = ATA czyli A = F|W jest normalny.

Uwaga. Dla kazdego z ponizszych dodatkowych zatozeri (a),(b),(c) mozna tatwo

napisaé znacznie krétszy dowdd, nie korzystajacy z rozktadu blokowego ani $ladu:
(a) X W C ker Fy; (b) Ft = F; (¢) F1 = F~L.
Ad(a). (F\)T = (F=Xid)l = FT-Xid = (F )A, wiec (F normalny = F) normalny)
oraz F(w) = Aw = Fl(w) = Aw; mamy stad (v eWt we W) <Fv|w> =
<U|FTw> = < |w> =0, cayli F(WL) € WL, Ad(b). Jedli v € Wt, w € W,
o} < > < |Fw> = 0, bo F'w € W; stad teza. Inny sposéb: Zauwazmy,
ie|ve (FW)L = Flve Wk | wiec|F(W)C W = FI(WL) c W*|dla kazdyeh
W CV, F € EndV. Ad(c). Dla F unitarnego F(W) L F(W1) (bo (F(w)|F(v)) =
<w|v>) oraz dim F(W) = dim W, dim F(W+*) = dim W+; stad F(W+) = F(W)L.
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10 Uzupelnienia

10.1 Appendix A: Baza V zlozona z N-serii

Opiszemy teraz konstrukcje bazy ztozonej z N-serii dla danego operatora nilpotent-
nego N. Zastepujac w tej konstrukeji V' przestrzenia pierwiastkowa V(u, F), a N
— operatorem F), (obcietym do V(y, F')) dla p przebiegajacych cate Sp F', dostaje

sie konstrukcje tzw. ‘bazy jordanowskiej operatora F’.

523. Definicja (baza przestrzeni wzgledem podprzestrzeni). Niech V4 bedzie
podprzestrzenia V. Bedziemy mowi¢, ze uktad wektoréw uq, ..., u, € V

I rozpina V wzgledem Vy, jeshi kazdy wektor v € V' ma rozktad
v= 3 wN g, N EK, ug € Vo ()
=1

IT jest liniowo niezalezny wzgledem Vg, jesli wektor zerowy v = 0
ma jednoznaczny (tzn. jedynie trywialny: A = 0) rozklad (*);

[T jest bazq V wzgledem Vy, jesli spelnione sa oba warunki 11 II,
tzn. jesli kazdy v € V ma jednoznaczny rozktad (*). (°%)

Latwo sprawdzi¢, ze pojecia te maja oczekiwane wlasnosci, np. uktad
lin. niezalezny wzgledem V mozna dopetni¢ do bazy V wzgledem V4.

524. Konstrukcja bazy ztozonej z N-serii. Dany operator N € EndV
okresla tancuch Vo C Vi C Vs, ..., gdzie Vj := {0}, V}, := ker N* k € N.
Zauwazmy najpierw, ze jesli k£ > 11 dany uktad uq,...,u, jest liniowo
niezalezny wzgledem Vi, to jego N-obraz, tj. uktad N(uq),..., N(u,),
jest liniowo niezalezny wzgledem Vj_;.

Jesli " N(u;)A* € Vi_1, to dziatajac na to N¥~1 dostajemy N* (Z uiAi) = 0,

wiee Y u; At € Vi, to zag — z zalozenia o uktadzie uy, . .., u, — implikuje A’ = 0.
Jesli na dodatek u; € Vi1, to oczywiscie N(u;) € Vi,. Wybierzmy teraz
(dla ustalonego k > 1) dowolna (nieuporzadkowana) baze — oznaczmy
ja Br41) — przestrzeni Vi1 wzgl. Vi; jej N-obraz jest ukladem w V4,
lin. niezaleznym wzgl. Vi_1, mozna wiec dopetni¢ go do pewnej bazy
By dla Vi, wzgl. Vi_1; postepujac w taki sposob otrzymamy po k kro-
kach baze B(yy dla Vi wagl. Vo = {0}, tzn. ‘zwykla’ baze Vi.

Zbior B := By U By U ... U B4y sklada si¢ oczywiscie z N-serii, a
ponadto rozpina Vji1; pokazemy teraz, ze jest on liniowo niezalezny:

Niech > A(v)v = 0 dla pewnego zestawu wspétezynnikéw A(-) : B — K. Skoro N*
vERB
zeruje sie na B(;) dla j € 1, k, wiec dziatajac operatorem N* otrzymamy réwnosé
> A(w)N*(v) = 0. Otéz liniowa niezaleznosé wzgledem V; zbioru Byj41) impli-
vEB (1)
kuje liniowa niezalezno$é wrzgledem Vy = {0} (tzn. zwykla) zbioru N*(B;11)). Za-
tem z ostatniej réwnosci wynika znikanie wspétezynnikéw A(v) dla v € B(j41). Po-

wtarzajac k-krotnie ten wywdd dostajemy teze. Wobec tego dowiedlismy

93Réwnowazne okreélenie: uktad ui,...,u, € V jest ‘taki, siaki lub owaki’ wzgledem Vp,
jesli uktad wy + Vo, ..., ur + Vi (wektordw przestrzeni ilorazowej V/Vp) jest ... w V/V,.
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Twierdzenie. Jedli operator N jest nilpotentny, za$ k jest (najlepiej
minimalna) liczba taka, ze N**1 = 0, tj. Visq = V, to powyzej skon-
struowany zbior B = By U ... U B4y jest baza V, ztozong z N-serii.

525. Oczywiste uogolnienie: jesli zamiast nilpotentnosci N zatozymy jedy-
nie, ze ker N # {0}, to biorac minimalne k takie, ze Vy11 = V(0, N),
dostaniemy zlozona z N-serii baze przestrzeni pierwiastkowej V(0, V).

526. Cwiczenie. Niech V/ C V maopis V/ = {v:¢1(v) = ... = ¢,(v) =0}, zad V' C V'
—opis V' = {v € V' : ¢1(v) = ... = ¢r(v) = 0}, gdzie dane réwnania, tzn.
elementy é1,...,és,%1,...,1%, € V* sa liniowo niezalezne. Sprawdzié, ze wéwczas

wektory vi,...,v, € V' tworza baze V' wzgledem V"' wtedy 1 tylko wtedy, gdy
macierz kwadratowa [1/)2(1;])] jest nieosobliwa. [Kryterium to jest uzyteczne przy

konstruowaniu ‘bazy jordanowskie]’ danego operatora w przestrzeni V = K”]

10.2 Appendix B: Rekurencje liniowe jednorodne
stopnia d o stalych wspoélczynnikach

527. Dla danych d € N oraz ao,...,a4-1 € K rozwazymy nastepujace réw-
nanie rekurencyjne na ciag & = (29, €1, ¢2,...) € K&*:

Vn € Zy: Tpyqg = aoTn + @12Tpg1 + ...+ Qd—1Tnyd—1; (R)
jest widoczne, ze dowolnie zadane wartosci g, ..., xq_1 € K catkowicie
okreslaja ciag @ spelniajacy rekurencje (R), wiec przestrzen rozwiqzan

W :.={x € KZ+ spelnione sa réwnania (R)}
stanowi d-wymiarowq podprzestrzen przestrzeni KZ+.
Okre$lmy operator S € End KZ+ wazorem S(xo,x1,...) = (21, 29,...),
tzn. (Sx), = v,41, wtedy (R) &= S%& = apz+a;S2+. . .+ays_159 12
— w(S)ze = 0, gdzie [w(A) := )\ —ag —a; A — ... —ag AL

?

zZa-

tem | W = kerw(9) |, z tego wzgledu wielomian w(\) nazywamy wielo-

mianem charakterystycznym rekurencji (R). Zalozymy tutaj, ze w(A)
ma rozktad na czynniki stopnia 1 w K[-]; jest tak zawsze, gdy K = C.

528. Znajdziemy pewna baze, a wiec takze parametryzacje przestrzeni W.
Niech g(A) := (1, \,A\%,...) € KZ+; jest to ciag geometryczny o ilorazie
A € K. Zauwazmy, ze Sg(\) = Ag(A), wiec takze Skg(\) = Mg()\) dla
k € N (przez indukcje); zatem [¢(S)g(X) = ¢(N)g(A) | dla dowolnego
wielomianu ¢. Niech g’(A) = (0,1,2X,3X%,...), ¢"(A) = (0,0,2,6),...),

ogélnie g(*)(\), oznaczaja pochodne odwzorowania A — g(\).

529. Fakt. Zbior {g(s)()\) D SEZLy, NE K} c K&+ jest liniowo niezalezny.

Zalézmy, ze > > xjysg(s)(A]’) = 0 dla pewnych parami réznych Ay,..., A, € K
j=1s=0

oraz pewnego zestawu wspotczynnikéw (xjvs)(j,s)eﬁxm_m' Z okredlenia g( ) oznacza

to, ze Yn > 0 : ijs xjys%b\:)\j/\” = 0; wynika stad, ze dla dowolnego wielomianu
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330.

331.

332.

#(A), tzn. kombinacji liniowej A”, mamy ijs xjys(/)(s)(A]’) = 0. Wezmy teraz ¢(A) =
A=A = x)mH (A= AL whedy to, ze j)\—kk|>\:a(/\ —a)"#£0 & k=n,
oraz wzér Leibniza [qblqbz](k) => (l;)(/)(ll)qb(zk_l), daja (b(k)(/\l) + 0, (b(s)(/\l) =0
dla s € 0,k —1, a takze (b(s)(/\j) =0 dla (j,s) € 2,7 x 0, m; wobec tego biorac
kolejno & = m,m — 1,...,0 dostaniemy &1 = Zi,m—1 = ... = 1,0 = 0. W taki

sam sposob pokazujemy, ze Vs € 0,m: z2,=...= 2, =0, QED.(94)

Whiosek. Jedli A\j,..., A, jest uktadem wszystkich (bez powtdrzen)

pierwiastkéw wielomianu w(A), za$ kq,. ..,k € N — ich krotnosciami,
to wektory (tj. ciagi)
gM),g' M),y oo g( M) g (M), (*)
k1 kr

tworza baze przestrzeni W = ker w(S).

Poniewaz wiemy juz, ze sa one liniowo niezalezne, a ich liczba k1 + ...+ k, = d jest
réwna dim W, wiec wystarczy sprawdzié, ze wektory (*) naleza do W. Zrobimy to,

nie uzywajac wprost wzoru na g(), a jedynie wlasnosci g(A) € ker(S — A):

k
Rézniczkowanie k-krotne w(S)g(A) = w(A)g(A) daje w(S)g*F(A) = 3 (l;)w(j)(/\)~
j=0
Vi€0,k: wli(A) =0, czyli A; jest

(k—4) i (k)
g (A), wige (pierwiastkiem w(A) krotnodci > k + 1) = g% () € kerw(S).

Inny sposéb. Przez indukcje wykazemy zaraz, ze | gf=1)(X) € ker(S — \)* (7).

7Z tego wzoru wynika, ze jedli Ay jest pierwiastkiem krotnosci > k wielomianu w(A),
to g(k_l)(Al) €W =kerw(S), gdyz wtedy w(S) = @w(S)(S — A1)*.

Dowéd (Zx) = (Zry1): Jedli (S — N)FgF=D(X) = 0, to (S — N)FFlgh=D(X) = 0;
réimiczkujac to dostajemy (k +1) - 04 (S — M)+ gF)(X) = 0, cayli mamy (Z41).

Zatem kazde rozwiazanie rekurencji (R) mozna przedstawi¢ w postaci

Ty = 0171)\711 —|— Cmn)\”_l —|— PN —|— Cno)\? —|— Cmn)\f_l —|— ceey

przy czym wartosci d stalych C;s, 7 € I,r,s € 0,k —1, da sie
jednoznacznie okresli¢, znajac np. wartosci poczatkowe xq, ..., x4_1.

Przyklad. Dla rekurencji z, 13 = bxpny2—8x,1+42, wielomian charakterystyczny
w(A) = A3 =5A2 +8X —4 = (A —1)(A—2)? ma pierwiastki A; = 1, Ay = 2 z krotno-
éciami ky = 1, ks = 2; zatem rozwiazanie ogdlne ma postaé z, = a+b-2"+¢c-n27 "1

Dla okreslenia wartosci wspdtezynnikdw przez wartosci poczatkowe zg, 21, #o nalezy

a+b= 2z a =4xg — 4z + 2
rozwiazaé uktad a+2b+c= x1; dostajemy wtedy < b = =3z +42, — 22,
a—+4b+4ec = o ¢ =2xg—3x1 + 2

“Inny dowéd opiera sie na pojeciu i wlasnoéci przestrzeni pierwiastkowych operatora.

r

Dla ustalonych Ay, ..., A, oraz m € N wezmy V = ker v(S), gdzie v(A) := [] (A — ;)™ +;

j=1

jest to skoticzenie wymiarowa przestrzen niezmiennicza wzgledem S, wiec mozemy okresli¢
= S|W € End W. Otéz rachunek przeprowadzony w ponizszym dowodzie pokazuje, ze

g(S)(,\

;) dla s € 0,m naleza do ker(F — A;idy )™, tzn. do przestrzeni pierwiastkowej

V(A;, F). Stad, wobec liniowej niezaleznosci przestrzeni V(A;, F'), wystarczy sprawdzié
liniowa niezalezno$é g(s)(/\j) dla ustalonego A = A;. Jest to bardzo proste: jesli A # 0, to

)\Lng(s)(A)n = w = (wielomian stopnia s wzgledem n), zaé g(*)(0), = n!62.
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333.

wiec rozwiazaniem rekurencji jest z,, = 27! [n(?xo — 31+ w2) — 620+ 8z, — 29:2] +

+(4zg —4a1 +29) = [4+2"(n—3)]zo+ [-4+ 2718 = 3n)]x + [1 + 2"~ (n — 2)]za.

Uwaga 1. Jedli oznaczymy W(A) = <g(/\),g’(/\), L gB, L > C KZ+, to
W(A) = {(9(0), Ap(1), A2(2), Mp(3),...) : ¢ € K[]} dla A#£0,

gdyz )\Ln(g(k)(A))n = )\ang\—kk/\” = %(2) = (funkcja wielomianowa wzgledem n);
natomiast oczywiscie W(0) = {& : z, =0 dla p.w. n € N}.

Uwaga 2. Gdy w(0) = 0, wtedy w ma rozktad w(}X) = @w(\) - A*| gdzie k € I,
w(0) #£ 0, wiec kerw(S) = {x: S*x € ker w(S)}. Zatem opis W = ker w(S) tatwo
uzyskaé z opisu W = ker w(S), mianowicie: W sklada sie z tych ciggow, ktdre po
opuszezeniu k poczatkowych wyrazow dajg element 2z w. (%)

Zatem bez istotnej straty ogdlnosci mozna zalozy¢, ze w(0) # 0, tzn. ze Vj : A; # 0;
rauwazmy w zwiazku z tym, ze jesli A #£ 0, to (ciqg @ jest kombinacja liniowa
g(A), ..., g(k_l)(/\)) < (ma postaé x, = A"p(n), gdzie () € Kp_1[-]).

9Inne uzasadnienie: ap = ... = ay_; = 0, wiec w rekurencji (R) nie ma g, ..., 2p_1.
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