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1 Poj¦cie ciaªa. Liczby zespolone1.1 Krótki rys historyczny1. Liczby zespolone zostaªy odkryte w XVI w. przy okazji zmaga« z roz-wi¡zywaniem równa« algebraicznych trzeciego stopnia. Oto zarys tejciekawej i burzliwej historii, która dziaªa si¦ we Wªoszech:Pierwszym, który wymy±liª metod¦ znajdowania pierwiastka równania 3. stopniabyª zapewne Scipio del Ferro (1465..1526, Bolonia). Zdradziª swój sekret na ªo»u±mierci swoim uczniom, którymi byli Hannibal della Nave i Antonio Mario Fior.A.M.Fior wygraª kilka turniejów matematycznych, przegraª dopiero z Tartagli¡.Tartaglia (`j¡kaªa', wªa±ciwe nazwisko Nicolo Fontana, 1500..57) byª samoukiem,doszedª do stanowiska nauczyciela matematyki w szkole handlowej; wygraª tak»ekonkurs na najdalszy strzaª | ustawiaj¡c armat¦ pod k¡tem 45�; zostaª dzi¦ki temuekspertem artyleryjskim.Turniej Fontana { Tartaglia trwaª a» 50 dni (24.12'1534 .. 12.2'1535); wszystkiezadania wymy±lone przez Fiora byªy na równania 3. stopnia. Dnia 4 lutego 1535(8 dni przed ko«cem terminu) Tartaglia odkryª metod¦, dzi¦ki której wygraª.GirolamoCardano (1501..76) zaskarbiª sobie zaufanie Tartaglii i w ko«cu wydobyªode« tajemnic¦; opublikowaª metod¦ w ARS MAGNA (1545), dziele nt. algebry.Awantura i pretensje Tartaglii sko«czyªy si¦ turniejem (1548), na który Cardan nieraczyª nawet osobi±cie przyby¢, przysyªaj¡c w zamian swego ucznia, Lodovico Fer-rariego, odkrywc¦ metody (te» opisanej w ARS MAGNA, z nazwiskiem autora)rozwi¡zywania równa« stopnia 4. Tartaglia tym razem przegraª turniej.Warto u±wiadomi¢ sobie, »e w owym czasie nie istniaªa jeszcze dzisiejsza notacjaalgebraiczna, a wi¦c nie stosowano jeszcze np. znaków +, {, �, p , itp. Co gorsza,ka»dy z uczestników tych wydarze« u»ywaª wªasnych, zwykle bardzo nieprzyst¦p-nych oznacze« lub wr¦cz opisywaª sªownie operacje arytmetyczne. Oto dla przy-kªadu próbka notacji Bombellego z jego podr¦cznika ALGEBRA (1572):0m.3a.R[0m.16] w notacji Bombellego dzi± zapisujemy jako �3 + 4_� ;u»yte tu litery a, m i R s¡ skrótami ªaci«skich sªów addo | doda¢, minno, meno| odj¡¢, radical | pierwiastek; zatem R[0m.16] oznacza `pierwiastek z {16'.2. Wzór Tartaglii, 1535(1): Równanie x3 = 3ax + 2b (wspóªczynnikia; b s¡ dane) ma pierwiastekx = 3qb+pb2 � a3 + 3qb�pb2 � a3.Sprawdzenie: x = u+v, gdzie � u3 + v3 = 2b;uv = a; wi¦c x3 = 3uvx+u3+v3 = 3ax+2b.3. Dla x3+3x+2 = 0 dostajemy x = 3q�1 +p2� 3q1 +p2 � �0:596071.Dla x3 � 3x+ 2 = 0 dostajemy: x = 3p�1 + 3p�1 = �2.Dla x3 � 3 3p2x+ 2 = 0 (czyli a = 3p2, b = �1) dostajemy:1Zapewne równowa»ny wzór odkryª kilkana±cie lat wcze±niej Scipion del Ferro. Wi¦cejo tych sprawach mo»na znale¹¢ w HISTORII MATEMATYKI Marka Kordosa, WSiP'94.5



x = 3q�1 +p�1 +q�1�p�1.Je±li nie zrazimy si¦ tym, »ep�1 `nie istnieje', to licz¡c formalnie otrzy-mamy równo±ci ( (1 +p�1)3 = : : : = �2 + 2p�1(1�p�1)3 = : : : = �2� 2p�1 , z których wynikax = 1 +p�13p2 + 1 �p�13p2 = 23p2 = 3p4, co jest wynikiem poprawnym!1.2 Poj¦cie ciaªa. Ciaªo liczb zespolonych4. De�nicja ciaªa. Ciaªem nazywa si¦ zbiór K wyposa»ony w dwa dzia-ªania 2-argumentowe `+' i `�', speªniaj¡ce nast¦puj¡ce aksjomaty:1� �¡czno±¢ n dodawania: (a+ b) + c = a+ (b+ c);i mno»enia: (ab)c = a(bc):2� Przemienno±¢ dodawania i mno»enia: a+ b = b+ a, ab = ba.3� Istnienie elementów neutralnych:n dla dodawania: O 2 K (`zero'), taki »e O + a = a dla a 2 K ;i dla mno»enia: I 2 K (`jedynka'), taki »e Ia = a dla a 2 K :4� Istnienie elementów odwrotnych:n dla dodawania: dla a 2 K istnieje b 2 K , takie »e a+ b = O;i dla mno»enia: dla a 2 K n fOg istnieje b 2 K , takie »e ab = I:Oznaczenia: ( �a = b, je±li a+ b = O (element przeciwny do a);a�1 = 1a = b, je±li ab = I (element odwrotny do a):5� Rozdzielno±¢ mno»enia wzgl¦dem dodawania: a(b + c) = ab + ac.6� Nietrywialno±¢: O 6= I (bez 6� byªoby K = fOg).5. Przykªady ciaª. Ciaªa liczbowe (tzn. `podciaªa' ciaªa R):Q, R,Q(p2).Ciaªa nieliczbowe (sko«czone!): GF2 = fO; Ig z dziaªaniami + O IO O II I O ,� O IO O OI O I ; GF4 = fO; I; a; bg z dziaªaniami + O I a bO O I a bI I O b aa a b O Ib b a I O , � O I a bO O O O OI O I a ba O a b Ib O b I aUwaga (dla znaj¡cych poj¦cie macierzy). GF4, czyli tzw. `ciaªo Galois', mo»nazrealizowa¢ wychodz¡c z ciaªa GF2 = fO; Ig i bior¡c cztery nast¦puj¡ce macierzewymiaru 2� 2: O := �O OO O �, I := � I OO I �, a := �O II I �, b := � I II O � = a2.1.3 De�nicja i wªasno±ci liczb zespolonych6. Konstrukcja ciaªa C . W zbiorze C := R� R = f(a; b) : a; b 2 Rg,którego elementy (tzn. pary liczb rzeczywistych) nazywa¢ b¦dziemyliczbami zespolonymi, wprowad¹my nast¦puj¡ce dziaªania:6



dodawanie: (a; b) + (c; d) := (a+ c; b+ d),mno»enie: (a; b)(c; d) := (ac� bd; ad+ bc).7. Fakt. Zbiór C = R � R z powy»szymi dziaªaniami jest ciaªem;w szczególno±ci zerem jest O = (0; 0), jedynk¡ I = (1; 0); elemen-tem przeciwnym do (a; b) jest (�a;�b), a odwrotno±ci¡ | element� aa2 + b2 ; �ba2 + b2�.8. Cz¦±¢ rzeczywista i cz¦±¢ urojona liczby zespolonej. Dwa czªonypary, jak¡ jest liczba zespolona z 2 C , nazywa si¦ cz¦±ci¡ rzeczywist¡i cz¦±ci¡ urojon¡ liczby z; oznacza si¦ je symbolami Re z i Imz (s¡ toskróty ªaci«skich sªów realis, imaginaris):z = (a; b) ) (Re z := a;Im z := b:Wprost z de�nicji dziaªa« w C wynikaj¡ wzory(Re(z1 + z2) = Re z1 +Re z2;Im(z1 + z2) = Imz1 + Imz2; (Re(z1z2) = Re z1Re z2 � Im z1 Imz2;Im(z1z2) = Re z1 Im z2 + Im z1Re z2:9. Wygodne spostrze»enia i oznaczenia. Zauwa»my, »e:(a) podzbiór elementów z 2 C postaci (a; 0), tzn. takich »e Im z = 0,jest zamkni¦ty wzgl¦dem obu dziaªa« (czyli jest podciaªem), przy czym(a; 0) + (b; 0) = (a+ b; 0);(a; 0)(b; 0) = (ab; 0);a wi¦c sensowne (nie prowadz¡ce do kolizji) jest stosowanie `stenogra�i',polegaj¡cej na pisaniu a zamiast (a; 0). W tym sensie b¦dziemy odt¡dtraktowa¢ liczby rzeczywiste jako liczby zespolone o zerowej cz¦±ci uro-jonej, czyli traktowa¢ R jako podzbiór (a nawet pociaªo) fz : Im z = 0gciaªa C ; w konsekwencji b¦dziemy pisa¢ 0 zamiast O, a 1 zamiast I;(b) je±li oznaczymy _� := (0; 1), to _�2 = (0; 1)(0; 1) = (�1; 0) = �1,gdzie ostatnia równo±c jest wynikiem konwencji (a);(c) ka»d¡ liczb¦ zespolon¡ (a; b) 2 C mo»na przedstawi¢ w postaci(a; b) = (a; 0) + (0; 1)(b; 0), a wi¦c | po zastosowaniu konwencji (a),(a; b) = a+ _�b; a; b 2 R,co mo»na tak»e zapisa¢ w postaciz = Re z + _� Imz.10. Te spostrze»enia i por¦czna notacja uwalniaj¡ nas od stosowania skom-plikowanych wzorów de�niuj¡cych dziaªania na liczbach zespolonych;zamiast nich w rachunkach na liczbach zespolonych a + _�b wystarczypami¦ta¢ o wªasno±ciach dziaªa« (przemienno±¢, ª¡czno±¢, rozdzielno±¢,wªasno±ci 0 i 1) oraz o regule _�2 = �1, na przykªad(�3 + 12_�) + (2� _�)(3 + 4_�) = �3 + 12_�+ 6 + 8_�� 3_�� 4_�2 = 7 + 170_�,2 + 3_�3� 4_� = (2 + 3_�)(3 + 4_�)(3 � 4_�)(3 + 4_�) = 6 + 8_� + 9_� + 12_�232 + 42 = : : : = � 625 + _�1725.7



1.4 Operacje sprz¦»enia i moduªu11. Operacja sprz¦»enia. Sprz¦»eniem liczby z = (a; b) 2 C nazywa si¦liczb¦ z := (a;�b); w por¦czniejszej notacji:a+ _�b := a� _�b, je±li a; b 2 R,co mo»na te» zapisa¢ w postaciz = Re z � _� Imz.12. Fakt. Operacja sprz¦»enia C ! C ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:1� z1 + z2 = z1+z2 (addytywno±¢); 2� z1z2 = z1z2 (multiplikatywno±¢);3� z1=z2 = z1=z2; 4� zn = (z)n (n 2Z); 5� z = z (inwolutywno±¢);6� zz = (Re z)2 + (Im z)2, wi¦c zz 2 R+; 7� z = z () z 2 R;8� z = �z () z 2 _�R := f _�y : y 2 Rg (zbiór tzw. liczb urojonych).Ad 2�: z1z2 = (x1 + _�y1)(x2 + _�y2) = (x1x2 � y1y2) + _�(x1y2 + y1x2), wi¦c z1z2 =(x1x2 � y1y2) � _�(x1y2 + y1x2), za± z1z2 = ::: = (x1x2 � y1y2) � _�(x1y2 + y1x2).Ad 3� z := z1z2 , wtedy z1 = zz2 zgodnie z 2� daje z1 = zz2, czyli z = z1z2 .Ad 4�: Dlan 2 N z 2� przez indukcj¦ dostajemy z1 : : : zn = z1 : : : zn, w szczególno±ci zn = zn;dla n < 0 mamy zn = 1=z�n 3�= 1z�n = z�n. Ad 6 : (x+ _�y)(x� _�y) = x2+ y2  0.13. Skoro (z = Re z + _� Imz;z = Re z � _� Im z; to mamy te» wa»ne wzory8><>:Re z = 12(z + z);Im z = 12_� (z � z):14. Fakt. Moduª jzj := pzz jest funkcj¡ C ! R+ := fr 2 R : r  0g,maj¡c¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci:1� jzj = 0 () z = 0, 2� jz1z2j = jz1j � jz2j,3� ���z1z2 ��� = jz1jjz2j 4� jz1 + z2j2 = jz1j2 + 2Re(z1z2) + jz2j2,5� jz1 + z2j ¬ jz1j+ jz2j, 6� ���jz1j � jz2j��� ¬ jz1 � z2j.2� i 5� maj¡ oczywiste uogólnienia: jz1z2 : : : znj = jz1j � jz2j � : : : � jznj,jz1 + z2 + : : : znj ¬ jz1j+ jz2j+ : : :+ jznj. Ostatnia nierówno±¢ staje si¦równo±ci¡ () 9z 2 C : 9r1; : : : rn 2 R+ : z1 = r1z; : : : ; zn = rnz,tzn. gdy zi le»¡ na póªprostej przechodz¡cej przez 0 2 C (¢wiczenie).Zauwa»my przede wszystkim, »e de�nicja moduªu ma sens, gdy» dla ka»degoz = (a; b) = a+ _�b 2 C wielko±¢ zz = (a + _�b)(a� _�b) = a2 + b2 nale»y do R+.Ad 2�: Je±li z = z1z2, to z wªasno±ci sprz¦»enia zz = z1z1 � z2z2; przy tym liczbyzz, z1z1 i z2z2 nale»¡ do R+, wi¦c mo»na obustronnie spierwiastkowa¢ t¦ równo±¢.Ad 3�: Niech z = z1=z2, wtedy z1 = zz2, wi¦c jz1j = jzj � jz2j na mocy 2�; st¡d teza.Ad 4�: L = (z1 + z2)(z1 + z2) = (z1 + z2)(z1 + z2) = z1z1 + z1z2 + z2z1 + z2z2 == jz1j2 + w + w + jz2j2 = P , gdzie w = z1z2.Ad 5�: Korzystamy z Re z ¬ jzj oraz z 3� (lub z 2�) i Re z1z2 + z3 +Re z2z1 + z3 = 1.Ad 6�: Dla a; b 2 R: jbj ¬ a () �a ¬ b ¬ a, wi¦c 5� oznacza nierówno±ci�jz1�z2j ¬ jz1j�jz2j ¬ jz1�z2j; dostajemy je z 4�, bior¡c sumy � z1 + (z2 � z1)(z1 � z2) + z2 �.8



1.5 O niemo»no±ci uporz¡dkowania15. Ciaªo uporzadkowane: Jest to takie ciaªo K , w którym jest zadana rela-cja "<", zwana uporz¡dkowaniem, speªniaj¡ca nast¦puj¡ce aksjomaty:1� 8a; b 2 K : a < b albo a > b (tzn. b < a) albo a = b (trichotomia);2� 8a; b; c 2 K : (a < b; b < c)) a < c (przechodnio±¢);3� 8a; b; c 2 K : a < b) a+ c < b+ c (monotoniczno±¢ dodawania);4� 8a; b; c 2 K : (a < b; c > 0)) ac < bc ( : : : : : : : : : : mno»enia).Odnotujmy, »e z 3� wynika (dla b := 0; c := �a) wa»na wªasno±¢ a < 0 ) �a > 0.16. Fakt. Ciaªa liczb zespolonych nie da si¦ uporz¡dkowa¢, tzn. w zbiorzeC nie istnieje relacja "<" o wªasno±ciach 1�:::4�.Zauwa»my, »e z 4� wynika, »e 8b; c 2 K : �b > 0; c > 0� ) bc > 0, a wi¦c te»�b < 0; c < 0� ) bc = (�b)(�c) > 0; st¡d i z 1� dostajemy 8a 2 K� : a2 > 0;w szczególno±ci 1 = 12 > 0, a wi¦c �1 < 0. Teraz ju» ªatwo dowie±¢ nie wprostnasz¡ tez¦: Dla K = C oprócz �1 < 0 byªoby te» �1 = _�2 > 0, sprzeczno±¢ z 1�.17. Uwaga. Dla z 2 C zapis `z > 0' zawsze b¦dzie oznacza¢, »e z jest rzeczywist¡ liczb¡dodatni¡, tzn. � z 2 Rz > 0 �; innymi sªowy z = (a; b) > 0 df() � a > 0b = 0 �.Je±li teraz okre±limy w zbiorze C relacj¦ `<' wzorem z1 < z2 df() z2 � z1 > 0, tzn.�Re z1 < Re z2Imz1 = Imz2 �, to oczywi±cie speªnione b¦d¡ warunki 2�; 3�; 4�, ale nie 1�.18. �wiczenie. Okre±lmy dla liczb zespolonych inn¡ `namiastk¦ uporz¡dkowania':z1 � z2 df() �Re z1 < Re z2Imz1 < Im z2�. Sprawdzi¢, »e ma ona 3 spo±ród wªasno±ci 1� : : :4�.1.6 Posta¢ biegunowa i trygonometryczna19. Fakt (rozkªad biegunowy). Ka»da liczba z 2 C ró»na od zera majednoznaczny rozkªad, zwany postaci¡ biegunow¡ liczby z, postaciz = ru, gdzie r > 0, za± u 2 U := fu 2 C : juj = 1g. (R)Istotnie, dla r := jzj oraz u := zr warunki (R) s¡ speªnione, co dowodzi istnienia.Jednoznaczno±¢: Z (R) wynika, »e jzj = jrj � juj = jrj = r, wi¦c ( r = jzju = zjzj ), Q.E.D.20. Oznaczenie (symbol Eulera). e_�' := cos'+ _� sin' dla ' 2 R .Uwaga. Nie nale»y traktowa¢ e _�' jako \pot¦gi liczby e o urojonym wykªadniku".Liczb¦ cos' + _� sin' 2 C , zale»¡c¡ od ' 2 R, mogliby±my tu oznacza¢ jakim±`neutralnym' symbolem, np. u(') lub u' lub tp. Otó» zobaczymy zaraz, »e funk-cja R 3 ' 7! cos' + _� sin' 2 C ma wªasno±ci podobne do funkcji wykªadni-czej ' 7! a', a wi¦c symbol e _�' oka»e si¦ wygodny dzi¦ki swojej sugestywno±ci.Gª¦bsze uzasadnienie symbolu e _�' przyniesie wykªad z analizy, na którym wzóre _�' = cos'+ _� sin' pojawi si¦ ponownie, lecz ju» jako twierdzenie, a nie de�nicja.Dla niecierpliwych: Na analizie de�nicj¡ ez b¦dzie wzór ez := limn!1 nPk=0 1k!zk, z 2 C .9



21. Fakt (wªasno±ci symbolu Eulera).(1) je_�'j = 1, tzn. e_�' 2 U ;(1') co wi¦cej, zbiór fe_�' : ' 2 Rg jest caªym okr¦giem jednostkowym U ;(2) (e_�')�1 = e _�' = e�_�';(3) e_�'1 � e_�'2 = e _�('1+'2);(4) e_�' = 1 () ' 2 2�Z, tzn. 9n 2 Z: ' = 2�n, ogólniej:(4') e_�'1 = e _�'2 () '2 � '1 2 2�Z, tzn. 9n 2Z: '2 � '1 = 2�n.Sprawdzenie (1), (2), (3) jest prostym ¢wiczeniem na wªasno±ci moduªu, sprz¦»eniaoraz funkcji cos i sin. Wªasno±¢ (4') wynika z (4), gdy» e _�'2 �e _�'1��1 = e _�('2�'1)wskutek (2) i (3). Natomiast wªasno±ci (1') i (4) wypowiadaj¡ nast¦puj¡cy22. Fakt (znany ze szkoªy). Je±li c; s 2 R speªniaj¡ warunek c2+ s2 = 1, to9' 2 R : (c = cos's = sin'). Ponadto ( cos = cos'sin = sin' ), ( 9n 2Z: = '+ 2n� ).23. Wniosek (wªasno±ci okr¦gu jednostkowego U = fu 2 C : juj = 1g).(1) u1; u2 2 U ) u1u2 2 U (zamkni¦to±¢ wzgl¦dem mno»enia);(2) u 2 U ) u�1 = u 2 U ( : : : : : : : odwrotno±ci i sprz¦»enia);(3) U = fe_�' : ' 2 Rg (parametryzacja).24. Uwaga. Zauwa»my, »e je±li u = e _�', to � cos' = Reu = 12(u+ u);sin' = Imu = 12_�(u � u); wi¦c wzory�Re(u1u2) = (Reu1)(Reu2)� (Imu1)(Imu2);Im(u1u2) = (Reu1)(Imu2) + (Imu1)(Reu2) (zobacz okre±lenie mno»enia w C )prowadz¡ wprost do to»samo±ci � cos('1 + '2) = cos'1 cos'2 � sin'1 sin'2;sin('1 + '2) = sin'1 cos'2 + cos'1 sin'2:Dzi¦ki temu znaj¡c wªasno±ci symbolu e _�' (oraz wªasno±ci operacji na liczbachzespolonych) mo»emy ªatwo wyprowadzi¢ ka»d¡ to»samo±¢ trygonometryczn¡. Np.cos3' = �u+ u2 �3 = u3 + 3u+ 3u+ u38 = 14 cos 3'+ 34 cos',sin2' cos = �u� u2_� �2 v + v2 = �18(u2 � 2 + u2)(v + v) == v + v4 � u2v + u2v8 � u2v + u2v8 = 12 cos � 14 cos(2'+  ) � 14 cos(2'�  ).25. Wniosek (posta¢ trygonometryczna). Ka»d¡ liczb¦ 0 6= z 2 C mo»naprzedstawi¢ w postaci z = re_�' = r(cos'+ _� sin'), gdzie ' 2 R; r > 0.Oczywi±cie r = jzj; liczb¦ ' nazywa si¦ argumentem z i oznacza sym-bolem Arg z; jest ona okre±lona z dokªadno±ci¡ do krotno±ci 2�. Liczb¦' 2 [0; 2�[ tak¡, »e z = jzje_�', tzn. warto±c Arg z nale»¡c¡ do [0; 2�[,nazywa si¦ argumentem gªównym liczby z i oznacza symbolem arg z.Powy»sza tradycyjna de�nicja Arg z ma, jak teraz zobaczymy, pewne wady, wi¦cpotraktujemy j¡ jako tymczasow¡ i za chwil¦ zast¡pimy lepsz¡ formalnie de�nicj¡.26. Gdzie tkwi bª¡d w wywodzie ( � _� = e 32� _� ) Arg(� _�) = 3�2� _� = e� 12 _� ) Arg(� _�) = ��2 )) 3�2 = ��2 ?W tym, »e kieruj¡c si¦ naszymi nawykami (zwi¡zanymi z symbolami postaci sinx,Re z itd.) potraktowali±my Arg z jako warto±¢ pewnej funkcji, przyporz¡dkowuj¡cejliczbie z pewien k¡t Arg z 2 R. Tymczasem tak nie jest: zapis Arg z = ' oznaczaz = jzje _�', a ta ostatnia konstatacja wcale nie okre±la jednoznacznie warto±ci '.10



S¡ dwa (w gruncie rzeczy równowa»ne) sposoby nadania sensu zdaniu ' = Arg z:(1) Przyporz¡dkowanie C � := C n f0g 3 z 7! Arg z 2 R jest funkcj¡ wieloznaczn¡;taka \funkcja" nie jest prawdziw¡ funkcj¡, bo wyra»enie Arg z jest wieloznaczne,okre±la nie liczb¦, ale caª¡ klas¦ liczb (k¡tów równowa»nych w tym sensie, »e wszyst-kim odpowiada ten sam punkt e _�' na \okr¦gu trygonometrycznym" U );(2) Arg z nie jest liczb¡, lecz zbiorem liczb: Arg z := f' 2 R : z = jzje _�'g, za±zapis ' = Arg z jest (`nonszalanck¡', `niefrasobliw¡', `tradycyjn¡' albo `staro±wieck¡')form¡ zapisu zdania ' 2 Arg z. W takim samym sensie zapis a = �1 oznaczaa 2 f1;�1g, zapis p�1 = � _� oznacza p�1 = f _�;� _�g, a zapis z = p�1 oznaczatyle, co z = � _�, czyli (ju» w precyzyjnej postaci) z 2 f _�;� _�g.27. Fakt. Dla z 2 C � := C n f0g okre±lmy Arg z := f' 2 R : z = jzje_�'g .Wtedy:(1) Zbiór Arg z jest jedn¡ z klas nast¦puj¡cej relacji równowa»no±ci'1 �= '2 def() '2 � '1 2 2�Zw zbiorze R; zatem Arg jest odwzorowaniem Arg : C � ! R=2�Z,gdzie R=2�Z= R= �= oznacza zbiór wszystkich klas relacji �=.(2) Arg(z1 � z2) = Arg z1 +Arg z2, gdzie po prawej stronie mamy tzw.sum¦ algebraiczn¡ podzbiorów ciaªa C :A+B := fa+ b : a 2 A; b 2 Bg.(3) Arg(z�1) = Arg z = �Arg z, Arg z1z2 = Arg z1 �Arg z2.(4) Je±li z1; z2 2 C �, to z1 = z2 () ( jz1j = jz2jArg z1 = Arg z2).Ad (1) Wynika to wprost st¡d, »e e _�'1 = e _�'2 , 9n : '2�'1 = 2�n, tzn. '1 �= '2.Niech ['] = ' + 2�Zoznacza �=-klas¦ elementu ' 2 R; wtedy, wprost z de�nicji,['1+'2] = ['1]+['2]; otó» r1e _�'1 �r2e _�'2 = (r1r2)e _�('1+'2) oraz Arg(re _�') = ['] (dlar; ' 2 R; r > 0); st¡d teza. Ad (3) Je±li z = re _�', to z�1 = 1r e� _�' oraz z = re� _�',sk¡d teza. Ad (4). Je±li ' 2 Arg z, to z = jzje _�', sk¡d wynika `('.28. Argument gªowny arg z 2 Arg z jest wyró»niony arbitralnym warun-kiem nale»enia do [0; 2�[; w odró»nieniu od Arg nie jest on addytywny:ró»nica d := arg z1+arg z2�arg(z1z2) jest równa albo 0, albo 2�. Gdy-by±my zamiast [0; 2�[ wzi¦li przedziaª ]��; �], byªoby jeszcze gorzej:d 2 f�2�; 0; 2�g. Czy jaki± inny sposób wyboru reprezentanta mógªbyzapewni¢ addytywno±¢? Okazuje si¦, »e nie, mianowicie:29. Fakt. Nie istnieje funkcja � : C � ! R, speªniaj¡ca warunki� �(z) 2 Arg ztzn. z = jzje_��(z) � oraz 8z1; z2 2 C : �(z1z2) = �(z1) + �(z2).�(1) = �(1)+�(1) (gdy» 1 = 1 �1) oraz �(1) = �(�1)+�(�1) (gdy» 1 = (�1)(�1));st¡d �(1) = 0, �(�1) = 0, co jest sprzeczne z warunkiem �1 = e _��(�1).30. Wzór de Moivre'a. Je±li n 2Z; r  0 oraz ' 2 R, to�r(cos'+ _� sin')�n = rn(cos n'+ _� sinn').11



Wynika on wprost z wªasno±ci �e _�'�n = e _�n' symbolu Eulera i ma raczej historyczneni» praktyczne znaczenie: Stosuj¡c symbol ®e _�'¯ mo»emy tego wzoru nie u»ywa¢.1.7 Pierwiastkowanie liczb zespolonych31. De�nicja. Dla z 2 C i n 2 N okre±lmy npz := fw 2 C : wn = zg .Elementy zbioru npz nazywa si¦ pierwiastkami stopnia n z liczby z;cz¦sto spotykany tradycyjny zapis `w = npz' oznacza `w 2 npz', wi¦cnp. wzór z = �b+p�2a oznacza to samo, co `z 2 n�b+w2a : w 2 p�o'.32. Przykªad. w 2 3p1 , w3 = 1 , 0 = w3 � 1 = (w � 1)(w2 + w + 1);poniewa» pierwiastkami równania w2 + w + 1 = 0 s¡ w = �1� _�p32 ,to 3p1 = f1; !; !g , gdzie liczba ! := �1 + _�p32 = e_�2�3 ma wªasno±ci!2 + ! + 1 = 0, !3 = 1, !! = 1, !2 = !�1 = ! :33. Fakt. npre _�' = �r 1n e_�'+2k�n : k 2 0; n� 1� dla r > 0; ' 2 R.Wniosek (Interpretacja geometryczna). npz jest zbioremwierzchoªkówpewnego n-k¡ta foremnego wpisanego w okr¡g C(0; r 1n ), r := jzj.Istotnie, zapiszmy w w postaci trygonometrycznej: w = %e _��, wtedy wn = %ne _�n�,wi¦c w 2 npz () wn = z () %n = r (tzn. % = r 1n ) oraz n� �= ', tzn.n� = '+ 2k�, k 2Z. Przy tym wielko±¢ e _� '+2k�n nie zmienia si¦, gdy do k dodamykrotno±¢ n, wi¦c wystarczy si¦ ograniczy¢ do k 2 0; n� 1.34. Przykªad. Liczba �4 ma posta¢ trygonometryczn¡ 4e _��, a wi¦c4p�4 = 4p4e _�� = �p2e _� �4 ;p2e _� 3�4 ;p2e _�5�4 ;p2e _�7�4 	 = �1+ _�;�1+ _�;�1� _�; 1� _�	.35. Fakt. npz1z2 = npz1 npz2 dla z1; z2 2 C ,gdzie po prawej stronie wyst¦puje `iloczyn algebraiczny' podzbiorów C .Mo»emy zaªo»y¢, »e z1 6= 0. Je±li w 2 npz1z2 to dla dowolnego w1 2 npz1 bior¡cw2 := ww1 mamy w2n = wnw1n = z1z2z1 = z2, a zatem w = w1w2 2 npz1 npz2.Odwrotnie, gdy wk 2 npzk, wtedy (w1w2)n = w1nw2n = z1z2, czyli w1w2 2 npz1z2.36. Fakt. Niech n 2 N, n  2. Nie istnieje funkcja pn : C ! C , taka »epn(z) 2 npz oraz pn(z1z2) = pn(z1)pn(z2).pn(zn) = �pn(z)�n = z, wi¦c 1 = pn(1) = pn(�n) = � dla z = � = e 2� _�n , sprzeczno±¢.1.8 Interpretacje geometryczne niektórych rzeczy37. �wiczenie. Znale¹¢ interpretacj¦ geometryczn¡:(a) Dodawania z = z1+z2 liczb zespolonych (`reguªa równolegªoboku').(b) Cz¦±ci rzeczywistej i urojonej oraz moduªu i sprz¦»enia liczby z.12



(c) Mno»enia z = z1z2 (zastosowa¢ wzór r1e_�'1r2e_�'2 = (r1r2)e_�('1+'2);odnotujmy, »e dla znalezienia dªugo±ci r1r2 musimy mie¢ opróczpunktów 0; r1; r2 osi rzeczywistej tak»e punkt 1 2 C , wtedy przedziaª[0; 1] zadaje jednostk¦ dªugo±ci.(d) Odwzorowania C 3 z 7! F (z) := az+b, je±li a 2 C �; b 2 C s¡ daneOdpowied¹. F jest zªo»eniem Tb � Hk � O' obrotu o k¡t ' := arg a,jednokªadno±ci (tj. homotetii) o skali k := jaj oraz translacji o b.(e) Inwersji, czyli odwzorowania C � 3 z 7! J (z) := z�1 2 C �.Odpowied¹. J jest zªo»eniem (w dowolnej kolejno±ci) operacji sprz¦-»enia i operacji z 7! w, gdzie w jest punktem póªosi zR+ (wychodz¡cejz punktu 0 i przechodz¡cej przez z) odlegªym od 0 o 1=r, gdzie r = jzj.1.9 Równanie trzeciego stopnia; metoda Cardana38. Problem. Znale¹¢ par¦ liczb, maj¡cych dan¡ sum¦ S i dany iloczyn I;innymi sªowy: rozwi¡za¢ wzgl¦demw1; w2 ukªad równa« nw1 + w2 = S;w1w2 = I:Rozwi¡zanie. Skorzystajmy ze szkolnych wzorów Viete'a: pierwiastkiw1; w2 równania w2 � Sw + I = 0 maj¡ potrzebne nam wªasno±ci!39. Redukcja równania. Równanie x3+ax2+bx+c = 0 (a; b; c 2 C -dane)mo»na zawsze `zredukowa¢', podstawiaj¡c x = z+C i dobieraj¡c staª¡C 2 C tak, by w otrzymanym równaniu na z nie wyst¡piª kwadrat z.40. Metoda Cardana. Zajmijmy si¦ równaniem zredukowanym postaciz3 + pz + q = 0(p; q 2 C | dane, p 6= 0): (R)Przedstawmy szukany pierwiastek (R) w postaci sumy z = u+v; wtedyz3 = u3 + 3u2v + 3uv2 + v3 = 3uvz + (u3 + v3). Prawa strona b¦dzierówna �pz � q, je±li par¦ (u; v) dobierzemy tak, bynu3 + v3 = �q3uv = �p ; (U)zatem speªnienie tego ukªadu jest warunkiemwystarczaj¡cym (ale wcalenie koniecznym!), na to, by liczba z = u + v speªniaªa równanie (R).Konsekwencj¡ warunków (U) jest ukªad typu `dane s¡ suma i iloczyn':nu3 + v3 = �qu3v3 = �p327 . (U')Jak wiemy, dla rozwi¡zania ukªadu (U') wzgl¦dem wielko±ci u3; v3trzeba rozwi¡za¢ równanie kwadratowew2 + qw� p327 = 0; (RR)nosi ono nazw¦ równania rozwi¡zuj¡cego (albo równania rezolwenty)dla równania (R). Je±li w0; w1 s¡ pierwiastkami (RR), to dowolna para(u; v), taka »e u3 = w0, v3 = w1 (tzn. u 2 3pw0, v 2 3pw1) b¦dziespeªnia¢ (U'); jednak»e chc¡c, by oprócz (U') speªniony byª mocniejszyukªad (U), musimy zadba¢ o wªa±ciwe skorelowanie wyboru warto±ci13



u 2 3pw0 i v 2 3pw1. Dlatego te» post¡pmy w nast¦puj¡cy sposób:Znajd¹my tylko jeden z pierwiastków w0 równania (RR), nast¦pnieza± jedn¡ z warto±ci u0 2 3pw0 oraz dobierzmy v0 tak, by speªnionebyªo drugie z równa« ukªadu (U), tzn. v0 := � p3u0 . Wtedy tak»epierwsze z równa« (U) b¦dzie speªnione, skoro bowiem w0 = u03 jestjednym z pierwiastków (RR), to drugim (ze wzoru Viete'a na w0w1)jest w1 = � p327w0 = v03, a wi¦c u03 + v03 = �q ze wzoru Viete'a naw0 + w1.Zauwa»my teraz, »e dwie inne pary (u1; v1), (u2; v2), otrzymane zpary (u0; v0) za pomoc¡ wzorów( u1 := !u0v1 := !v0 ; (u2 := !u0v2 := !v0 ,daj¡ te same warto±ci u3 + v3 (gdy» !3 = 1) oraz te same warto±ci uv(gdy» !! = 1), a wi¦c na równi z par¡ (u0; v0) speªniaj¡ ukªad (U).Wobec tego dowiedli±my, »e ka»da z liczb 8><>: z0 = u0 + v0z1 = u1 + v1 = !u0 + !v0z2 = u2 + v2 = !u0 + !v0(s¡ to wªa±nie tzw. wzory Cardana) jest pierwiastkiem równania (R).41. Przykªad. z3�6z�40 = 0; � u3 + v3 = 40;uv = 2; w2�40w+8 = 0, � = 16(100�2) == 16 � 49 � 2, w0 = 20 + 14p2, (u0 = 3p20 + 14p2 ;v0 = 3p20� 14p2 : Sk¡din¡d z0 = u0 + v0 = 4,gdy» W (z) = (z � 4)(z2 + 4z + 10); wobec tego fz0; z1; z2g = f4;�2 � _�p6g.Co wi¦cej, mo»na zauwa»y¢, »e � u0 = 2 +p2;v0 = 2�p2; a zatem � z1 = ::: = �2 + _�p6 ;z2 = ::: = �2� _�p6 :42. Przykªad. z3 � 15z � 10 = 0; �u3 + v3 = 10;uv = 5; w2 � 10w + 125 = 0, � = �400,w0 = 5 + 10_� = p125 1 + 2_�p5 = �p5�3e _�', gdzie ( cos' = 1p5sin' = 2p5 ), tzn. ' = arc tg 2.Bior¡c ( u0 = p5e _�'3v0 = p5e� _�'3 dostajemy z0 = 2p5 cos '3 , z1;2 = 2p5 cos '� 2�3 . Nume-rycznie: ' = 1:107149 = 63:4349�, z0 = 4:17103, xz = �3:48260, z2 = �0:688429.43. Fakt. Je±li ( u3 + v3 = �q3uv = �p oraz z3 + pz + q = 0, to z = u + v lubz = !u+!v lub z = !u+!v. Zatem metoda Cardana daje wszystkiepierwiastki równania z3 + pz + q = 0.�atwo sprawdzi¢ to»samo±¢ (z�u�v)(z�!u�!v)(z�!u�!v) = z3�3uvz�u3�v3(wymna»aj¡c i porz¡dkuj¡c wzgl¦dem pot¦g z), z której oczywi±cie wynika teza.44. Fakt. Ka»dy wielomian w(x) = x3 + ax2 + bx + c (gdzie a; b; c 2 C )mo»na rozªo»y¢ na czynniki stopnia pierwszego(2):2Jak zobaczymy w nast¦pnym podrozdziale, ka»dy wielomian dowolnego stopnia marozkªad na czynniki stopnia pierwszego o wspóªczynikach z C ; jednak»e w przypadkuogólnym dowód wymaga zastosowania tzw. podstawowego twierdzenia algebry.14



9x0; x1; x2 2 C : w(x) = (x� x0)(x� x1)(x� x2);przy tym x0+x1+x2 = �a (wzór Viete'a), wi¦c równanie zredukowane(i tylko takie) ma pierwiastki o zerowej sumie.We¹my C 2 C takie, »e W (z) := w(z+C) ma posta¢ z3+pz+ q, zob. 39; okre±lmyz0; z1; z2 wzorami Cardana, wtedy W (z) = (z � z0)(z � z1)(z� z2) (zob. to»samo±¢odnotowan¡ w 43), wi¦c w(x) =W (x�C) ma »¡dany rozkªad, gdzie xk = C + zk.Ostatnia cz¦±¢ tezy wynika z rozwini¦cia (x� x0)(x� x1)(x� x2) wzgl. pot¦g x.Przypadek, gdy wspóªczynniki s¡ rzeczywisteNiech teraz p; q 2 R; wtedyW (z) = z3+pz2+q = z3+p z2+q = W (z),wi¦c je±li W (z) = 0, to tak»e W (z) = 0; wobec tego zbiór fz0; z1; z2gpierwiastków W (z) jest niezmienniczy wzgl¦dem operacji sprz¦»enia(tzn. jest symetryczny wzgl¦dem osi rzeczywistej). Co wi¦cej, wobecW (z) = (z � z0)(z � z1)(z � z2) to»samo±¢ W (z) = W (z) oznacza, »etrójka z0; z1; z2 mo»e si¦ ró»ni¢ tylko kolejno±ci¡ od z0; z1; z2; ªatwo st¡dwynika, »e cho¢ jeden z pierwiastków (powiedzmy z0) nale»y do R.W takim razie mamy dwie nast¦puj¡ce mo»liwo±ci:(1) z0; z1; z2 2 R, czyli wszystkie pierwiastki W (z) s¡ rzeczywiste;(2) z0 2 R, z1 2 C n R, z2 = z1, czyli W (z) ma dwa nierzeczywistepierwiastki wzajemnie sprz¦»one.Przypomnijmy, »e obu przypadkach z0 + z1 + z2 = 0 (wzór Viete'a).45. Fakt. Je±liW (z) = z3+pz+q ma rzeczywiste wspóªczynniki: p; q 2 R,to �W (z) = 0 ma tylko rzeczywiste pierwiastki�()� = q2+ 4p327 ¬ 0.( Je±li W (a+ _�b) = 0, gdzie a; b 2 R; b 6= 0, to W (z) ma pierwiastki a� _�b oraz�2a (wzór Viete'a), wi¦c W (z) = (z2 � 2az+ a2+ b2)(z +2a), sk¡d p = �3a2+ b2,q = 2a(a2 + b2); wtedy � = ::: = 4b227 (9a2 + b2)2 > 0. ) . Je±li W (z) ma tylkorzeczywiste pierwiastki a; b; c = �a � b, to W (z) = (z � a)(z � b)(z + a + b), wi¦cp = �(a2 + ab+ b2), q = ab(a+ b), sk¡d � = � 127(a� b)2(a+ 2b)2(2a+ b)2 ¬ 0.Alternatywny dowód:W (z) jest nieparzystego stopnia, wi¦c ma cho¢ jeden rzeczywisty pierwiastek; st¡d9a; b 2 R : W (z) = (z � a)(z2 + az + b), a wobec tego � p = �a2 + bq = �ab �. �atwyrachunek daje teraz � = 127(2a2+ b)2(4b�a2), wi¦c � ¬ 0 () D := a2�4b  0;st¡d wynika teza, poniewa» D jest wyró»nikiem trójmianu z2 + az + b.1.10 Algebraiczna domkni¦to±¢ ciaªa46. Przypomnijmy najpierw kilka poj¦¢ zwi¡zanych z wielomianami(3). Wielomianemzmiennej z o wspóªczynnikach z ciaªa K nazywamy wyra»enie postaci W (z) =a0 + a1z + : : : + anzn, gdzie a0; : : : ; an 2 K. Dwa wielomiany s¡ równe def()maj¡ jednakowe wspóªczynniki; zatem wielomian W (z) = a0 + a1z + : : : + anzn3Bardziej gruntownie omówimy te sprawy w nast¦pnym rozdziale; tu wystarczy namwªa±ciwie podstawowa szkolna wiedza. 15



jest niezerowy, W (�) 6= 0, je±li ma ró»ny od zera cho¢ jeden ze wspóªczynnikówa0; : : : ; an 2 K . Liczb¦ degW (�) := maxfk : ak 6= 0g, tzn. maksymalny wykªadnik,z jakim zmienna z wyst¦puje faktycznie w W (z), nazywamy stopniem niezerowegowielomianuW (�). Oczywi±cie stopie« iloczynu wielomianów jest sum¡ ich stopni.Zauwa»my, »e wielomian W (z) := z + z2 jest niezerowy nawet dla ciaªa K = GF2(zob. punkt 5), chocia» wtedy W (O) = W (I) = O, tzn. 8z 2 K :W (z) = 0 (4).47. Oznaczenie. SymbolemK [ � ] b¦dziemy oznacza¢ zbiór wszystkich wie-lomianów (jednej zmiennej) o wspóªczynnikach z ciaªa K .Cz¦sto zamiast W (�) 2 K [ � ] pisze si¦ bardziej tradycyjnie W (z) 2 K[z]; symbolK[z] oznacza to samo co K[ � ], lecz dodatkowo nakazuje zmienn¡ oznacza¢ liter¡ z.48. `Twierdzenie Bezouta'. Je±li W (z) 2 K [z] oraz z0 2 K , to W (z0) = 0, tzn. z0 jestpierwiastkiemW (z) !, (z � z0) jW (z), tzn. 9W1(z) 2 K [z] :W (z) = (z � z0)W1(z) !Zauwa»my, »e wielomianW (z)�W (z0) jest podzielny przez wielomian z� z0, gdy»W (z) jest sum¡ skªadników postaci anzn, a mamy znan¡ to»samo±¢ an(zn� z n0 ) =an(z�z0)(zn�1+zn�2z0+ : : :+z n�10 ). ZatemW (z) = (z�z0)Q(z)+W (z0), gdzieQ(z) jest wielomianem. St¡d natychmiast wynika teza.Nieco inny wariant dowodu:Dziel¡c W (z) przez z � z0 dostajemy wielomiany Q(z) oraz R(z) (iloraz i reszta),takie »e W (z) = (z � z0)Q(z) +R(z), przy czym degR(z) < deg(z � z0) = 1, czyliR(z) = C jest staª¡: W (z) = (z � z0)Q(z) + C. Ta to»samo±¢ dla z = z0 dajeW (z0) = C, a wi¦c W (z0) jest reszt¡ z dzielenia W (z) przez z � z0; st¡d teza.49. Wnioski z twierdzenia Bezouta. Niech K | dowolne ciaªo; wtedy(A) Liczba pierwiastków niezerowego wielomianuW (�) jest¬ degW (�).(B) Je±li W (�) 2 K [ � ] jest niezerowy, a podzbiór S � K ma wi¦cej ni»degW (�) elementów, to 9z0 2 S :W (z0) 6= 0.(C) Je±li n 2 N, podzbiór S � K ma wi¦cej ni» n elementów oraz8z 2 S : a0+a1z+ : : :+anzn = 0, to a0 = a1 = : : : = an = 0. (5)(A) Je±li W (z1) = 0; : : : ;W (zr) = 0, gdzie z1; : : : ; zr 2 K s¡ parami ró»ne, toW (z) = (z � z1) : : : (z � zr) ~W (z), gdzie ~W (�) 6= 0, wi¦c degW (�) = r + deg ~W  r.Punkty (B) oraz (C) wynikaj¡ natychmiast z (A).50. De�nicja. Je±li z0 jest pierwiastkiemW (�), to najwi¦ksz¡ liczb¦ k 2 N,dla której (z � z0)k j W (z), nazywamy krotno±ci¡ pierwiastka z0.51. Fakt. Nast¦puj¡ce warunki charakteryzuj¡ce ciaªo K s¡ równowa»ne:1� Ka»dy wielomianW (�) 2 K [ � ] stopnia  1 ma pierwiastek w K , tzn.9z0 2 K : W (z0) = 0.2� Ka»dy wielomian W (�) 2 K [ � ] stopnia  1 ma rozkªad na czynniki4Zauwa»my, »e dla innego ciaªa K = GF4 jest inaczej: W (a) = W (b) = I 6= O.5Fakt (C) wysªawia si¦ zwykle krótko, mówi¡c »e dla jSj > n jednomiany z0; z1 : : : ; zns¡ liniowo niezale»ne jako funkcje na zbiorze S.16



liniowe (tzn. stopnia 1):9c 6= 0; z1; :::; zn 2 K : W (z) = c(z � z1) : : : (z � zn).3� Ka»dy niezerowy wielomianW (�) 2 K [ � ] ma w K tyle pierwiastków(liczonych z uwzgl¦dnieniem ich krotno±ci), ile wynosi jego stopie«.1� ) 2� Z tw. Bezouta: W (z1) = 0 ) 9W1(�) 2 K [ � ] : W (z) = (z � z1)W1(z);je±li degW1 > 1, to 9z2 2 K : W1(z2) = 0, czyli W1(z) = (z � z2)W2(z), itd.2� ) 3� Wynika wprost z de�nicji krotno±ci pierwiastka. 3� ) 1� Oczywiste.52. De�nicja. Ciaªo K nazywa si¦ algebraicznie domkni¦te, je±li speªniones¡ powy»sze równowa»ne warunki 1�; : : : ; 3�.53. Przykªady. Nie s¡ algebraicznie domkni¦te ciaªa: R, Q (vide z2 + 1),Q + _�Q (vide z2 � 2), Q(p2) (vide z2 � 3), GF2 (vide z2 + z + 1).54. Wa»ny przykªad ciaªa algebraicznie domkni¦tego stanowi tzw. ciaªoliczb algebraicznych.Liczb¦ � 2 C nazywamy liczb¡ algebraiczn¡, je±li � jest pierwiastkiem jakiego± 6= 0wielomianu z Q[ � ], tzn. je±li istnieje n 2 N oraz wymierne (a nawet caªkowite)wspóªczynniki a0; : : : ; an, an 6= 0, takie »e a0 + a1� + : : :+ an�n = 0.Przykªadami liczb algebraicznych s¡: 713 (oczywiste), 2+3_�7 (gdy» �� � 27�2+ 949 = 0),3p�1 +p5 + 2 (gdy» �(� � 2)3 + 1�2 � 5 = 0), sin 10� (gdy» 4�3 � 3� + 12 = 0),cos �13 arc tg 2� (gdy» 4�3 � 3� = cos(arc tg 2) = 1p5 , czyli (4�3 � 3�)2 � 15 = 0),27 5p3�p2 � 4_�3p1 + 3 3p4 (tu bezpo±rednie sprawdzenie nie jest ju» tak proste).Liczby niealgebraiczne istniej¦ tak»e: skoro zbiór Q[ � ] jest, na równi ze zbioremQ, przeliczalny, za± ka»dy wielomian ma jedynie sko«czon¡ liczb¦ pierwiastków, tozbiór liczb algebraicznych jest przeliczalny, a wi¦c (wskutek nieprzeliczalno±ci C ) niejest on caªym zbiorem C . Znacznie trudniej jest dowodzi¢, »e jaka± konkretna liczba(np. � � 3:14159265, e � 2:7182818, 2p2, itp.) jest niealgebraiczna.Okazuje si¦, »e� zbiór liczb algebraicznych jest ciaªem | podciaªem ciaªa C ; oznacza to, »e ope-racje algebraiczne (dodawanie, odejmowanie, mno»enie i dzielenie) wykonywanena liczbach algebraicznych zawsze daj¡ w wyniku liczby algebraiczne;� ciaªo liczb algebraicznych jest algebraicznie domkni¦te (innymi sªowy: je±li � 2 Cjest pierwiastkiem jakiego± wielomianu, którego wspóªczynniki s¡ liczbami alge-braicznymi, to � jest te» pierwiastkiem jakiego± wielomianu, na ogóª wy»szegostopnia, o wspóªczynnikach caªkowitych.Dowody tych twierdze« mo»na znale¹¢ w bardziej zaawansowanych podr¦cznikachalgebry, np. w Teorii ciaª J.Browkina.1.11 Podstawowe Twierdzenie Algebry55. Twierdzenie (`Podstawowe twierdzenie algebry'):Ciaªo liczb zespolonych jest algebraicznie domkni¦te.Znanych jest obecnie wiele rozmaitych dowodów tego (rzeczywi±cie bardzo wa»nego)twierdzenia; ka»dy z nich zawiera jaki± `element niealgebraiczny', a jest tak mówi¡cz grubsza dlatego, »e nieodzowne jest odwoªanie si¦ do tych wªasno±ci ciaªa C,które odró»niaj¡ je od ciaªa Q+ _�Q (wymiernych liczb zespolonych), które nie jestalgebraicznie domkni¦te. Tak¡ cech¡ jest np. `zupeªno±¢' ciaªa C jako przestrzeni17



metrycznej, wynikaj¡ca z zupeªno±ci ciaªa R (opisanej np. aksjomatem o istnieniukresów ka»dego podzbioru R).Przedstawimy tu (oczywi±cie we wspóªczesnej formie) pierwszy historycznie (zna-leziony przez C.F.Gaussa) dowód PTA; skorzystamy w nim z paru poj¦¢ topolo-gicznych (ci¡gªo±¢, spójno±¢), odwoªuj¡c si¦ do ich intuicyjnego, potocznego sensu;formalne i zupeªne zrozumienie dowodu stanie si¦ mo»liwe wkrótce, gdy zapoznamysi¦ z tymi poj¦ciami topologicznymi na zaj¦ciach z analizy matematycznej.56. Fakt. Je±li P = [a; b] � R oraz � : P ! U jest funkcj¡ ci¡gª¡, to istnieje funkcjaci¡gªa � : P ! R taka, »e 8s 2 P : �(s) = exp�_��(s)�.Skorzystamy z to»samo±ci 8u 2 U : Reu > 0 ) exp �_�arc tg ImuReu� = u (T);wynika ona natychmiast z dwóch faktów: (a) 8' 2 ���2 ; �2 � : arc tg' = ' oraz(b) 8u 2 U : Reu > 0 ) 9' 2 ���2 ; �2 � : u = exp(_�').P jest zwarty, wi¦c funkcja ci¡gªa � jest jednostajnie ci¡gªa; st¡d 9" > 0 : 8s; s0 2 P :js � s0j < " ) j�(s) � �(s0)j < 1; mamy zatem js � s0j < " ) �����(s0)�(s) � 1���� =j�(s0)� �(s)j < 1. Zatem ustalaj¡c n 2 N takie, »e n > b� a" , dla ak := a+ k b� anmamy a0 = a < a1 < : : : < an = b oraz 8s 2 Pk := [ak; ak+1] : ���� �(s)�(ak) � 1���� < 1,wi¦c Re �(s)�(ak) > 0. Mo»emy wi¦c kolejno, dla k = 0; 1; : : :; n � 1, okre±li¢ funkcje�k : Pk ! R, wzorem �k(s) := �k�1(ak) + arc tg Im �(s)=�(ak)Re �(s)=�(ak) , przy czym dla k = 0jako �k�1(ak) bierzemy Arg %(a0). Z to»samo±ci (T) wynika, »e exp� _��k(s)� = �(s);ponadto �k(ak) = exp� _��k�1(ak)� = �k�1(ak), wi¦c: (I) poprawne jest okre±leniefunkcji � : P = P0 [ : : : [ Pn�1 ! R wzorem s 2 Pk ) �(s) := �k(s) oraz(II) funkcja � jest ci¡gªa (dzi¦ki ci¡gªo±ci �k i ich `zgodno±ci na ko«cach dziedzin').De�nicja. Odwzorowanie  : [0; 2�] ! 
 nazywamy p¦tl¡ w zbiorze
 � C , je»eli jest ci¡gªe oraz (0) = (2�) (warunek zamkni¦to±ci).Przykªad. s 7! (s) := Ce_�ns jest p¦tl¡ () e2� _�n = 1 () n 2 Z.57. Fakt (liczba obiegów). Je±li  jest p¦tl¡ w zbiorze C � = C n f0g, to:(a) istnieje taka ci¡gªa funkcja � : [0; 2�] ! R, »e (s) = j(s)je_��(s);(b) liczba N() := �(2�)� �(0)2� jest caªkowita oraz zale»y tylko od ,a nie od wyboru funkcji �.Ad (a) Wystarczy zastosowa¢ fakt 56, bior¡c �(s) := (s)j(s)j .Ad (b) (0) = (2�) ) e _��(0) = e _��(2�) ) �(2�) � �(0) 2 2�Z) N () 2 Z.Je±li funkcje �; ~� : [0; 2�] ! R s¡ ci¡gªe oraz (s) = j(s)je _��(s) = j(s)je _�~�(s),to ~�(s) � �(s) = 2�n(s), gdzie n(s) 2 Zoraz funkcja [0; 2�] 3 s 7! n(s) 2 Zjest ci¡gªa; st¡d n-obraz jest spójnym podzbiorem Z, tzn. n(s) = const; zatem�(2�)� �(0) = ~�(2�) � ~�(0).De�nicja. N() nazywa si¦ liczb¡ obiegów (wokóª punktu 0) p¦tli .Przykªad. P¦tla s 7! (s) = Ce _�ns ma liczb¦ obiegów N() = n 2 Z.58. Fakt. Niech ; � b¦d¡ p¦tlami w C �. Wtedy:(a) N(�) = N() +N(�) (iloczyn `punktowy': (�)(s) := (s)�(s));18



(b) N(�1) = �N() (odwrotno±¢ `punktowa': (�1)(s) := 1(s)).Ad (a) �(s) = j(s)je _��(s); �(s) = j�(s)je _� (s)�) (s)�(s) = j(s)�(s)je _�(�(s)+ (s)).Ad (b) Wynika to wprost z (a): N () +N (�1) = N (�1) = N (const) = 0.59. Fakt. Je±li  jest p¦tl¡ w zbiorze V+ = fz 2 C : Re z > 0g, to N() = 0.Z zaªo»enia Re (s) > 0, wi¦c ma sens �(s) := arc tg Im(s)Re (s) ; to»samo±¢ (T) zpunktu 56 dla u = (s)j(s)j pokazuje, »e (s) = j(s)je _��(s), a przy tym �(0) = �(2�).60. Fakt. Je±li 1-parametrowa rodzina frg p¦tli w C � zale»y w sposóbci¡gªy od parametru r 2 R (tzn. funkcja (r; s) 7! r(s) jest ci¡gªa), toliczba obiegów N(r) jest staªa (nie zale»y od r).Ustalmy parametr r0; p¦tla rr0�1 dla r = r0 jest punktem 1 2 V+, wi¦c 9" > 0takie, »e rr0�1 dla jt � t0j < " jest p¦tl¡ w V+, wi¦c N (rr0�1) = 0 (zob. 59),sk¡d N (r) = N (r0 ) (zob. 58).61. Fakt. Je±li W (z) = a0 + a1z + : : : + anzn, gdzie a0; : : : ; an 2 C , przyczym an 6= 0, to9r0 > 0 : 8z 2 C : jzj > r0 ) W (z)anzn 2 K(1; 1) � V+.Oznaczmy A := maxn��� a0an ���; : : : ; ���an�1an ���o, wtedy dla jzj > 1 mamy:���W (z)anzn � 1��� = ��� a0anzn + a1zanzn + : : :+ an�1zn�1anzn ��� ¬ ��� a0anzn ���+ : : :+ ���an�1zn�1anzn ��� ¬¬ Ajzjn (1 + jzj+ : : :+ jzjn�1) = Ajzjn jzjn � 1jzj � 1 < Ajzj � 1 ,wi¦c dla jzj > 1 + A =: r0 speªniona jest nierówno±¢ ���W (z)anzn � 1��� < 1, QED.Dowód Podstawowego Twierdzenia Algebry:Niech W (z) = a0 + : : : + anzn. Przypu±¢my, »e 8z 2 C : W (z) 2 C �.Dla r  0 okre±lmy p¦tl¦ r w C � wzorem r(s) := W (re_�s). Wtedyr jest iloczynem punktowym r = ~r�r, gdzie ~r(s) := W (z)anzn ����z=re _�sjest dla r > r0 p¦tl¡ w V+ (zob. 61), wi¦c N(~r) = 0 (zob. 59), za±�r(s) := anrne _�ns, jest p¦tl¡ tak¡, »e N(�r) = n. St¡d N(r) = n dladostatecznie du»ych r, wiemy za± z 60, »e N(r) jest staªe. TymczasemN(0) = 0, gdy» 0 = a0 jest p¦tl¡ `punktow¡'. Sprzeczno±¢!62. Wnioski z Podstawowego Twierdzenia Algebry.(1) Ka»dy wielomian W 2 C [ � ] stopnia  1 ma w C [ � ] rozkªad naczynniki stopnia 1:9c 2 C �; z1; : : : ; zn 2 C : W (z) = c(z � z1) : : : (z � zn).(2) Ka»dy wielomian W 2 R[ � ] stopnia  1 ma w R[ � ] rozkªad naczynniki stopnia 1 i/lub czynniki stopnia 2 o ujemnych wyró»nikach: 9c 2 R�;9x1; : : : ; xk 2 R9p1; q1; : : : ; pl; ql 2 R ! : W (x) = c kYi=1(x�xi)� lYj=1(x2+pjx+qj),przy czym �j = p2j � 4qj < 0 (mo»e by¢ k = 0 lub l = 0, gdy brakw rozkªadzie W (x) czynników stopnia 1 lub 2).19



(3) Je±li k jest liczb¡ rzeczywistych pierwiastków (z uwzgl¦dnieniemkrotno±ci) wielomianu W 2 R[ � ], to degW � k jest liczb¡ parzyst¡.W szczególno±ci ka»dy wielomian stopnia nieparzystego ma pierwia-stek rzeczywisty, gdy» wtedy k jest nieparzyste, a tym bardziej k 6= 0.Ad(1) Wynika wprost z 51 oraz Podstawowego Twierdzenia Algebry.Ad(2) Zastosujemy indukcj¦ wzgl¦dem stopnia W . Je±li degW = 1, teza jest oczy-wista. Niech wi¦c degW > 1; wiemy, »e W (z) ma pierwiastek w zbiorze C , tj.9z0 = x0 + _�y0 2 C :W (z0) = 0. Rozwa»my dwie mo»liwo±ci:1� Je±li y0 = 0, to (x� x0) jW (x), wi¦c 9 ~W 2 R[ � ] : W (x) = (x� x0) ~W (x).2� Je±li y0 6= 0, to W (z0) = 0 oraz W (z0) = 0 (to ostatnie dostaje si¦, bior¡csprz¦»enie obu stron równo±ci W (z0) = 0 i korzystaj¡c z tego, »e wspóªczynniki Wnale»¡ do R) powoduj¡, »e W (x) jest podzielny przez (x�z0)(x�z0) = x2+px+q,przy czym p = �(z0 + z0) = �2x0, q = jz0j2 = x20 + y20 , wi¦c p; q 2 R; wobec tego9 ~W 2 R[ � ] :W (x) = (x2 + px+ q) ~W (x), ponadto � = p2 � 4q = �4y20 .Poniewa» w obu przypadkach deg ~W < degW , wi¦c z zaªo»enia indukcyjnego ~Wma rozkªad na czynniki stopnia ¬ 2, st¡d za± natychmiast dostajemy rozkªad W .Ad(3) Wynika bezpo±rednio z (2).63. �wiczenie. Dowie±¢, »e ka»de ciaªo algebraicznie domkni¦te jest niesko«czone.Wskazówka. Je±li K jest sko«czone i skªada si¦ z elementów x1; : : : ; xn, to ªatwookre±li¢ wielomian W ( � ) 2 K [ � ], taki »e degW ( � ) = n oraz 8x 2 K : W (x) = 1.

20



2 Wielomiany, pier±cienie, podzielno±¢2.1 Funkcje wielomianowe i wielomianyNiech K b¦dzie ustalonym ciaªem.64. De�nicja. Funkcj¡ wielomianow¡ o wspóªczynnikach z ciaªa K nazywasi¦ funkcj¦ postaci D 3 z 7!W (z) = a0 + a1z + : : :+ anzn.Zbiór D, b¦d¡cy dziedzin¡ tej funkcji, jest zwykle podzbiorem ciaªa K ;cz¦sto jednak mamy do czynienia z sytuacj¡ ogólniejsz¡, gdy D jestpodzbiorem jakiego± wi¦kszego ciaªa ~K � K ; na przykªad dla K = Qwielko±¢ W (z) ma sens dla z 2 R, a nawet dla z 2 C . Nierzadkojednak nawet to ogólniejsze zaªo»enie o D byªoby nazbyt kr¦puj¡ce,np. przydatne bywa rozwa»anie W (z) (o wspóªczynnikach ai 2 K ) wprzypadku, gdy z jest `macierz¡' o wyrazach z K , np. z = " a bc d #,albo `operatorem', np. `operatorem ró»niczowania' z = ddt , albo czym±jeszcze innym. Dlatego te» w de�nicji funkcji wielomianowej o zbiorzeD zaªo»ymy jedynie, »e jego elementy da si¦ dodawa¢ i mno»y¢, a tak»e»e da si¦ mno»y¢ elementy zbioru D przez elementy ciaªa K .65. W `uproszczonym' kursie algebry nie odró»nia si¦ ®wielomianu¯ od®funkcji wielomianowej¯; w dodatku w takiej uªatwionej de�nicji albopomija si¦ kwesti¦ dziedziny `funkcji' W , albo przyjmuje si¦ D := K .Jednak na dªu»sz¡ met¦ jest to niewystarczaj¡ce i niewygodne; z tegowzgl¦du w `porz¡dnej' de�nicji wielomian b¦dziemy rozumie¢ nie jakofunkcj¦, ale jako ®recept¦ na funkcje¯ albo | innymi sªowy | jako caª¡®klas¦ funkcji wielomianowych¯ ró»ni¡cych si¦ mi¦dzy sob¡ dziedzi-nami, lecz okre±lonych wspólnym wzoremW (z) := a0+a1z+ : : :+anznz danymi ai 2 K . Oczywi±cie taka ®recepta¯, czy te» ®pre-funkcja¯ jestw peªni okre±lona ci¡giem wspóªczynników a0; a1; : : :, a wi¦c wygodnieb¦dzie przyj¡¢, »e wielomian to to samo, co ci¡g jego wspóªczynników.Np. z4 � 3z2 + 5z � 2 mo»emy uto»sami¢ z ci¡giem (�2; 5;�3; 0; 1;0; 0; 0; : : :) itp.:66. De�nicja. Wielomianem W 2 K [ � ] nazywa si¦ ci¡g niesko«czony(a0; a1; a2; : : :) elementów ciaªa K , maj¡cy co najwy»ej sko«czon¡ liczb¦wyrazów ró»nych od zera, tzn. ci¡g speªniaj¡cy nast¦puj¡cy warunek9n 2Z+ : 8k > 0 : ak = 0.W szczególno±ci wielomianem zerowym jest ci¡g (0; 0; : : :) zªo»ony zsamych zer. Je±li wielomian W = (a0; a1; : : :) jest niezerowy, to jegostopniem nazywa si¦ liczb¦ degW := maxfk : ak 6= 0g; wygodnie jestdodatkowo umówi¢ si¦, »e wielomian zerowy ma stopie« równy �1 (6).Zgodnie z nasz¡ intencj¡ ka»demu wielomianowi W = (a0; a1; a2; : : :)i dowolnej dziedzinie D, dobranej stosownie do ciaªa K , odpowiada6Dzi¦ki temu wzór deg(WV ) = degW +deg V b¦dzie prawdziwy zawsze, nawet wtedy,gdy W = 0 lub V = 0. 21



funkcja wielomianowa okre±lona wzoremW (z) := a0+ a1z+ a2z2 + : : :(suma wyst¦puj¡ca w tym wzorze jest w istocie sko«czona).67. W zbiorze K [ � ] wszystkich wielomianów o wspóªczynnikach z K okre±lasi¦ operacje dodawania, mno»enia oraz mno»enia przez elementy z K :Je±li W = (a0; a1; a2; : : :), V = (b0; b1; b2; : : :), tosuma wielomianów: W + V = (a0 + b0; a1 + b1; a2 + b2; : : :);iloczyn wielomianów: W � V = (c0; c1; c2; : : :), gdziec0 := a0b0; c1 := a0b1 + a1b0; c2 := a0b2 + a1b1 + a2b0,ogólnie,cm = a0bm + a1bm�1 + : : :+ amb0 = X(k;l): k+l=m akbl ;iloczyn W przez liczb¦ � 2 K : �W = (�a0; �a1; �a2; : : :).Powy»sze de�nicje dziaªa« s¡ oczywi±cie dobrane w taki sposób,by sumie wielomianów odpowiadaªa suma ich funkcji wielomianowych,iloczynowi wielomianów | iloczyn funkcji wielomianowych, itd.:(W + V )(z) = W (z) + V (z), (W � V )(z) = W (z) � V (z),(�W )(z) = �W (z).68. Fakt. (1) deg(�W ) = degW dla � 2 K �;(2) deg(W + V ) ¬ max(degW;deg V );przy czym je±li degW 6= deg V , to zamiast ¬ mamy równo±¢;(3) deg(W � V ) = degW + deg V:Wªasno±ci (1) i (2) s¡ widoczne wprost z de�nicji.Prawdziwo±¢ wzoru (3) jest oczywista, gdy W lub V jest zerem, zaªó»my wi¦c, »eW;V 6= 0. Niech W = (a0; : : : ; an; 0; : : :), V = (b0; : : : ; bn; 0; : : :), przy czym niecham 6= 0; bn 6= 0, tzn. degW = m oraz deg V = n. W sumie cm+n = Xk+l=m+n akbljeden skªadnik, mianowicie ambn, jest niezerowy, wszystkie pozostaªe s¡ zerami,gdy» k > m ) ak = 0 oraz l > n ) bl = 0; zatem cm+n 6= 0. To samo sprawia,»e dla r > m + n wszystkie skªadniki sumy cr = Xk+l=r akbl s¡ =0.69. Podane w 67 de�nicje operacji na wielomianach prowadz¡ do wzoruW = (a0; a1; a2; : : : ; an; 0; : : :) = a0�0 + a1�1 + a2�2 + : : :+ an�n,gdzie �0 := (1; 0; : : :), �1 := (0; 1; 0; : : :), �2 := (0; 0; 1; 0; : : :), itd.Z de�nicji mno»enia w K [ � ] wynika ªatwo, »e �k � �l = �k+l, a zatem�k = �k jest pot¦g¡ elementu � := �1; pozwala to nada¢ bardziejswojski wygl¡d powy»szemu rozkªadowi wielomianu W 2 K [ � ]:W = a0�0 + a1� + a2�2 + : : :+ an�n(zwykle a0�0 skracamy w zapisie do a0). Wielomian � = (0; 1; 0; 0; : : :)nazywa si¦ zazwyczaj zmienn¡ (albo generatorem pier±cienia wielomia-nów); odpowiadaj¡c¡ mu funkcj¡ wielomianow¡ jest oczywi±cie idD;elementy ak�k 2 K [ � ] nosz¡ nazw¦ jednomianów.22



2.2 Poj¦cie pier±cienia; przykªady70. De�nicja. Pier±cieniem nazywa si¦ zbiór R, wyposa»ony w dwadziaªania 2-argumentowe `+' i `�', speªniaj¡ce nast¦puj¡ce aksjomaty:1� �¡czno±¢ n dodawania: (a+ b) + c = a+ (b+ c);i mno»enia: (ab)c = a(bc):2� Przemienno±¢ dodawania: a+ b = b+ a.3� Istnienie zera: 90 2 R : 8a 2 R : a+ 0 = a.4� Istnienie elementu przeciwnego: 8a 2 R : 9b 2 R : a + b = 0.Oznaczenie: �a := b, je±li a+ b = 0 (element przeciwny do a).5� Rozdzielno±¢ mno»enia wzgl¦dem dodawania: ( a(b+ c) = ab+ ac;(b+ c)a = ba+ ca:�Umowa, »e `mno»enie ma pierwsze«stwo przed dodawaniem', pozwala zmniejszy¢w zapisie liczb¦ nawiasów, a wi¦c np. ab+ ac jest skrócon¡ form¡ (a � b) + (a � c)�.71. De�nicja. Pier±cie« R jest przemienny, gdy ma przemienne mno»enie:6� 8a; b 2 R : ab = ba;pier±cie« z jedynk¡ jest to pier±cie« maj¡cy element 1 2 R, taki »e7� 8a 2 R : 1 � a = a; a � 1 = a.�wiczenie. Pier±cie« ma tylko jedno zero, tzn. element opisany aksjomatem 3�;ka»dy a 2 R ma tylko jeden element przeciwny; pier±cie« z jedynk¡ ma tylko jedn¡jedynk¦, tj. element o wªasno±ci 7�.72. De�nicja. Dziedzin¡ caªkowito±ci nazywa si¦ pier±cie« (przemienny,z jedynk¡) speªniaj¡cy nast¦puj¡cy `substytut aksjomatu o istnieniuodwrotno±ci':8� 8a; b 2 R : ab = 0) (a = 0 lub b = 0).Element a 2 Rnf0g nazywa si¦ (nietrywialnym) dzielnikiem zera, je»eli9b 2 R n f0g : ab = 0. Zatem warunek 8� oznacza, »e w pier±cieniu Rnie ma nietrywialnych dzielników zera.73. Przykªady pier±cieni.(A) Ka»de ciaªo (np. R, C , Q) jest dziedzin¡ caªkowito±ci.(B) Zbiór Z wszystkich liczb caªkowitych ze zwykªymi dziaªaniami`+' i `�' jest dziedzin¡ caªkowito±ci.(C) Zbiór wielomianów K [ � ] o wspóªczynnikach z ustalonego ciaªa K(ogólniej: z danej dziedziny caªkowito±ci R) jest dziedzin¡ caªkowito±ci.(D) Ustalmy n 2 N; okre±lmy w zbiorze 0; n� 1 = f0; 1; : : : ; n � 1gnast¦puj¡ce dziaªania �n ;�n , zwane dodawaniem i mno»eniem modulo n:a�n b := reszta z dzielania a+ b przez n;a�n b := reszta z dzielania ab przez n:Okazuje si¦, »e aksjomaty 1�:::7� s¡ wtedy speªnione, wi¦c otrzymujemyw ten sposób pier±cie« (przemienny, z jedynk¡); oznacza si¦ go symbo-lem Zn i nazywa pier±cieniem reszt modulo n.23



Zauwa»my, »e je±li n nie jest liczb¡ pierwsz¡, tzn. n = kl, gdziek; l 2 1; n � 1, to aksjomat 8� nie jest speªniony: k�n l = 0. �atwo te»pokaza¢, »e na odwrót, je±li n jest liczb¡ pierwsz¡, to speªniony jestaksjomat 8�; zatemZn jest dziedzin¡ caªkowito±ci , n jest pierwsza.(E) Zbiór Z[ _�] := fa + _�b : a; b 2 Zg = fz 2 C : Re z; Im z 2 Zg,wyposa»ony w `zwykªe' dziaªania (tzn. traktowany jako podpier±cie«pier±cienia C ), jest dziedzin¡ caªkowito±ci. Nazywa si¦ go pier±cieniemGaussa. W taki sam sposób mo»na zde�niowa¢ np. pier±cie« (a nawetdziedzin¦ caªkowito±ci) Z[p2] := fa+ bp2 : a; b 2Zg.(F) Pora na przykªady pier±cieni nieprzemiennych: Bardzo wa»ny i interesuj¡cyjest pier±cie« kwaternionów. Przypomnijmy, »e ciaªo C mo»na skonstruowa¢ jakozbiór wyra»e« postaci x+ _�y, gdzie x; y 2 R, na których operacje algebraiczne wyko-nujemy w `zwykªy sposób', przy czym obowi¡zuje umowa, »e 8y 2 R : y _� = _�y oraz_�2 = �1. Analogicznie kwaterniony mo»na zde�niowa¢ jako formalne wyra»eniapostaci x = x01 + x1i + x2j + x3k, gdzie x0; : : : ; x3 2 R �nietrudno si¦ domy-±li¢, »e chodzi tu o swoisty zapis czwórki (x0; x1; x2; x3) 2 R4�; zwykle piszemyx0 zamiast x01. Zbiór H wszystkich tych kwaternionów staje si¦ pier±cieniem, je±lioperacje dodawania i mno»enia okre±limy `zwyczajnie'(7), doª¡czaj¡c: (1) reguªyprzemienno±ci: 8x 2 R : xi = ix; xj = jx; xk = kx, (2) wªasno±¢ 1 jako jedynki:8x 2 H : x1 = 1x = x, oraz (3) swoist¡ `tabelk¦ mno»enia': i j ki �1 k �jj �k �1 ik j �i �1Przykªad. Je±li x = 3+i�2j+5k, y = 2�3i+4j�k, to x+y = 5�2i+2j+4k,xy = (6+3+8+5)+(�9+2+2� 20)i+(12+1�4�15)j +(�3+4�6+10)k == 22� 25i� 6j + 5k,yx = (6+3+8+ 5)+ (2� 9+ 20� 2)i+ (�4+ 15+12� 1)j+ (10+6� 4� 3)k == 22 + 11i+ 22j + 9k.Pier±cie« kwaternionów ma pewn¡ wa»n¡ i rzadk¡ wªasno±¢: ka»dy niezerowyelement x 2 H ma odwrotno±¢: 9y 2 H : xy = yx = 1. Istotnie, dla dowoduwystarczy sprawdzi¢, »e je±li sprz¦»enie kwaternionu x = x01 + x1i + x2j + x3kokre±limy jako x := x01�x1i�x2j�x3k, to xx = xx = x 20 +x 21 +x 22 +x 23 > 0,sk¡d wida¢, »e element y := (xx)�1x 2 H jest odwrotno±ci¡ x.(G) Pier±cie« macierzy M2(R) wymiaru 2� 2 o wyrazach z danego pier±cienia R.Jego elementami s¡ 2 � 2-macierze, tj. tablice postaci � a bc d �, gdzie a; b; c; d 2 R;dziaªania na takich macierzach okre±lamy nast¦puj¡cymi wzorami� a bc d �+� a0 b0c0 d0 � := � a+ a0 b+ b0c+ c0 d+ d0 �, � a bc d �+� a0 b0c0 d0 � := � aa0 + bc0 ab0 + bd0ca0 + dc0 cb0 + dd0 �.Na przykªad � 1 3�3 4 � � �2 51 3 � = � 1 1410 �3 � ; � �2 51 3 � � 1 3�3 4 � = � �17 14�8 15 �.Je±li R ma jedynk¦, to M2(R) tak»e, jest ni¡ � 1 00 1 � (sprawdzi¢!). Zauwa»my, »epier±cie« M2(R) ma nietrywialne dzielniki zera, na przykªad:7Co oznacza, »e dla zapewnienia rozdzielno±ci mno»enia wzgl¦dem dodawania orazª¡czno±ci mno»enia obowi¡zuj¡ dwie (cz¦sto traktowane domy±lnie) umowy: (a) iloczynx = x01 + x1i + x2j + x3k i y = y01 + y1i + y2j + y3k jest sum¡ 16 iloczynów(x01)(y01); (x01)(y1i); : : : ; (x3k)(y3k); oraz (b) (x1i)(jy2) = �x1(ij)�x2 itp.24



� a 0b 0 � � 0 0c d � = � 0 00 0 � = 0; � 2 14 2 � � 1 3�3 4 � = � 0 00 0 � = 0.74. Rozwa»my pier±cie« wielomianówP = R[ � ], gdzie R jest pier±cieniem przemiennymz jedynk¡. Sprawdzi¢, »e ka»dy z nast¦puj¡cych warunków:(1) 8� 2 R n f0g : W 2 P : deg(�W ) = degW ); (2) P jest dziedzin¡ caªkowito±ci;(3) 8W;V 2 P : deg(W � V ) = degW + deg Vjest równowa»ny temu, »e R jest dziedzin¡ caªkowito±ci, tj. nie ma dzielników zera.W dalszym ci¡gu tego rozdziaªu termin \pier±cie«" b¦dzie oznacza¢\pier±cie« przemienny z jedynk¡"; takie pier±cienie scharakteryzowanes¡ zestawem aksjomatów ciaªa, pomniejszonym o dwa aksjomaty:o istnieniu odwrotno±ci elementu 6= 0, oraz o nietrywialno±ci (0 6= 1).2.3 Relacja podzielno±ciZgodnie z nasz¡ umow¡ zakªadamy, »e pier±cie« R jest przemienny i ma jedynk¦.75. De�nicja (relacja podzielno±ci w pier±cieniu R). Je±li a; b 2 R, toa j b def() 9c 2 R : b = ac ; taki fakt wysªawiamy, mówi¡c »e a jestdzielnikiem b, lub »e b jest podzielny przez a, lub »e b jest krotno±ci¡ a.76. Fakt (oczywiste wªasno±ci relacji `j' w pier±cieniu przemiennym, z 1):8a 2 R : a j a (zwrotno±¢);8a; b; c 2 R : (a j b; b j c) ) a j c (przechodnio±¢);(a1 j b1; a2 j b2) ) a1a2 j b1b2 (multiplikatywno±¢),w szczególno±ci: je±li a j b, to ac j bc, wi¦c tym bardziej a j bc;(a j b1; a j b2) ) a j (b1 + b2) (suma krotno±ci a jest krotno±ci¡ a);8a 2 R : 1 j a j 0 (1 jest elementemminimalnym, 0 | maksymalnym);ac j bc ) a j b, je±li R jest dziedzin¡ caªkowito±ci oraz c 2 R n f0g.Oznaczmy DR(b) := fa 2 R : a j bg; tam, gdzie to nie prowadzi doniejasno±ci b¦dziemy zamiast DR(b) pisa¢ D(b). Zatem DR(0) = R,DZ(6) = f�1;�2;�3;�6g, DK (a) = K � je±li K jest ciaªem i a 2 K �.77. De�nicja (relacja stowarzyszenia w pier±cieniu R). Elementy a; b 2 Rs¡ stowarzyszone w R, a � b, je±li a j b oraz b j a; oczywi±cie jest torelacja równowa»no±ci w zbiorze R.Z multiplikatywno±ci relacji podzielno±ci wynika multiplikatywno±¢ relacji �:a1 � b1; a2 � b2 ) a1a2 � b1b2.78. Fakt. Niech R� oznacza podzbiór elementów odwracalnych w R; wtedy1� ka»dy a 2 R� ma tylko jedn¡ odwrotno±¢, tj. b 2 R, taki »e ab = 1;2� a � 1 () a j 1 () a 2 R�, czyli R� = [1]� oraz R� = DR(1);3� (a 2 R�; b j a) ) b 2 R�;4� Je±li a � a0 oraz b � b0, to a j b () a0 j b0;25



5� a � b () 9c 2 R� : a = bc, gdy R jest dziedzin¡ caªkowito±ci(8).Ad 1�: Je±li ab = ac = 1, to c = (ab)c = (ba)c = b(ac) = b. Ad 2�: Wprost zde�nicji. Ad 3�: b j a j 1, wi¦c z przechodnio±ci b j 1, czyli b 2 R�. Ad 4�: a j b )a0 j a j b j b0 ) a0 j b0 wskutek przechodnio±ci relacji `j'. Ad 5�: Je±li a � b, to9c; c0 : a = bc; b = ac0, a zatem a = acc0, tzn. a(1 � cc0) = 0; przy a 6= 0 wynikast¡d 1� cc0 = 0 (brak nietrywialnych dzielników zera!), a wi¦c c 2 R�; z kolei gdya = 0, wtedy a j b daje b = 0, wi¦c a = bc dla c = 1. Odwrotne wynikanie niewymaga braku dzielników zera: �a = bc; c j 1�) �b j a oraz a = bc j b � 1 = b�.79. Uwaga terminologiczna. Je»eli � jest \relacj¡ porz¡dkuj¡c¡" (tzn.relacj¡ przechodni¡ i zwrotn¡) w zbiorze X, A � X oraz a0 2 A, toa0 jest najwi¦kszy w A def() 8a 2 A : a � a0;a0 jest maksymalny w A def() 8a 2 A : a0 � a) a � a0:Podobnie de�niuje si¦ poj¦cia elementu najmniejszego i minimalnego.Jasne, »e: ka»dy element najwi¦kszy jest maksymalny, a najmniejszy| minimalny; je±li dwa elementy s¡ najwi¦ksze w A, to s¡ stowarzy-szone (natomiast mog¡ by¢ niestowarzyszone elementy maksymalne).Przykªady. Niech x � y , x j y. Dla A = 1; 5 brak elementu najwi¦kszego, mak-symalne s¡ 3, 4 i 5, a minimalny (i najmniejszy) jest 1. Dla A = f2; 3; 6g elementemmaksymalnym (i najwi¦kszym) jest 6, najmniejszego brak, a minimalne s¡ 2 i 3.80. De�nicja. Niech R | pier±cie« przemienny z jedynk¡. Element d 2 Rnazywa si¦ najwi¦kszym wspólnym dzielnikiem elementów a; b 2 R, je±li(1) d j a oraz d j b (tzn. d jest wspólnym dzielnikiem a i b);(2) d jest najwi¦kszym (w sensie relacji podzielno±ci) w±ród elementówmaj¡cych wªasno±¢ (1), tzn. speªniony jest warunek8c 2 R : (c j a; c j b)) c j d.Ogólniej, najwi¦kszym wspólnym dzielnikiem elementów a1; : : : ; an 2 Rnazywa si¦ element d 2 R, speªniaj¡cy nast¦puj¡ce warunki:(1) d j a1; : : : ; d j an, oraz(2) 8c 2 R : (c j a1; : : : ; c j an)) c j d.Warunki (1),(2) mo»na zapisa¢ krócej: d 2 D(a1; : : : ; an) � D(d) , je±liD(a1; : : : ; an) := D(a1) \ : : : \D(an) = (wspólne dzielniki a1; : : : ; an).Oznaczmy NWD(a1; : : : ; an) := fd 2 R : d speªnia warunki (1),(2)g.81. Uwagi. (A) Mo»e si¦ zdarzy¢, »e zbiór NWD(a; b) jest pusty, co ozna-cza, »e D(a; b) nie ma elementu najwi¦kszego (w sensie `j'). Zobaczymyjednak, »e NWD zawsze istnieje w niektórych wa»nych pier±cieniach R.(B) Je±li d 2 NWD(a1; : : : ; an) oraz d � ~d, to ~d 2 NWD(a1; : : : ; an).8Jest to zaªo»enie istotne dla `)'. Oto kontrprzykªad: R := �ci¡gªe funkcje R! R�,a(x) := max�jxj� 1; 0�, b(x) := a(x) sgn(x); wtedy a � b, lecz je±li a = bc, to c(�2) = �2,wi¦c z ci¡gªo±ci c mamy 9x0 2 R : c(x0) = 0 (wªasno±¢ Darboux); zatem c 62 R�.26



Odwrotnie, je±li d; ~d 2 NWD(a1; : : : ; an), to oczywi±cie d � ~d. ZatemNWD(a1; : : : ; an) jest klas¡ relacji stowarzyszenia w R; mówi¡c to samobardziej tradycyjnym j¦zykiem: NWD danych elementów, je±li istnieje,okre±lony jest z dokªadno±ci¡ do relacji stowarzyszenia.(C) Zamiast d 2 NWD(a1; : : : ; an) pisze si¦ cz¦sto d = NWD(a1; : : : ; an).Jest to reliktem czasów `przedteoriomnogo±ciowych', na równi z tradycyjn¡ notacj¡typu z = 3p2� 2_� (zamiast z 2 3p2� 2_�) czy ' = arg z (zamiast ' 2 arg z). Nale»ywi¦c pami¦ta¢, »e zapis d = NWD(a; b) okre±la d tylko z dokªadno±ci¡ do relacji `j'.(D) Dla niektórych wa»nych pier±cieni R wybór d 2 NWD(a1; : : : ; an)mo»na ujednoznaczni¢ naªo»eniem na d dodatkowego warunku, np.| dla R =Zwarunku d  0 ;| dla R = K [ � ] warunku `unormowania': wielomian jest unormowany,je±li jego wyraz kierunkowy (czyli wspóªczynnik przy najwy»szejpot¦dze zmiennej) jest równy 1.W takim przypadku zwykle pisze si¦ d = ((a1; : : : ; an)), np. dla R =Z:D(12; 20) = f�1;�2;�4g, NWD(12; 20) = f�4; 4g, ((12; 20)) = 4.82. W dalszym ci¡gu stosuj¡c symbol ((a1; : : : ; an)) b¦dziemy zakªada¢, »e dane jestpewne odwzorowanie (funkcja wyboru) f : R=� ! R, które klasie relacji � (stowa-rzyszenia) przyporz¡dkowuje pewien element tej klasy. Np. dla R =Zprzyjmiemyff�n; ng := n dla n 2Z+; dla R = K[ � ] z kolei f(K) b¦dzie tym (jedynym) wielo-mianem z klasy K, którego wspóªczynnik przy maksymalnej pot¦dze zmiennej jestrówny 1. Symbol ((a1; : : : ; an)) b¦dzie oznacza¢ f-obraz zbioru NWD(a1; : : : ; an).83. Fakt (podstawowe wªasno±ci NWD w pier±cieniach przemienych z 1).1� a1 j b1; : : : ; an j bn ) ((a1; : : : ; an)) j ((b1; : : : ; bn)) (monotoniczno±¢);2� ((a1; a2; : : : ; an)) = ((ai1; ai2; : : : ; ain)) (przemienno±¢);3� �c ja1; : : : ; c j an� () c j ((a1; : : : ; an));4� je±li a = qb+ r, to ((a; b)) = ((b; r)) (9);5� ((((a1; : : : ; am)); b1; : : : ; bn)) = ((a1; : : : ; am; b1; : : : ; bm)) (ª¡czno±¢);zatem np. ((a1; ((((a2; a3)); ((a4; a5)); a6)); a7)) = ((a1; : : : ; a7)).Ad3� ( d := ((a1; : : : ; an)), wtedy d j ak, wi¦c c j d j ak; ) z de�nicji NWD.Ad4� ((a; b)) dzieli a i b, wi¦c tak»e r = a�qb; zatem z 3� dostajemy ((a; b)) j ((b; r)).Tak samo wida¢, »e ((b; r)) dzieli a = qb+ r, wi¦c ((b; r)) j ((a; b)).Ad5� Niech d = ((a1; : : : ; am; b1; : : : ; bn)), ~d = ((((a1; : : : ; am)); b1; : : : ; bn)); nale»ywykaza¢, »e d � ~d. Otó» korzystaj¡c z wªasno±ci 3� widzimy, »e:(1) ~d j ((a1; : : : ; am)), a wi¦c ~d j a1; : : : ; ~d j am; ponadto ~d j b1; : : : ; ~d j bn, sk¡d~d j ((a1; : : : ; am; b1; : : : ; bn)), czyli ~d j d.(2) d j ((a1; : : : ; am)), gdy» d j a1; : : : ; d j am; ponadto d j bk, a zatem d j ~d.84. �wiczenie. Przeformuªowa¢ powy»sze wªasno±ci, u»ywaj¡c zamiast symbolu ((: : :))bardziej naturalnego obiektu jakim jest NWD(: : : ).9Czyli nie zmienimy NWD, je±li dodamy do jednego z elementów krotno±¢ drugiego.27



85. De�nicja. Element w 2 R jest najmniejsz¡ wspóln¡ krotno±ci¡ ele-mentów a1; : : : ; an 2 R, je±li(1) a1 j w; : : : ; an j w (tzn. w jest wspóln¡ krotno±ci¡ a1; : : : ; an);(2) 8v 2 R : (a1 j v; : : : ; an j v)) w j v (czyli ka»da wspólnakrotno±¢ ai jest krotno±ci¡ w).Piszemy wtedy w 2 NWK(a1; : : : ; an); zbiór NWK(a1; : : : ; an), tak jakNWD(a1; : : : ; an), jest jedn¡ z klas relacji stowarzyszenia (lub zbiorempustym). Zauwa»my, »e warunki (1),(2) mo»na zapisa¢ nieco krócej:w 2 a1R \ : : : \ anR � wR,przy czym wR := fwx : x 2 Rg jest zbiorem wszystkich krotno±ci w,a wi¦c a1R \ : : : \ anR oznacza zbiór wspólnych krotno±ci a1; : : : ; an.W przypadku wspomnianym wy»ej w punkcie 82 wyró»nion¡ NWKoznacza si¦ niekiedy symbolem w = [[a1; : : : ; an]]. Zatem np. dla R =Zmamy: NWK(12;�20) = f�60; 60g, [[12;�20]] = 60.Uwaga. Angloj¦zycznymi odpowiednikami skrótów NWD i NWK s¡ LCM (LeastCommon Multiple) i GCD (Greatest Common Divisor).86. Przykªad (w którym R jest dziedzin¡ caªkowito±ci, a NWD(a; b) = ;).Niech R = Z� _�p6� b¦dzie zbiorem liczb postaci a + b _�p6, gdzie a; b 2 Z; zbiórten, jak ªatwo sprawdzi¢, jest zamkni¦ty wzgl¦dem dodawania, odejmowania i mno-»enia, wi¦c (ze zwykªymi operacjami dodawania i mno»enia) jest pier±cieniem |podpier±cieniem pier±cienia C . Jasne, »e R, tak jak C , jest dziedzin¡ caªkowito±ci.Znajd¹my wspólne dzielniki elementów a = 6; b = 10_�p6: Niech d = d1+d2 _�p6;je±li d 2 DR(a), to 9c = c1 + c2 _�p6 2 R : a = cd, wi¦c jaj2 = jcj2jdj2, przy czymjcj2 = c21+6c22 2Z; zatem jdj2 2 DZ(jaj2), czyli d21+6d22 2 DZ(36); w szczególno±cijd1j 2 0; 6; jd2j 2 0; 2. Mamy wi¦c 13 � 5 = 65 `elementów podejrzanych'; jednakskoro ad = 6d = 6d21 + 6d22 (d1 � d2 _�p6), to d 2 DR(a) , d21 + 6d22 2 DZ(6d1; 6d2),wi¦c wystarczy sprawdza¢ tylko d, maj¡ce d1; d2  0; jest ich 7 �3 = 21. DostajemyDR(a) = f�1;�2;�3;�6� _�p6g.�atwo st¡d sprawdzi¢, »e spo±ród elementów D(a) dzielnikami b = 10_�p6 s¡ tylko�1; �2; � _�p6, skoro za± 2 6 j _�p6 oraz _�p6 6 j2, to wynika st¡d, »e NWD(a; b) = ;.A oto inna osobliwo±¢: W podobny sposób mo»na sprawdzi¢, »e je±li � := _�p6, toDR(10) = f�1;�2;�5;�10;�(2+ �);�(2� �)g, DR(�) = f�1;��g,natomiast DR(10�) = f �1; �2; �5; �10; �(2 + �); �(2� �);��; �2�; �5�; �10�; �(2 + �)�; �(2� �)�;� 2(2 + 2�); �2(2� 2�); �(3 + �); �(3� �)g;zatem 10� ma dzielniki nie b¦d¡ce postaci xy, gdzie x 2 DR(10); y 2 DR(�).2.4 Podpier±cienie i ideaªy87. De�nicja. Podzbiór S � R jest podpier±cieniem pier±cienia R, je±lidla ka»dej pary a; b 2 S elementy a+ b; a� b; ab nale»¡ do S; wtedyS jest pier±cieniem, w którym dziaªania (dodawanie i mno»enie) s¡28



`dziaªaniami w R, obci¦tymi do S'.Nie warto wprowadza¢ odr¦bnych symboli dodawania i mno»enia dla podpier±cieniaS � R: suma elementów a; b 2 S jest ®w sensie S¯ taka sama, jak ®w sensie R¯ itd.Podzbiór J � R nazywa si¦ ideaªem pier±cienia R, je±li8a; b 2 J : a� b 2 J oraz 8a 2 J; r 2 R : ar 2 J ;oczywi±cie J jest wtedy podpier±cieniem pier±cienia R.(10)88. Przykªady. 1 Pier±cie« Zjest podpier±cieniem pier±cienia R (a tak»e C ).2 Je±li w R ka»dy ró»ny od 0 element ma odwrotno±¢ (w szczególno±ci je±li R = Kjest ciaªem), to pier±cie« R zawiera tylko dwa ideaªy: f0g i R (¢wiczenie).3 Je±li a 2 R jest ustalony, to podzbiór aR := far : r 2 Rg jest, jak ªatwo spraw-dzi¢, ideaªem (najmniejszym ideaªem zawieraj¡cym element a, a wi¦c generowanymprzez a); ideaªy takiej postaci nazywa si¦ ideaªami gªównymi.W pier±cieniu R =Zideaª 6Z= f0;�6;�12;�18; : : :g skªada si¦ z krotno±ci 6, tzn.z liczb caªkowitych podzielnych przez 6; podobnie 10Z= f0;�10;�20;�30; : : :g;zauwa»my, »e 2n = 12n+ (�10)n 2 6Z+ 10Zdla n 2Z, a zatem 6Z+ 10Z= 2Z.Przykªad ten pokazuje, »e na ogóª ideaª aR+ bR jest wi¦kszy od (a + b)R.Zauwa»my, »e ka»dy podpier±cie« pier±cienia Zjest jego ideaªem (gdy» mno»enieprzez liczb¦ caªkowit¡ jest kilkakrotnym dodawaniem); z kolei mo»na pokaza¢, »eka»dy ideaª J �Zjest równy nZ, gdzie n jest najmniejszym z elementów J \Z+.4 Ogólniej, dla ustalonych a1; : : : ; an 2 R podzbiór J := a1R + : : :+ anR � R,okre±lony jako fa1r1 + : : : + anrn : rk 2 Rg, jest ideaªem; jest to oczywi±cie naj-mniejszy z ideaªow zawieraj¡cych wszystkie elementy a1; : : : ; an, dlatego nazywa si¦go ideaªem generowanym przez elementy a1; : : : ; an.5 Dla ustalonego u 2 C zbiór Z[u] := fa0 + a1u + : : :+ anun : n 2 Z+; ai 2 Zgjest najmniejszym spo±ród podpier±cieni ciaªa C , zawieraj¡cych u oraz 1; oczywi±cieZ[u] = �a(u) : a 2 Z[ � ]	. Zauwa»my te», »e np. Z[p5] = f� + �p5 : �; � 2 Zg,Z[ 3p2] = f�+ � 3p2 +  3p4 : �; �;  2Zg,Z[ _�] = f�+ _�� : �; � 2Zg. �atwo te» np.sprawdzi¢, »e podzbiór f�+ �p5 : �; � 2Z; 5 j �g jest najmniejszym podpier±cie-niem pier±cienia Z[p5] (a wi¦c i ciaªa C ), zawieraj¡cym element p5.6 Niech teraz liczba u 2 C b¦dzie pierwiastkiem ustalonego wielomianu b 2Z[ � ];je±li jest = 1 wspólczynnik przy najwy»szej pot¦dze: b(x) = b0+: : :+bn�1xn�1+xn,to dla a 2 Z[ � ] iloraz i reszta z dzielenia a przez b, maj¡ nie tylko wymierne, alenawet caªkowite wspóªczynniki: 8a : 9q; r 2Z[ � ] : a = qb + r; deg r < n = deg b;skoro przy tym b(u) = 0, to a(u) = r(u); zatemZ[u] = fr0 + r1u+ : : :+ rn�1un�1 : r0; : : : ; rn�1 2Zg.7 �atwe ¢wiczenie: Zh 1p2 i = n�+�p22n : �; � 2Z; n 2Z+o = 1Sn=0 12nZ[p2].8 Je±li uªamek LM 2 Q jest nieskracalny, to 1Mn 2 Z� LM � dla n 2 N; istotnie,dzi¦ki temu, »e 1 2 NWD(Ln;Mn) mamy 9x; y 2 Z: 1 = Lnx +Mny (zob. dalejpunkt 95), a wi¦c 1Mn = � LN �n x+ y. Wynika st¡d ªatwo, »e10Dla pier±cieni nieprzemiennych rozró»nia si¦ trzy rodzaje ideaªów: ideaªy prawostronne(zde�niowane warunkami 8a; b; r : a � b 2 J; ar 2 J), lewostronne (a � b 2 J; ra 2 J),oraz obustronne (a� b 2 J; ar 2 J; ra 2 J).29



Z� LM � = 1Sn=1 1MnZ.9 Niech liczba v 2 C b¦dzie pierwiastkiem ustalonego wielomianu c( � ) 2 Z[ � ].Dla n := deg c( � ) i M := cn 2 Zwielomian b(x) := Mn�1 � c� 1M x� nale»y doZ[ � ], jest unormowany (bn = 1) i zeruje liczb¦ u = Mv: b(u) = 0; zgodnie z 6mamy st¡d Z[u] = fr0 + r1u + : : : + rn�1un�1 : r0; : : : ; rn�1 2 Zg. NatomiastZ[v] = Z[ 1M u] � 1Sn=1 1MnZ[u]; niekiedy, np. dla v = 1p2 , zamiast `�' jest równo±¢,lecz na ogóª dokªadny opisZ[v] mo»e by¢ zadaniem nieªatwym (nawet dla n = 2).89. �wiczenie. aR � bR () b j a, aR = bR () a � b.90. Fakt (operacje na ideaªach). Przeci¦cie dowolnej (nawet niesko«czonej)liczby ideaªów jest ideaªem. Suma algebraiczna ideaªówJ1+J2 := fa1+a2 : a1 2 J1; a2 2 J2g = fa 2 R : 9ak 2 Jk : a = a1+a2gjest ideaªem. Suma mnogo±ciowa S1n=1 Jn rosn¡cego (tj. wst¦puj¡cego)ci¡gu ideaªów J1 � J2 � J3 � : : : jest ideaªem.2.5 Ideaªy gªówne91. De�nicja. Ideaª J � R, daj¡cy si¦ przedstawi¢ w postaci J = aRdla pewnego a 2 R (tzn. daj¡cy si¦ `wygenerowa¢' jednym elementempier±cienia), nazywa si¦ ideaªem gªównym w R. Pier±cie« R, b¦d¡cydziedzin¡ caªkowito±ci, w którym ka»dy ideaª jest gªówny, nazywa si¦dziedzin¡ ideaªów gªównych (w skrócie: d.i.g.).92. Przykªady.(1) Pier±cienie Zi K[ � ] s¡ d.i.g. Przekonamy si¦ o tym w nast¦pnym paragra�e.(2) R :=Z[x] nie jest d.i.g., gdy» np. ideaª J , zªo»ony z wielomianów w, dla których2 j w(0), nie jest gªówny. Istotnie, gdyby J = cR, wtedy c(x) j 2, c(x) j x, wi¦cc(x) = �1, sk¡d J = R, sprzeczno±¢. Zauwa»my te», »e J = 2R + xR oraz »ewielomianu 1 2 NWD(2; x) nie da si¦ przedstawi¢ w postaci 2p(x) + xq(x).(3) R := K[x; y], wtedy ideaª J := xR + yR, tzn. J = fw : w(0; 0) = 0g, nie jestgªówny, bo wspólnym dzielnikiem x; y 2 J jest 1, za± J 6= 1R = R.93. Fakt. Je±li R jest pier±cieniem (przemiennym, z 1) oraz a; b; d 2 R, toaR+ bR = dR () ( d j a; d j b9x; y 2 R : d = ax+ by ) �) d 2 NWD(a; b);) | oczywiste, np. d j a, gdy» aR � aR + bR = dR. ( Skoro aR; bR � dR,wi¦c aR + bR � dR; z kolei d = ax + by 2 aR + bR, wi¦c tak»e dR � aR + bR.Udowodnienie wynikania �) jest bardzo prostym ¢wiczeniem.94. Fakt. Je±li R jest pier±cieniem oraz a; b; d; w 2 R, to(a) d 2 NWD(a; b) ()  dR jest najmniejszym z ideaªów gªó-wnych zawieraj¡cych ideaª aR+ bR !,30



(b) w 2 NWK(a; b) () wR = aR \ bR (11).(a) �dR � cR�, c j d oraz aR+ bR � dR, �aR � dRbR � dR�, �d j ad j b�, sk¡d teza.(b) Warunek wR � aR \ bR, równowa»ny w 2 aR \ bR, oznacza, »e � a j wb j w �,z kolei zawieranie aR\ bR � wR oznacza, »e 8v 2 R : � a j vb j v �) w j v; st¡d teza.Natychmiastowym wnioskiem z tego faktu jest nast¦puj¡ce podstawowe95. Twierdzenie. Je±li R jest dziedzin¡ ideaªów gªównych i a; b 2 R, to:1 NWD(a; b) 6= ; oraz d 2 NWD(a; b) , dR = aR + bR; zatem:2 8d 2 NWD(a; b) : 9x; y 2 R : d = ax+ by;3 NWK(a; b) 6= ; oraz k 2 NWK(a; b) () kR = aR \ bR.Uogólnienie:96. Twierdzenie. Je±li pier±cie« R jest d.i.g. oraz a1; : : : ; an 2 R, to:1 NWD(a1; : : : ; an) 6= ; orazd 2 NWD(a1; : : : ; an) , dR = a1R + : : :+ anR;2 8d 2 NWD(a1; : : : ; an) : 9x1; : : : ; xn 2 R : d = a1x1 + : : :+ anxn;3 NWK(a1; : : : ; an) 6= ; orazw 2 NWK(a1; : : : ; an) , wR = a1R \ : : : \ arR.Bezpo±redni i Elementarny Dowód:Ad 1 , 2 : Zbiór J := a1R+: : :+anR (zªo»ony z elementów postaci a1x1+: : :+anxn,xi 2 R) jest ideaªem R; skoro R jest d.i.g., to J jest postaci J = dR, gdzie d 2 R.Zatem 9xi 2 R : d = a1x1 + : : :+ anxn. Skoro ai 2 aiR � J = dR, to d j ai, czyli djest wspólnym dzielnikiem ai. Sprawdzimy, »e jest to dzielnik najwi¦kszy: je±li c j aidla i 2 1; n, to tak»e c j a1x1+ : : :+ anxn, czyli c j d. Zatem d 2 NWD(a1; : : : ; an).Ad 3 wR � I := a1R \ : : : \ anR , 8k : �wR � akR, tzn. ak j w�. Z koleiI � wR , 8v 2 R : �8k : v 2 akR)) v 2 wR, tzn. 8v 2 R : �8k : ak j v)) w j v.Zatem wR � I , (1), I � wR, (2), gdzie (1),(2) oznaczj¡ warunki z de�nicji 85.Poni»sze wªasno±ci 6� : : :10� stanowi¡ uzupeªnienie listy z punktu 83:97. Fakt (dodatkowe wªasno±ci najwi¦kszego wspólnego dzielnika w d.i.g.).6� ((a; b)) � 1 () 9p; q 2 R : ap + bq = 1;7� ((av; bv))� ((a; b))v;8� ((a; b1)) � ((a; b2)) � 1) ((a; b1b2)) � 1;9� (a j bc oraz ((a; b)) � 1)) a j c;10� (a j c; b j c; ((a; b)) � 1)) ab j c.Ad 6�: ) ju» byªo. ( : Je±li ap+ bq = 1 i d = ((a; b)), to d j((ap+ bq)), tzn. d j 1.Ad 7�: P j L (w ka»dej dz. caªkowito±ci), gdy» wskutek P j av, P j bv mamy te»P j ((av; bv)) = L. Odwrotnie, skoro 9p; q : ((a; b)) = ap+ bq, to L j avp+ bvq = dv,sk¡d L j avp + bvq = ((a; b))v = P .11wR = aR\ bR () wR jest najwi¦kszym z ideaªów gªównych zawartych w aR\ bR.Dowód. ) jest oczywiste. ( wR � J := aR\ bR wprost z zaªo»enia o J . Odwrotnie,je±li v 2 J , to vR jest i.g. zawartym w J , wi¦c vR � wR, sk¡d v 2 wR; zatem J � wR.31



Ad 8�: 1 = 1 � 1 = (ap + b1q)(ar + b2s) = a(apr + pb2s + rb1q) + b1b2qs.Ad 9�: 9q : bc = aq i 9r; s : ar + bs = 1, wi¦c c = (ar + bs)c = a(rc + qr), tj. a j c.Ad10�: 9q : c = aq; warunek b j c oznacza wi¦c b j aq, skoro za± ((a; b)) � 1, towskutek wªasno±ci 9� mamy b j q, wi¦c 9r : q = br; st¡d c = aq = abr.2.6 Pier±cienie euklidesowe98. De�nicja. Pier±cie« R (przemienny, z 1) nazywa si¦ pier±cieniemeuklidesowym, je±li istnieje funkcja � : R n f0g ! Z+ = f0; 1; 2; : : :gtaka, »e speªniony jest nast¦puj¡cy `warunek Euklidesa':(E) dla ka»dej pary a; b 2 R, gdzie b 6= 0, istniej¡ q; r 2 R takie, »ea = qb+ r, przy czym �je±li r 6= 0, to �(r) < �(b)�.Pier±cie« euklidesowy b¦d¡cy zarazem dziedzin¡ caªkowito±ci nazywasi¦ dziedzin¡ euklidesow¡(12).99. Fakt. Ka»dy pier±cie« euklidesowy jest dziedzin¡ ideaªów gªównych.Niech J � R b¦dzie ideaªem;mo»emy zaªo»y¢, »e J 6= f0g. Niech n b¦dzie najmniej-szym elementem zbioru f�(b) : b 2 J; b 6= 0g. We¹my dowolne ustalone b 2 J , takie»e �(b) = n. Poka»emy »e 8a 2 J : 9q 2 R : a = qb, a zatem J � bR, czyli J = bR(jako »e bR � J , gdy» b 2 J i J jest ideaªem). Otó» z (E) mamy a = bq + r, przyczym albo r = 0 (co daje tez¦), albo �(r) < �(b), lecz wtedy byªoby r = a� qb 2 J ,przy czym r 6= 0 oraz �(r) < n, wbrew minimalno±ci liczby n.100. Przykªady pier±cieni euklidesowych.P1. Dla R = Zwe¹my �(a) := jaj; sprawdzimy, »e q := E(ab ) jest dobre:r = a � bq = b�ab � E(ab )� = bc, gdzie c 2 [0; 1[, wi¦c jrj < jbj, tzn.�(r)<�(b). Warto sprawdzi¢, »e dla q := 1 +E(ab ) i ab 62Zte» jest OK!P2. Dla R =Zmo»na te» � okre±li¢ inaczej: �̂(a) := [log2 jaj]. Sprawdzimywarunek (E): Maj¡c liczby Z3 a; b 6= 0 okre±lmy q jako element Zle»¡cy najbli»ej uªamka ab ; wtedy ���ab � q��� ¬ 12, wi¦c dla r := a� bq 2 Zmamy: jrj = ���ab � q��� � jbj ¬ 12jbj, wi¦c log2 jrj ¬ �1 + log2 jbj, QED.Zauwa»my, »e 8a : �̂(a) < jaj = �(a); okazuje si¦, »e �̂ jest najmniejsz¡z funkcji � :Zn f0g !Z+, speªniaj¡cych aksjomat (E).P3. Dla R = K [x], gdzie K jest ciaªem, we¹my �(a) := deg a.Twierdzenie (o dzieleniu wielomianów). Je±li a; b 2 K [x], przy czymb 6= 0, to istnieje dokªadnie jedna para wielomianów q; r 2 K [x],12Wwielu podr¦cznikach oprócz warunku (E) postuluje si¦ jeszcze nast¦puj¡cy warunek:(E') Funkcja � jest rosn¡ca w tym sensie, »e �a; b 6= 0; a j b� ) �(a) ¬ �(b).Okazuje si¦, »e warunek (E') jest wªa±ciwie zb¦dny: Je±li para (E; �) speªnia warunek (E),to istnieje funkcja �0 : R n f0g ! Z+ taka, »e para (E; �0) speªnia oba warunki (E),(E').Jako �0 mo»na wzi¡¢ np. najmniejsz¡ z funkcji �, dla których speªniony jest warunek (E).32



nazywanych ilorazem i reszt¡ z dzielenia a przez b, takich »ea = qb+ r oraz deg r < deg b.Istnienie. Ustalmy b, a wi¦c tak»e m = deg b  0. Zastosujemy indukcj¦ wzgl¦demliczby deg a. Je±li deg a < m, to para q := 0; r := a ma »adane wªasno±ci. Zaªó»myteraz, »e deg a = n  m oraz »e twierdzenie jest prawdziwe dla wielomianów stopnia< n. Niech a(x) = a0+ : : :+anxn, b(x) = b0+ : : :+bmxm, anbm 6= 0. Zauwa»my, »eskªadniki z xn w wielomianie ~a(x) := a(x)� anbm xn�mb(x) znosz¡ si¦, wi¦c deg ~a < n;wobec tego z zaªo»enia indukcyjnego ~a ma rozkªad ~a(x) = ~q(x)b(x) + r(x), gdziedeg r < m. St¡da(x) = ~a(x) + anbmxn�mb(x) = �~q(x) + anbmxn�m�b(x) + r(x),a wi¦c dowód kroku indukcyjnego zako«czymy, przyjmuj¡c q(x) := ~q(x)+ anbmxn�m.Jednoznaczno±¢. Je±li a = qb+ r oraz a = q1b+ r1, to (q1� q)b = r� r1; gdyby przytym byªo q1 � q 6= 0, wtedy deg�(q1 � q)b� = deg(q1 � q) + deg b  deg b, podczasgdy warunki deg r; deg r1 < deg b implikuj¡ deg(r � r1) < deg b, sprzeczno±¢.P4. Dla R = Z[ _�] (pier±cie« Gaussa) we¹my �(a) := jaj2; wtedy faktycznie�(a) 2Z+, gdy» �(a) = a12 + a22, gdzie a1 := Re a, a2 = Ima.Sprawd¹my warunek (E): Dla a; b 2 R n f0g mo»na dobra¢ q 2 R tak,by ró»nica c := ab � q le»aªa w kwadracie nz : Re z; Imz 2 h�12; 12io.Wtedy jcj2 ¬ 14 + 14 = 12; zarazem r = b�ab � q� = bc, a zatem�(r) = jrj2 = jbcj2 = jbj2jcj2 ¬ 12jbj2 < jbj2 = �(b).101. Uwaga. Z aksjomatu (E) nie wynika jednoznaczno±¢ operacji dziele-nia z reszt¡, np. dla R = Zmamy 30 = 2 � 13 + 4 = 3 � 13 + (�9),wi¦c s¡ dwa mo»liwe wyniki dzielenia 30 przez 13: q = 2; r = 4 orazq = 3; r = �9. W pier±cieniu Gaussa s¡ mo»liwe nawet 4 ró»ne wyniki:1 = 0�(1+ _�)+1 = 1�(1+ _�)+(� _�) = (� _�)(1+ _�)+ _� = (1� _�)(1+ _�)+(�1).Natomiast dzielenie z reszt¡ jest operacj¡ jednoznaczn¡ w R = K [ � ].102. Fakt. Niech pier±cie« R ma wªasno±ci (E) i (E') oraz a; b 2 R n f0g.(1) Je±li a j b, lecz a 6� b (tzn. b 6 j a), to �(a) < �(b)(w tym sensie mo»emy o funkcji � mówi¢, »e jest ®±ci±le rosn¡ca¯);(2) Je±li a j b oraz �(a) = �(b), to a � b;(3) �(b) = �(1) () b 2 R� := (elementy odwracalne pier±cienia R).Ad(1) Zastosujmy (E): a = bq + r, przy czym �(r) < �(b) (r 6= 0, gdy» b 6 j a);lecz r = a� bq wraz z a j b daje a j r, wi¦c z (E') wynika �(a) ¬ �(r) < �(b).Ad(2) Jest to oczywi±cie tylko inne sformuªowanie (przez `kontrapozycj¦') faktu (1).Ad(3) Implikacj¦ `)' dostajemy z (2), bior¡c a = 1; je±li za± b 2 R�, to 1 j b j 1,co wraz z (E') daje �(1) ¬ �(b) ¬ �(1), tzn. �(b) = �(1).2.7 Algorytm Euklidesa103. Twierdzenie. Je±li R jest pier±cieniem euklidesowym, to dla ka»dej33



pary a; b 2 R, takiej »e b 6= 0, NWD(a; b) zawiera ®ostatni¡ niezerow¡reszt¦¯, tzn. element rk 2 R, uzyskany w nast¦puj¡cym procesie:a = q1b+ r1 r1 6= 0 �(r1) < �(b)b = q2r1 + r2 r2 6= 0 �(r2) < �(r1)r1 = q3r2 + r3 r3 6= 0 �(r3) < �(r2): : : : : : : : : : : : : : : : : : : :rk�2 = qkrk�1 + rk rk 6= 0 �(rk) < �(rk�1)rk�1 = qk+1rk rk+1 = 0:Procedura musi si¦ zako«czy¢ po sko«czonej liczbie kroków, gdy» ±ci±lemalej¡cy ci¡g liczb �(rk) 2Z+ musi mie¢ sko«czon¡ dªugo±¢.Oznaczmy dla wygody r�1 := a, r0 := b, wtedy r�1; r0; : : : ; rk+1 s¡ elementamispeªniaj¡cymi relacje rj�2 = qjrj�1 + rj , j 2 1; k+ 1. Korzystaj¡c z wªasno±ci((qb + r; b)) = ((b; r)), zob. 83, dostajemy ((rj�2; rj�1)) = ((qjrj�1 + rj; rj�1)) =((rj�1; rj)), a wi¦c ((a; b)) = ((r�1; r0)) = ((r0; r1)) = : : : = ((rk; rk+1)) = ((rk; 0)) � rk.104. Fakt. W oznaczeniach p. 103 niech s�1; s0; s1; : : : ; sk 2 R b¦dzie dowol-nym ci¡giem speªniaj¡cym te same relacje, co rj: sj�2 = qjsj�1 + sjdla j 2 1; k. Wtedy D0 = �D1 = D2 = : : : = (�1)kDk, gdzieDj := ����� rj�1 rjsj�1 sj ����� = rj�1sj � rjsj�1 dla j 2 1; k.Istotnie, mamy ���� qr0 + r r0qs0 + s s0 ���� = (qr0 + r)s0 � r0(qs0 + s) = rs0 � r0s = � ���� r0 rs0 s ����.Je±li wi¦c we¹miemy sk := 0sk�1 := 1! i kolejno wyliczymy sk�2; : : : ; s0; s�1,to wtedy ����� a bs�1 s0 ����� = D0 = �Dk = � ����� rk�1 rk1 0 �����, czyli as0 � bs�1 = �rk;dostajemy w ten sposób wygodny algorytm znajdowania pary x; y 2 R,speªniaj¡cej warunek ax+ by = ((a; b)); por. punkt 95.105. Uwaga. Wygodnie jest stosuj¡c powy»szy algorytm posªugiwa¢ si¦jednym z dwu nast¦puj¡cych `formularzy' (poziomym lub pionowym):a b r1 r2 : : : rk�1 rkq1 q2 q3 : : : : : : qk+1s�1 s0 s1 s2 : : : sk�1 skPrzykªad. Dla pary (169,64) dostajemy tabelk¦169 64 41 23 18 5 3 2 12 1 1 1 3 1 1 266 25 16 9 7 2 1 1 0 ;z której wynika, »e ((169; 64)) = 1 = 169 � 25 � 64 � 66:
a s�1q1b s0q2r1 s1q3r2 s2:::::: ::::::rk�1 sk�1qk+1rk sk34



2.8 Rozkªad na czynniki pierwsze106. De�nicja. Niech R b¦dzie dziedzin¡ caªkowito±ci. Element p 2 R, taki»e p 6= 0 oraz p 6� 1 (13), nazywa si¦:rozkªadalny def() p ma dzielnik niestowarzyszony ani z p, ani z 1;nierozkªadalny def() ka»dy dzielnik p jest stowarzyszony z 1 lub z p;pierwszy def() zachodzi implikacja p j ab) (p j a lub p j b):Oczywi±cie element p 2 R jest rozkªadalny, ma nietrywialny rozkªad na czynniki:p = ab; a 6� 1; b 6� 1.107. Fakt. (a) Ka»dy element pierwszy jest nierozkªadalny.(b) Je±li R jest d.i.g., to ka»dy element nierozkªadalny jest pierwszy.Ad(a). Niech p| pierwszy i niech a j p; wtedy 9b : p = ab. Skoro p j ab, to s¡ dwiemo»liwo±ci: p j a, wtedy a � p; lub p j b, wtedy ab j b, sk¡d a j 1, czyli a � 1.Ad(b). Niech p | nierozkªadalny i p j ab. Skoro d := ((a; p)) jest dzielnikiem p, tos¡ dwie mo»liwo±ci: 1� d � p, wtedy p j d j a; lub2� d � 1, wtedy 9x; y : 1 = ax+py, sk¡d p j (krotno±¢ pz}|{ab )x+pyb = b.108. Przykªady. W ka»dym z poni»szych przykªadów R jest dziedzin¡ euklidesow¡,a wi¦c te» d.i.g.; zatem elementy pierwsze to to samo, co elementy nierozkªadalne.(!) W R =Z: (zbiór elementów pierwszych)=f�2;�3;�5;�7;�11;�13;�17; : : :g.Rozkªadem na czyniki pierwsze elementu a = 60 jest a = 2 �2 �3 �5, ale mamy tak»einne (równowa»ne) rozkªady: a = (�5) � (�2) � 2 � 3 = (�2) � (�3) � (�5) � (�2) = : : :.(!!) W C [x ] elementy pierwsze s¡ to wielomiany stopnia 1; wR[x ] elementy pierwszes¡ to wielomiany stopnia 1 oraz wielomiany stopnia 2 o wyró»nikach ¬ 0. Wynikato wprost z twierdzenia o rozkªadzie wielomianów w C [x ] i w R[x ], zob. 62.(!!!) W R = Q[x ] s¡ elementy pierwsze dowolnego stopnia, mo»na np. pokaza¢, »ewielomiany pn(x) := xn � 2 s¡ pierwsze dla n 2 N; wymaga to skorzystania np.z tzw. `kryterium Eisensteina' (zob. np. Kostrykin, str. 168), nie wystarczy tu samfakt braku pierwiastków wymiernych!(!!!!) W pier±cieniu Gaussa R = Z[ _�] element 2 2 R nie jest pierwszy, gdy» marozkªad 2 = (1 + _�)(1 � _�); z kolei 1 + _� jest pierwszy w R, bo je±li 1 + _� = ab, to2 = jabj2 = jaj2jbj2, przy czym jaj2 2 N, jbj2 2 N, wi¦c jaj2 = 1 lub jbj2 = 1. W takisam sposób mo»na sprawdzi¢ np., »e pierwsze s¡ elementy 3; 7; 11; 19;23, a tak»e2+ _�, 3+2_�, 4+ _�, natomiast rozkªadalne s¡ 5 = (2+ _�)(2� _�), 3+ _� = (1+ _�)(2� _�),13 = (3 + 2_�)(3 � 2_�), 17 = (4 + _�)(4 � _�) itd.�wiczenie. Dowie±¢, »e je±li p 2 N jest liczb¡ pierwsz¡, to� p jest elementem rozkªa-dalnym w pier±cieniu Z[ _�]� () � p da si¦ rozªo»y¢ na sum¦ kwadratów:p = a2 + b2, gdzie a; b 2 N = f1; 2; : : :g�.Dla dowodu `)' mo»na zauwa»y¢, »e je±li z = a + _�b 2 Z[ _�] jest dzielnikiem p, to(1) a2 + b2 dzieli pa i pb; (2) 9x; y 2Z: ax+ by = 1, a wi¦c p = pax+ pby.109. Twierdzenie. Ka»da d.i.g. jest dziedzin¡ z jednoznaczno±ci¡ rozkªadu,czyli tak¡ dziedzin¡ caªkowito±ci R, »e:13�atwo zauwa»y¢, »e takie elementy istniej¡ wtedy i tylko wtedy, gdy R nie jest ciaªem.35



(1) Ka»dy element a 2 R n (f0g[ [1]�) ma rozkªad na czynniki nieroz-kªadalne, tzn. a = p1p2 : : : pm, gdzie pi 2 R s¡ nierozkªadalne;(2) Powy»szy rozkªad jest jednoznaczny(14) w nast¦puj¡cym sensie: Je±lip1p2 : : : pm � q1q2 : : : qn, gdzie pi; qj 2 R | nierozkªadalne,to m = n oraz istnieje permutacja i1; : : : ; im ci¡gu 1; : : : ;m, taka »ep1 � qi1; : : : ; pm � qim.Skoro R jest d.i.g., to elementy nierozkªadalne to to samo, co elementy pierwsze.Ad (1) Nazwijmy element a 2 R zwykªym, je±li a ma rozkªad a = p1p2 : : : pm naczynniki pierwsze pi 2 R. Zatem ka»dy element pierwszy jest zwykªy (m = 1) orazR jest sum¡ rozª¡czn¡ R = f0g [ [1]� [Rzw [Rnzw, gdzie Rzw oznacza zbiór ele--mentów zwykªych, a Rnzw | niezwykªych. Poka»emy, »e dla d.i.g. zawsze Rnzw = ;.Zauwa»my najpierw, »e ka»dy a 2 Rnzw ma rozkªad a = a1b1 taki, »e � a1 2 Rnzwa 6 ja1 �.Istotnie, a jest rozkªadalny (gdy» elementy pierwsze nale»¡ do Rzw), a wi¦c a = a1b1,gdzie a1 6� a oraz b1 6� a; skoro za± iloczyn dwóch elementów Rzw nale»y do Rzw(z de�nicji!), to cho¢ jeden z czynników a1; b1, powiedzmy a1, nale»y do Rnzw.Przypu±¢my teraz, »e Rnzw 6= ; oraz niech a 2 Rnzw; wtedy dzi¦ki powy»szej uwadzemo»na indukcyjnie zbudowa¢ niesko«czony ci¡g a = a0; a1; a2; a3; : : : elementówRnzw takich, »e � ak+1 j akak 6 jak+1 �. Ci¡g ideaªów akR jest rosn¡cy, wi¦c J := 1[k=1akR te»jest ideaªem; skoro za± R jest d.i.g., to 9d 2 R : J = dR. Oczywi±cie 8k : akR � dR,czyli d j ak. Zarazem d 2 dR = J , a zatem 9j : d 2 ajR, tzn. aj j d. Mamy wi¦caj j d j aj+1, co przeczy wªasno±ci 8k : ak 6 j ak+1; zatem zbiór Rnzw jest pusty.Ad (2). Zastosujemy indukcj¦ wzgl¦dem liczby k = min(m;n)  0. Przyjmijmytu naturaln¡ umow¦, »e p1 : : : pm oznacza 1 w przypadku, gdy m = 0.T0 Mamy pokaza¢, »e dla m = 0 nie mo»e by¢ n  1; otó» gdyby 1 � q1 : : : qn,wtedy q1 jq1 : : : qn j 1, sk¡d q1 � 1 wbrew zaªo»eniu, »e element q1 jest pierwszy.Tk ) Tk+1 Niech p1 : : : pm � q1 : : : qn, gdzie min(m;n) = k + 1, k  0; mo»emydla ustalenia uwagi zaªo»y¢, »e m = k + 1 ¬ n.Skoro pm jest pierwszy i pm j q1 : : : qn, to pm dzieli cho¢ jeden z czynników qi, tzn.9im 2 1; n : pm j qim. Zarazem qim jest nierozkªadalny, wi¦c jego dzielnik pm jeststowarzyszony z qim lub z 1; ta druga mo»liwo±¢ odpada, gdy» pm jest pierwszy,wobec tego pm � qim .Zauwa»my teraz, »e je±li ap � bq oraz 0 6= p � q, to a � b. Istotnie, ap � bq � bpdaje ap � bp, sk¡d a � b. Zastosujmy t¦ uwag¦ bior¡c a = a1 : : :am�1, p = pm,q = qim oraz b = q1 : : : cqim : : : qn (gdzie : : : bq : : : oznacza pomini¦cie czynnika q).Dostajemy p1 : : : pm�1 � q1 : : : cqim : : : qn; skoro min(m � 1; n� 1) = k, z zaªo»eniaindukcyjnego Tk wynika st¡d, »e m � 1 = n � 1 oraz p1 � qi1 ; : : : ; pn�1 � qin�1 ;zarazem m = n i pm = qim , co ko«czy dowód indukcyjny.110. Z tego, co ju» wiemy, dostajemy nast¦puj¡cy obraz zawiera« pomi¦dzydziedzinami euklidesowymi (DE), dziedzinami ideaªów gªównych (DIG)i dziedzinami z jednoznaczno±ci¡ rozkªadu (DZJR):14W istocie wyka»emy tu, »e w dziedzinie caªkowito±ci (niekoniecznie d.i.g.) rozkªad naczynniki pierwsze (to wi¦cej ni» nierozkªadalne!), o ile istnieje, jest jednoznaczny.36



DE � DIG � DZJR.Przykªadami pier±cieni kategorii DZJR nDIG, s¡ R =Z[x] (wielomiany zmiennej xo wspóªczynnikach z Z) oraz R = K[x; y] (wielomiany dwóch zmiennych); zob. 92.Trudniej wskaza¢ przykªady pier±cieni z DIG nDE (jak bada¢ `nieeuklidesowo±¢'?).111. Przykªad. W dziedzinie caªkowito±ciZ[ _�p6] nie ma jednoznaczno±ci rozkªadu, gdy»np. �6 = 2(�3) = � � �, gdzie � := _�p6, przy czym ka»dy z elementów 2; 3; � jestnierozkªadalny (gdy» j2j2 = 4; j3j2 = 9; j�j2 = 6, za± ja+ b�j2 = a2 + 6b2). Ponadtoelementy 2 i 3 nie s¡ pierwsze, gdy» s¡ dzielnikami � � �, nie dziel¡ za± �.Zaªó»my teraz, »e R jest d.i.g. Ustalmy par¦ a; b 2 R; niech p1; p2; : : : ; pr b¦d¡wszystkimi czynnikami pierwszymi (z dokªadno±ci¡ do relacji stowarzyszenia, a wi¦cpi 6� pj dla i 6= j), wyst¦puj¡cymi w rozkªadach elementów a i b.112. Fakt. Rozªó»my a; b 2 R na czynniki pierwsze: a = ~ap1�1 � : : : � pr�r ,b = ~bp1�1 � : : : � pr�r , gdzie ~a;~b 2 R�, r 2 N, p1; : : : ; pr | elementypierwsze w R, przy czym i 6= j ) pi 6� pj, natomiast �i; �i 2 Z+.Wówczas 1. a j b () �1 ¬ �1; : : : ; �r ¬ �r;2. ((a; b)) � p1min(�1;�1) � : : : � prmin(�r ;�r);3. [[a; b]]� p1max(�1;�1) � : : : � prmax(�r ;�r).Ad 1: Je±li b = ac, to ka»dy z czynników pierwszych c jest czynnikiem pierwszym b,wi¦c c ma rozkªad c = ~cp11 � : : :�prr , zatem �i = �i+i  �i. Odwrotne wynikanie`(' jest oczywiste: c = ~a�1~bQi pi�i��i . Ad 2: Ka»dy wspólny dzielnik a i b maw rozkªadzie tylko takie czynniki pierwsze, które wyst¦puj¡ w a i b, wi¦c ma posta¢d = ~dp1�1 � : : : � pr�r , gdzie (zgodnie z 1.) �i ¬ �i i �i ¬ �i, tzn. �i ¬ min(�i; �i);st¡d teza. Ad 3: Je±li a j w i b j w, to pi�i j w i pi�i j w, wi¦c pimax(�i;�i) j w; st¡d,skoro czynniki pimax � s¡ wzgl¦dnie pierwsze, to w musi by¢ krotno±ci¡ ich iloczynu.113. Przykªad. Je±li R =Z, a = 4200, b = 495, to rozkªadaj¡c na czynnikipierwsze dostajemy a = 23 � 3 � 52 � 7 � 110, b = 20 � 32 � 51 � 70 � 11, wi¦c((a; b)) = 20 � 3 � 5 � 70 � 110 = 15, [[a; b]] = 23 � 32 � 52 � 7 � 11 = 138 600.2.9 Ciaªo uªamków pier±cienia114. Pier±cie« Z jest podpier±cieniem ciaªa Q; oczywi±cie Z jest równie»podpier±cieniem wielu innych ciaª, np. R lub C lub Q+ _�Q, lecz Q jestnajmniejszym spo±ród tych ciaª, je±li bowiemZ� K i K jest zamkni¦tewzgl¦dem dzielenia, to ka»dy uªamek q = lm 2 Q musi nale»e¢ do K .Poka»emy teraz, »e podobna sytuacja ma miejsce dla wielu innychpier±cieni: je±li pier±cie«R jest `dostatecznie dobry', to mo»na utworzy¢pewne ciaªo Q(R), zawieraj¡ce R jako podpier±cie«; co wi¦cej, ka»dyelement Q(R) b¦dzie ilorazem dwóch elementów z R, a zatem Q(R)b¦dzie najmniejszym ciaªem zawieraj¡cym R.Co to znaczy, »e pier±cie« R jest `dostatecznie dobry', tzn. »e jestpodpier±cieniem jakiego± ciaªa? Zauwa»my, »e ka»de ciaªo ma mno»enie37



ª¡czne i przemienne, ponadto za± (a 6= 0; b 6= 0)) (ab 6= 0); jasne jest,»e te wªasno±ci (ª¡czno±¢ i przemienno±¢ mno»enia oraz brak nietry-wialnych dzielników zera) s¡ `dziedziczone' przez ka»dy podpier±cie«ciaªa. Wobec tego o danym pier±cieniu R musimy zaªo»y¢, »e jest dzie-dzin¡ caªkowito±ci, jest to bowiem (dla pier±cienia z jedynk¡) warunekkonieczny mo»liwo±ci `zanurzenia' R w jakie± ciaªo.115. Twierdzenie. Niech R b¦dzie pier±cieniem z jedynk¡. Wówczas istnieje ciaªo Q, zawiera-j¡ce R jako podpier±cie« !,  R jest dziedzi-n¡ caªkowito±ci!.Dowód `)' wªa±nie przedstawili±my; dowód wynikania `(' stanowi nast¦pny punkt:116. Konstrukcja ciaªa Q = Q(R). NiechR b¦dzie dziedzin¡ caªkowito±ci.W zbiorze Z := R � (R n f0g) = f(l;m) : l;m 2 R;m 6= 0g wpro-wad¹my nast¦puj¡c¡ relacj¦: (l1;m1) � (l2;m2) def() l1m2 = l2m1.�atwo sprawdzi¢, »e jest to relacja równowa»no±ci(15). Zatem zbiór Zrozkªada si¦ na klasy równowa»no±ci tej relacji; niech Q := Z=� b¦dziezbiorem wszystkich tych klas. Oznaczmylm :=klasa równowa»no±ci, zawieraj¡ca element (l;m); (*)wobec tego z de�nicjil1m1 = l2m2 () l1m2 = l2m1oraz Q = f lm : l;m 2 R;m 6= 0g = Z=�.Zde�niujmy w zbiorze Q dziaªania mno»enia i dodawania nast¦puj¡co:q1 = l1m1 ; q2 = l2m2 ) q1q2 := l1l2m1m2 ; q1 + q2 := l1m2 +m1l2m1m2 ;wzory te s¡ sensowne: m1m2 6= 0 wskutek tego, »e R jest dziedzin¡caªkowito±ci i m1;m2 6= 0, co wi¦cej za±, prawe strony nie zale»¡ odwyboru przedstawienia elementów q1 i q2 jako `ilorazów' typu lm (16).Jest rzecz¡ bardzo ªatw¡ (lecz nudn¡) sprawdzenie, »e zbiór Q z takzde�niowanymi dziaªaniami jest ciaªem; w szczególno±ci zerem jest 01(przy czym lm = 01 , l = 0), jedynk¡ jest 11, elementem przeciwnymdo lm | element �lm , a odwrotno±ci¡ lm (dla l 6= 0) | element ml .Wzory a1 + b1 = a+ b1 , a1 � b1 = ab1 oraz to, »e a1 = b1 () a = b,sprawiaj¡, »e podzbiór ~R := na1 : a 2 Ro jest podpier±cieniem ciaªa Q,®wygl¡daj¡cym z punktu widzenia wªasno±ci algebraicznych tak samo,15Np. je±li (l1;m1) � (l2;m2) oraz (l2;m2) � (l3;m3), tzn. � l1m2 = l2m1l2m3 = l3m2 �, tol1m2m3 = l2m1m3 = m1l3m2, czyli m2(l1m3 � l3m1) = 0, sk¡d wskutek m2 6= 0 i brakudzielników zera wynika l1m3 � l3m1 = 0, tzn. mamy przechodnio±¢ (l1;m1) � (l3;m3).16Je±li bowiem we¹miemy inne przedstawinia q1 = L1M1 , q2 = L2M2 , wtedy l1M1 = L1m1,l2M2 = L2m1, st¡d za± wynika, »e l1l2M1M2 = L1L2m1m2, a wi¦c l1l2m1m2 = L1L2M1M2 ,a tak»e (l1m2+m1l2)M1M2 = (L1M2+M1L2)m1m2, wi¦c l1m2 +m1l2m1m2 = L1M2 +M1L2M1M2 .38



jak pier±cie«R¯. Chc¡c nada¢ ±cisªy sens ostatniej konstatacji okre±lmyodwzorowanie j : R! Q wzoremj(x) := x1 = klasa zawieraj¡ca par¦ (x; 1).Jest widoczne, »e j jest injektywne (a wi¦c jest bijekcj¡ R na ~R =j(R) � Q) oraz »e ma wªasno±ci n j(a+ b) = j(a) + j(b)j(ab) = j(a)j(b) o, czyli »e jesthomomor�zmem pier±cieni. Tak¡ rzecz wyra»a si¦ zwykle, mówi¡c »ej jest zanurzeniem pier±cienia R w ciaªo Q. W takim razie pokazali-±my, »e ka»da dziedzina caªkowito±ci daje si¦ zanurzy¢ w pewne ciaªo; cowi¦cej, istnieje takie ciaªo Q = Q(R), tzw. ciaªo uªamków pier±cienia R,które zawiera podpier±cie« ~R izomor�czny z R i generuj¡cy caªe ciaªo Q(tzn. taki, »e ka»dy element Q jest ilorazem elementów z ~R).117. Przykªady. 1 Dla R =Z, oczywi±cie, Q(R) = Q= (ciaªo liczb wymiernych).2 Poka»emy, »e dla R = Z[ _�] (pier±cie« Gaussa) ciaªo Q(R) mo»na uto»sami¢z ciaªem Q + _�Q = fz 2 C : Re z; Imz 2 Qg wymiernych liczb zespolonych.Rezygnuj¡c z oznaczenia (*) oznaczmy teraz �-klas¦ pary (l;m) 2 Z symbolem[(l;m)], podczas gdy lm := l �m�1 oznacza¢ b¦dzie, jak zwykle, iloraz w ciele C .Skoro [(l1;m1)] = [(l;m)] ) l1m = m1l ) l1m1 = lm , to sensowna jest de-�nicja F �[(l;m)]� := lm odwzorowania F : Q = Q(R) ! C . Wystarczy jesz-cze zauwa»y¢, »e | wprost z okre±lenia dziaªa« w Q | F jest homomor�zmem:F (q1 + q2) = F (q1) + F (q2), F (q1q2) = F (q1)F (q2); ponadto F jest injektywne:F (q1) = F (q2) ) F (q1 � q2) = 0 ) q1 � q2 = 0, oraz F (Q) = Q+ _�Q, gdy»lm = lmjmj2 jest dla l;m 2 R wymiern¡ liczb¡ zespolon¡, a zarazem ka»da liczbaz 2 Q + _�Q jest warto±ci¡ F : z = F �[(l1;m1)] + [(_�l2;m2)]�, gdzie l1; l2 2 Zs¡licznikami, a m1;m2 2 Z| mianownikami liczb Re z i Im z. Wobec tego f jestizomor�zmem (tzn. bijektywnym homomor�zmem) ciaªa Q na ciaªo Q+ _�Q.3 Zaªó»my, »e R jest podpier±cieniem jakiego± ciaªa K. Powtarzaj¡c wywody 2bez trudu stwierdzamy, »e w tym przypadku Q(R) mo»na uto»samia¢ z podciaªemK0 � K generowanym przez R, tzn. najmniejszym spo±ród takich podciaª K0 � K,»e R � K0; ponadto K0 = flm�1 : l;m 2 R; m 6= 0g skªada si¦ z ilorazów (w sensieoperacji w K) o licznikach i mianownikach nale»¡cych do R.4 Dla R = K[ � ] ciaªo Q = Q(R) nosi nazw¦ ciaªa funkcji wymiernych o wspóªczyn-nikach z K ; sªowo `funkcje' jest tu | podobnie jak przy de�niowaniu wielomianów| niezbyt adekwatne: wprawdzie ka»da `funkcja wymierna' q = LM 2 Q(R) okre±larzeczywi±cie pewn¡ funkcj¦:f : Df ! K, Df := fx 2 K :M (x) 6= 0g, f(x) := L(x)M (x) (iloraz w sensie K),lecz niekiedy ró»nym elementom Q mog¡ odpowiada¢ jednakowe funkcje, a nawetmo»e si¦ zdarzy¢ (dla sko«czonego ciaªa K), »e f ma pust¡ dziedzin¦: Df = ;!S¡ i inne niedogodno±ci, np. je±li q1 7! f1, q2 7! f2, q1+ q2 7! f , to f pokrywa si¦ zf1+f2 naDf1\Df2 , lecz na ogóªDf jest wi¦ksze od Df1\Df2 , itd. Z tych wzgl¦dówelementy ciaªa Q(R) nale»y traktowa¢ nie jako funkcje, lecz jako `prefunkcje', czyli`recepty na funkcje'; ró»ne funkcje odpowiadaj¡ce jednemu elementowi q 2 Q s¡okre±lone identycznym `wzorem', ró»ni¡ si¦ natomiast dziedzinami, np. mo»na Dwybra¢ jako stosowny podzbiór jakiego± wi¦kszego ciaªa ~K � K.39



Dla K = Z2 = f0; 1g element f(x) = 1 + x3x+ x2 ma pust¡ dziedzin¦ Df : zarównodla x = 0, jak i dla x = 1, mianownik znika. Niemniej jednak mo»na trakto-wa¢ f jako funkcj¦, np. na podzbiorze Df = fa; bg 4-elementowego ciaªa GaloisGF4 = f0; I; a; bg: f(a) = I + a3a+ a2 = I + Ia+ b = 0I = 0, f(b) = I + Ib+ a = 0I = 0.Z tego bynajmniej nie wynika, »e f = 0, dla jeszcze wi¦kszego ciaªa (np. GF8) mo»eby¢ 9x 2 Df : f(x) 6= 0. Co wa»ne, operacje na `funkcjach wymiernych' wykonujesi¦ caªkiem formalnie, np. 1f(x) = x+ x21 + x3 , f(x)f(x) + 1 = 1 + x31 + x+ x2 + x3 , itd.2.10 Rozkªad na uªamki proste118. Fakt. Je±li R jest dziedzin¡ ideaªów gªównych, a Q = Q(R) | ciaªemuªamków pier±cieniaR, to ka»dy element q 2 Qmo»na przedstawi¢ jakosum¦ uªamków o mianownikach postaci pn, gdzie p 2 R jest elementempierwszym oraz n 2 N.Istotnie, q = lm , gdzie l;m 2 R oraz m 6= 0. Jak wiemy (zob. 109) m ma rozkªadna czynniki pierwsze; zatem m = p1�1 � : : : � pr�r , gdzie p1; : : : ; pr 2 R s¡ pierwszei parami niestowarzyszone. We¹mym1 := mp�11 = p2�2 � : : :�pr�r , : : : , mr := mp�rr ; s¡to elementy R takie, »e NWD(m1; : : : ;mr) = [1]�, wi¦c (zob. 96) 9u1; : : : ; ur 2 R :rPk=1mkuk = 1. St¡d q = lm = l(m1u1 + : : :+mrurm = lu1p�11 + : : :+ lurp�rr , QED.119. W dalszej cz¦±ci tego paragrafu b¦dzie nam potrzebny warunek niecomocniejszy ni» euklidesowo±¢ pier±cienia(17). Zaªo»ymy mianowicie, »epara (R; �) speªnia nast¦puj¡cy mocny warunek Euklidesa(18):(E�) 8a; b 2 R n f0g : 9r; q 2 R :  a = bq + r; �(r) < �(b) orazje±li �(b) > �(1), to �(q) < �(a)!120. Fakt (o rozwijaniu przy podstawie p). Niech p b¦dzie elementem R,takim »e �(p) > �(1). Wówczas ka»dy a 2 R ma rozkªad postacia = r0 + r1p + : : :+ rnpn, (*)gdzie n 2Z+ oraz r0; : : : ; rn 2 Cp := fr 2 R : �(r) < �(p)g (`p-cyfry').Ad absurdum. Spo±ród elementów a 2 R nie maj¡cych rozkªadu postaci (*) wy-bierzmy taki, który ma najmniejsz¡ mo»liw¡ warto±¢ �(a). We¹my par¦ (r; q) opi-san¡ warunkiem (E�) dla b = p; skoro �(q) < �(a), to q ma p-rozkªad, a wi¦cq = r1+ r2p+ : : :+ rm+1pm dla stosownych m 2Z+ oraz r1; : : : ; rm 2 Cp. Zarazemr0 := r 2 Cp oraz a = r0 + pq = r0 + r1p + : : : + rm+1pm+1; jest to p-rozkªadelementu a, co stanowi sprzeczno±¢ z wyborem a, QED.121. Uwaga. Do znalezienia rozwini¦cia (*) mo»na posªu»y¢ si¦ nast¦puj¡cym prostymalgorytmem, w którym znak `:=' oznacza¢ b¦dzie podstawienie:17By¢ mo»e tylko pozornie mocniejszy: autor przypuszcza, »e ka»dy pier±cie« euklide-sowy speªnia ten warunek. Nietrudno dowie±¢, »e jest tak dla pier±cieni K[ � ],Zoraz Z[ _�].18Warto±¢ �(0) okre±lamy tak, by 8a 2 Rnf0g : �(0) < �(a), np. przyjmuj¡c �(0) := �1.Dzi¦ki temu w warunku (E) zamiast `r 6= 0 ) �(r) < �(b)' wystarczy pisa¢ `�(r) < �(b)'.40



n := 0; c := a; r0 := c;until��(c)  �(p)�(znajd¹ r; q 2 R takie, »e 0@ c = pq + rr 2 Cp�(q) < �(c)1A ; rn := r; c := q; n := n+ 1;)Algorytm zawsze zako«czy si¦ po sko«czonej liczbie kroków, gdy» kolejne warto±ci�(c) tworz¡ malej¡cy ci¡g liczb caªkowitych nieujemnych.Przykªad. Dla R =Z, a = 474 oraz p = 7 kolejne ilorazy i reszty s¡ nast¦puj¡ce:ilorazy 474 67 9 1 0reszty r0 = 5 r1 = 4 r2 = 2 r3 = 1; a zatem474 = 5+67 � 7 = 5+ (4+9 � 7) �7 = 5+ �4+ (2+1 � 7)7�7 = 5+4 � 7+2 �72+1 � 73.Zauwa»my, »e w kolejnych dzieleniach wybierali±my tutaj takie ilorazy, przy któ-rych reszty (a wi¦c `cyfry rozwini¦cia') s¡ nieujemne. Nie przestrzegaj¡c tej zasadymo»na otrzyma¢ inne rozwini¦cia, np.ilorazy 474 68 10 1 0reszty r0 = �2 r1 = �2 r2 = 3 r3 = 1;czyli 474 = (�2) + (�2) � 7 + 3 � 72 + 1 � 73.Poniewa» ka»dy pier±cie« euklidesowy jest d.i.g., to rozkªadaj¡c zgodnie z fak-tem 118 dany q 2 Q na sum¦ uªamków apn oraz rozwijaj¡c (zgodnie z faktem 120)ka»dy z liczników dostajemy natychmiast nast¦puj¡cy wniosek:122. Twierdzenie (o rozkªadaniu na uªamki proste). Je±li (R; �) jest dzie-dzin¡ euklidesow¡, to ka»dy element q ciaªa uªamków Q = Q(R) mo»naprzedstawi¢ jako sum¦ pewnego elementu pier±cienia R i pewnej liczbyuªamków prostych, czyli uªamków postaci apn , gdzie a; p 2 R, p jestelementem pierwszym oraz �(a) < �(p).123. Uwagi. 1 Z dowodu 118 i 122 wida¢, »e je±li m = p1�1 � : : : � pr�r jestrozkªadem na czynniki pierwsze mianownika elementu q 2 Q(R), torozkªad q na uªamki proste zawiera jedynie uªamki proste postaci bpk ,gdzie p = pj 2 fp1; : : : ; prg oraz k 2 1; �j .2 Dla R = K [ � ] ma miejsce jednoznaczno±¢ p-rozwini¦cia elementu.Poka»emy najpierw, »e je±li r0+ r1p+ : : :+ rnpn = 0 dla pewnych p; rj 2 R = K [Z]takich, »e 8j : �(rj) < d := deg(p), to r0 = : : : = rn = 0. Otó» �(p) := deg p mawªasno±ci �(p + q) ¬ maxf�(p); �(q)g, �(p) < �(q) ) �(p+ q) = �(q) oraz �(pq) =�(p) + �(q), wi¦c je±li 9j : rj 6= 0, to bior¡c h := maxfj : rj 6= 0g mamy �(rhph) =�(rh) + h�(p)  hd, za± 8j < h : �(rjpj) ¬ �(rj) + �(pj) < d+ jd = (j + 1)d ¬ hd,a zatem �(r0 + : : :+ rnpn)  hd  0, czyli r0 + : : :+ rnpn 6= 0 (bo �(0) = �1).Maj¡c to zauwa»my, »e je±li q0 + q1p + : : : + qnpn = ~q0 + ~q1p + : : : + ~qnpn, tor0 + r1p+ : : :+ rnpn = 0 dla rj := ~qj � qj; implikuje to 8j : rj = 0, tzn. ~qj = qj.3 DlaR = K [ � ] mamiejsce jednoznaczno±¢ rozkªadu na uªamki proste.Niech q = r+ rPi=1 lip�ii , gdzie p1; : : : ; pr 2 R s¡ pierwsze, i 6= j ) pi 6� pj oraz r 2 R.Poka»emy, »e je±li q = 0 oraz 8i : �(li) < �(pi), to r = l1 = : : : lr = 0. W tym celu41



we¹my m := rQi=1 p�ii , mj := Qi 6=j p�ii , tzn. m = mjpj. Skoro 0 = qm = rm + rPi=1 limi,to 8j : p�jj j (ljmj) bo wszystkie inne ni» ljmj skªadniki sumy maj¡ czynnik p�jj ;st¡d, wobec ((p�jj ;mj)) = 1, mamy p�jj j lj . Zarazem �(lj) < �(pj), wi¦c daje tolj = 0. St¡d mamy dowodzon¡ tez¦; z niej oraz z punktu 2 ªatwo wynika 3 .4 Dla innych R na ogóª nie ma jednoznaczno±ci ani p-rozwini¦cia, anirozkªadu na uªamki proste. Dla R = Zpowszechnie wiadomo (i ªatwodowie±¢), »e p-rozwini¦cie staje si¦ jednoznaczne, je±li dorzucimy do-datkowy warunek, by cyfry byªy wszystkie  0 lub wszystkie ¬ 0.Mo»na te» dowie±¢, »e ka»dy uªamek q 2 Q = Q(Z) ma jednoznacznyrozkªad na takie uªamki proste, których liczniki s¡  0; poni»szyprzykªad pokazuje, jak taki rozkªad znale¹¢.124. Przykªad. Liczba q = 77360 2 Q ma mianownik m = 360 = 23325, wi¦c we¹mym1 = m23 = 45, m2 = m32 = 40, m3 = m5 = 72. Znajd¹my najpierw rozkªad1 = m1u1 + m2u2 + m3u3. Skoro ((45; 40)) = 5, za± 1 = 5x1 + 72x2 dla x1 = 29,x2 = �2, wi¦c 1 = 45x1� 40x1+ 72x2, czyli dobre s¡ u1 = 29, u2 = �29, u3 = �2.Zatem8vi : 77 = 45 (77u1 � 8v1)| {z }=:a1 +40 (77u2 � 9v2)| {z }=:a2 +72 (77u3 � 5v3)| {z }=:a3 +360(v1 + v2 + v3).Otó» mo»na dobra¢ v1; v2; v3 2 Ztak, by 0 ¬ a1 < 8, 0 ¬ a2 < 9, 0 ¬ a3 < 5;tak b¦dzie dla v1 = �77�298 � = 279, v2 := ��77�299 � = �249, v3 = ��77�25 � = �31.St¡d 77360 = a18 + a29 + a35 + (v1+ v2+ v3) = 18 + 89 + 15 � 1 = 18 + 2 + 2 � 39 + 15 � 1,czyli otrzymali±my rozkªad q = 18 + 29 + 23 + 15 � 1 .125. Przykªad. Niech q(x) := x4(x� 1)2(x+ 1) ; dokonuj¡c dzielenia z reszt¡ dostajemyq(x) = x+1+~q(x), gdzie ~q(x) = 2x2 � 1(x� 1)2(x+ 1) ; zatem l0(x) = x+1 i przewidujemyrozkªad ~q(x) = Ax� 1+ B(x� 1)2+ Cx+ 1. Mmno»¡c obustronnie przez (x�1)2(x+1)i porównuj¡c wspóªczynniki przy pot¦gach x dostajemy A = 74, B = 12, C = 14.Odpowied¹. q(x) = 7=4x� 1 + 1=2(x� 1)2 + 1=4x+ 1 + (x+ 1).126. Przykªad. Dla q(x) := l(x)x(x� 1)(x+ 2) = Ax + Bx� 1 + Cx+ 2, gdzie l(x) jestdanym trójmianem kwadratowym, wspóªczynniki A;B;C mo»na znale¹¢ szybciej:Skoro l(x)(x� 1)(x+ 2) = A + Bxx� 1 + Cxx+ 2, to dla x := 0 dostajemy A = � l(0)2 .Tak samo skoro l(x)x(x+ 2) = A(x� 1)x + B + C(x� 1)x+ 2 , to B = l(1)3 , za± skorol(x)x(x� 1) = A(x + 2)x + B(x+ 2)x� 1 + C, to C = l(�2)6 .127. Przykªad. Rozkªad na uªamki proste q(x) := x3 � 2x(x2 + 2x+ 2)2 jest inny dlaR = R[ � ]ni» dla R = C [ � ], podobnie jak rozkªad mianownika na czynniki nierozkªadalne:1 Dla R = C [ � ] mianownik ma rozkªad (x + 1 + _�)2(x + 1 � _�)2, wi¦c szukamyq(x) w postaci q(x) = Ax+ 1 + _� + B(x+ 1 + _�)2 + Cx+ 1� _� + D(x+ 1� _�)2 . Wtedyx3 � 2x = A(x + 1 + _�)(x + 1 � _�)2 + B(x + 1 � _�)2 + C(x + 1 + _�)2(x + 1 � _�) +D(x+1+_�)2; porównuj¡c wspóªczynniki przy kolejnych pot¦gach x dostajemy ukªad42



8>><>>: 0 = (2� 2_�)A� 2_�B + (2 + 2_�)C + 2_�D;�2 = (4� 2_�)A+ (2� 2_�)B + (4 + 2_�)C + (2 + 2_�)D;0 = (3� _�)A +B + (3 + _�)C +D;1 = A+ C; daj¡cy 8>><>>:A = 12 (1� _�);B = �1;C = 12(1 + _�);D = �1:2 Dla R = R[ � ] czynnik x2 + 2x+ 2 jest nierozkªadalny, wi¦c szukamy rozkªadupostaci q(x) = ax+ bx2 + 2x+ 2 + cx+ d(x2 + 2x+ 2)2 ; post¦puj¡c jak w punkcie 1 znajdu-jemy, »e a = 1, b = �2, c = 0, d = 4, czyli q(x) = x� 2x2 + 2x+ 2 + 4(x2 + 2x+ 2)2 .2.11 Appendix A: Ró»niczkowanie wielomianów128. De�nicja. Pochodn¡ wielomianu w(z) = a0+a1z+a2z2+ : : :+anzn 2K [z] nazywa si¦ wielomianw0(z) := a1 + 2a2z + : : :+ nanzn�1 = Pk kakzk�1 2 K [z].Jest to de�nicja ±ci±le algebraiczna (nie ma w niej »adnego przej±cia granicznegotypu `granica ilorazu ró»nicowego'), a wi¦c ma sens dla ka»dego ciaªa K.�atwym ¢wiczeniem jest sprawdzenie, »e taka pochodna ma spodziewane wªasno±ci,np. »e zachodzi `reguªa Leibniza':�w(z)v(z)�0 = w0(z)v(z) + w(z)v0(z).Maj¡c pochodn¡ wielomianów mo»emy (te» algebraicznie) zde�niowa¢pochodn¡ funkcji wymiernej tak, by zachowa¢ reguª¦ Leibniza:� l(z)m(z)�0 := l0(z)m(z)�l(z)m0(z)[m(z)]2 .Sprawdzimy poprawno±¢ tej de�nicji: równo±¢ lm = LM oznacza, z de�nicji funkcjiwymiernych, »e lM = Lm. Ró»niczkuj¡c to i mno»¡c obustronnie przez mM dosta-jemy l0mM2+ lmM| {z }=m2LM 0 = L0m2M +mML| {z }=lM2 m0, co oznacza, »e l0m�lm0m2 = L0M�LM 0M2 .129. �wiczenie. Sprawdzi¢, »e je±li w 2 K[ � ], z0; k 2 K, za± q(z0; � ) jest (jednoznacznieokre±lonym) wielomianem takim, »e w(z)�w(z0) = (z�z0)q(z0; z) (przypomnijmy,»e (z � z0) j [w(z)�w(z0)] wskutek twierdzenia Bezouta), to:(1) (z � z0)2 j [w(z)�w(z0)� k � (z � z0)] () k = w0(z0); (2) w0(z) = q(z; z).2.12 Appendix B: Wielokrotne pierwiastki wielomianu130. x0 2 K nazywamy pierwiastkiem k-krotnym wielomianu W 2 K [ � ],je»eli k = krx0(W ), gdzie krx0(W ) := maxfk 2Z+ : (x� x0)k jW (x)g;z twierdzenia Bezouta wynika, »e k > 0 () W (x0) = 0, zatem®pierwiastek o krotno±ci 0¯ nie jest pierwiastkiem sensu stricto. Wprostz de�nicji mamykrx0(W ) = k , 9 ~W 2 K [ � ] : W (x) = (x� x0)k ~W (x) oraz ~W (x0) 6= 0.131. Fakt. Je»eli W;W1;W2 2 K [ � ], D 2 NWD(W1;W2) oraz x0 2 K , to1� krx0(W1W2) = krx0(W1) + krx0(W2);43



2� je±li W1 j W , to krx0(W1) ¬ krx0(W );3� krx0(D) = minfkrx0(W1); krx0(W2)g;4� pierwiastkami D s¡ wspólne pierwiastki W1 i W2.Ad 1�: Je±li W1(x) = (x � x0)k1 ~W1(x) oraz W2(x) = (x � x0)k2 ~W2(x), przy czymW1(x0) 6= 0;W2(x0) 6= 0, to W = W1W2 ma rozkªad W (x) = (x � x0)k1+k2 ~W (x),przy czym ~W (x0) = ~W1(x0) ~W2(x0) 6= 0; st¡d teza. Ad 2�: Wynika wprost z 1�.Ad 3�: Z poprzedniego punktu mamykrx0(D) ¬ minfkrx0(W1); krx0(W2)g; zarazemD = W1V1 +W2V2 dla pewnych V1; V2 2 K[ � ], wi¦c je±li (x � x0)k dzieli W1(x) iW2(x), to dzieli i D(x), co daje przeciwn¡ nierówno±¢. Ad 4� Wynika wprost z 3�.132. Fakt. Je±li W 2 K [ � ], krx0(W )  1 oraz D 2 NWD(W;W 0), tokrx0(D) = krx0(W 0) = krx0(W )� 1, krx0 �WD � = 1.Zatem pierwiastkami D s¡ pierwiastki wielokrotne W , za± wielomianWD ma te same pierwiastki co W , lecz z krotno±ciami równymi 1.Niech k := krx0(W ), wtedy W (x) = (x � x0)k ~W (x), gdzie ~W (x0) 6= 0, wi¦c zreguªy Leibniza W 0(x) = (x�x0)k�1�k ~W (x)+ (x�x0) ~W 0(x)� = (x� x0)k�1V (x),przy czym V (x0) = k ~W (x0) + 0 6= 0, a wi¦c krx0(W 0) = k � 1 oraz krx0(D) =minfk; k� 1g = k � 1. To oraz równo±¢ krx0(W ) = krx0 �WD �+ krx0(D) daj¡ tez¦.133. Przykªad.W (x) := x10+2x9+9x8+14x7+31x6+36x5+50x4+40x3+36x2+16x+8;stosuj¡c algorytm Euklidesa dostajemy D(x) = x6+x5+5x4+ 4x3+ 8x2+ 4x+ 4,za± ilorazem jest W (x)D(x) = x4 + x3 + 3x2 + 2x + 2, co ma ªatwy do odgadni¦cia(lub znalezienia metod¡ Ferrariego) rozkªad: W (x)D(x) = (x2 + 2)(x2 + x+ 1). ZatempierwiastkamiW (x) s¡ � _�p20 oraz 12 (�1� _�p3); zarazem D(x) = (x2 + 2)W (x)D(x) ,wi¦c wszystkie pierwiastkiW (x) maj¡ krotno±ci  2; dziel¡c wielomiany dostajemyW (x)(x2 + 2)2(x2 + x+ 1)2 = x2 + 2, tzn. W (x) = (x2 + 2)3(x2 + x+ 1)2.134. Fakt. Je±li ciaªo K ma charakterystyk¦ równ¡ 0, tzn. je±li 1+: : :+1 6= 0w ciele K dla ka»dej liczby dodawanych jedynek, tokrx0(W ) = minfk 2Z+ :W (k)(x0) 6= 0g,czyli k = krx0(W ) wtedy i tylko wtedy, gdyW (x0) = W 0(x0) = : : : = W (k�1)(x0) = 0, W (k)(x0) 6= 0.Istotnie, przedstawmy W (x) w postaci W (x) = mPn=0an(x � x0)n; mamy wówczaskrx0(W ) = k () �a0 = : : : = ak�1 = 0, ak 6= 0�, przy czym an = 1n!W (n)(x0).
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3 Grupy i permutacje3.1 De�nicja grupy; przykªady135. De�nicja. Zbiór G, wyposa»ony w operacj¦ (dziaªanie) � : G�G! G,nazywamy grup¡, je±li speªnione s¡ nast¦puj¡ce aksjomaty grupy:(1) 8a; b; c 2 G : �(�(a; b); c) = �(a;�(b; c)) (ª¡czno±¢);(2) 9e 2 G : 8a 2 G : �(e; a) = a; �(a; e) = a (element neutralny);(3) 8a 2 G : 9b 2 G : �(a; b) = e; �(b; a) = e (istnienie odwrotno±ci).Grupa G nazywa si¦ przemienna, albo abelowa, je±li oprócz tego(4) 8a; b 2 G : �(a; b) = �(b; a) (warunek przemienno±ci).136. Fakt. W grupie jest tylko jeden element neutralny, tzn. element e 2 G,scharakteryzowany aksjomatem (2).Je±li bowiem 8a : ��(e; a) = a = �(a; e)�(~e; a) = a = �(a; ~e)�, to w szczególno±ci ~e = �(~e; e) = e.Element neutralny odgrywa istotn¡ rol¦ tak»e w aksjomacie (3), wi¦cdopiero teraz mo»emy si¦ zaj¡¢ kwesti¡ jednoznaczno±ci odwrotno±ci.137. Fakt. Ka»dy element a 2 G ma tylko jedn¡ odwrotno±¢.Istotnie, ��(a; b) = e�(~b; a) = e�) ~b = �(~b; e) = �(~b;�(a; b)) = �(�(~b; a); b) = �(e; b) = b.138. Fakt. W grupie G obowi¡zuj¡ nast¦puj¡ce `prawa skracania':(i) �(a; b) = �(a; c) ) b = c; (ii) �(a; b) = �(c; b) ) a = c.Ad(i): Niech ~a b¦dzie odwrotno±ci¡ a, wtedy �(~a; a) = e; skoro ��~a;�(a; b)� =��~a;�(a; c)�, to z ª¡czno±ci ���(~a; a); b)� = ���(~a; a); c)�, czyli �(e; b) = �(e; c);na mocy wªasno±ci elementu e oznacza to, »e b = c. Analogicznie dowodzimy (ii).139. Fakt. Je±li elementy a; b 2 G speªniaj¡ warunek �(a; b) = e, to tak»e�(b; a) = e, czyli a i b s¡ wzajemnie odwrotne.Niech ~a b¦dzie odwrotno±ci¡ a; wtedy b = �(e; b) = ���(~a; a); b� = ��~a;�(a; b)� =�(~a; e) = ~a, sk¡d oczywi±cie wynika teza.140. Uwagi1. Formalnie rzecz bior¡c zbiór G, wyposa»ony w operacj¦ �, to para(G;�), dlatego pury±ci de�niuj¡ grup¦ jako par¦ (G;�), zªo»on¡ zezbioru G i odwzorowania � : G�G! G, speªniaj¡cych warunki : : : .2. Chc¡c mie¢ wzory wygl¡daj¡ce bardziej swojsko u»ywa si¦ zamiast®�(a; b)¯ symbolu typu ®a�b¯, przy czym zwykle zamiast litery ®�¯u»ywa si¦ czego± ®kropkopodobnego¯ lub ®plusopodobnego¯:W notacji i terminologii multiplikatywnej: pisze si¦ �(a; b) = ab(lub a� b lub a � b lub a� b lub a� b lub a? b lub tp.), element neutralnynazywa si¦ ®jedynk¡¯ lub ®jedno±ci¡¯ (i cz¦sto oznacza jako 1 lub I45



lub 1 lub tp.), a odwrotno±¢ elementu a oznacza jako a�1.W notacji i terminologii addytywnej: �(a; b) pisze si¦ jako a + b(lub a � b lub a b+ b lub tp.), element neutralny nazywa si¦ ®zerem¯(i zwykle oznacza jako 0 lub 0 lub O lub tp.), a odwrotno±¢ a oznaczajako �a i nazywa elementem przeciwnym do a.Wa»na konwencja:notacji addytywnej u»ywa si¦ z reguªy tylko dla grup przemiennych!Mo»emy teraz przepisa¢ wzory wyst¦puj¡ce w aksjomatach grupyw `standardowej' (tzn. multiplikatywnej) notacji(19):(ab)c = a(bc), ea = a, ae = a, aa�1 = e, a�1a = e(ewentualnie z warunkiem przemienno±ci ab = ba), lub w addytywnej:(a+ b) + c = a+ (b+ c); 0 + a = a; a+ 0 = a;a+ (�a) = 0; (�a) + a = 0; a+ b = b+ a:141. Fakt (wªasno±ci odwrotno±ci). Dla a; b; c 2 G zachodz¡ wzory(a�1)�1 = a, (ab)�1 = b�1a�1, ab = c, a = cb�1 , b = a�1c.Dla b := a�1 mamy ab = e = ba, a wi¦c a = b�1, co daje pierwszy dowodzony wzór.Dalej, c := b�1a�1 jest odwrotno±ci¡ ab (lecz na ogóª nie ba!), gdy» (ab)c = a�bc� == a�b(b�1a�1)� = a�(bb�1)a�1� = a�ea�1� = aa�1 = e, a tak»e c(ab) = : : : = e.Mno»¡c lewostronnie obie strony ab = c przez a�1 dostajemy b = a�1c, itd.142. De�nicja. Je±li dla G stosujemy notacj¦ multiplikatywn¡, to pot¦gamielementu a 2 G nazywamy iloczyny postaci a � : : : � a lub a�1 � : : : � a�1,tzn. wyrazy ci¡gu (ak)k2Z, okre±lonego warunkamia0 := e, ak+1 = aka, ak�1 := aka�1.�atwo si¦ przekona¢, »e operacja pot¦gowania ma `zwykªe' wªasno±ciak+l = akal, (ak)l = akl, w szczególno±ci a�k = (ak)�1 = (a�1)k;natomiast (ab)k jest na ogóª ró»ne od akbk.W notacji addytywnej odpowiednikiem pot¦gi jest krotno±¢ elementu:dla a 2 G okre±lamy ka jako a+ : : :+ a| {z }k razy lub (�a) + : : : (�a)| {z }�k razy , zale»nieod znaku wspóªczynnika k 2Z.143. Póªgrup¡ nazywamy zbiór P , wyposa»ony w operacj¦ � : P � P ! P ,speªniaj¡c¡ warunek (1) (ª¡czno±ci), tzn. �(�(a; b); c) = �(a;�(b; c)).Póªgrupa z jedynk¡ jest póªgrup¡, speªniaj¡c¡ tak»e warunek (2), tzn.9e 2 G : 8a 2 G : �(e; a) = a; �(a; e) = a.Zwykle u»ywa si¦ w tym kontek±cie notacji multiplikatywnej, czyli np.� : P � P ! P , (a � b) � c = a � (b � c), e � a = a = a � e.144. Gar±¢ przykªadów19Takiej wªa±nie notacji, z `niewidzialnym' symbolem operacji, u»ywa si¦ najcz¦±ciej wteoriogrupowych rozwa»aniach, zwªaszcza je±li si¦ nie zakªada przemienno±ci grupy.46



(A) Je±li ®+¯ oznacza zwykªe dodawanie, a ®�¯ | zwykªe mno»enieliczb, to przykªadami grup s¡:(Z;+); (C ;+); (R;+); (Q;+); (C �; � ); (R�; � ); (R+; � ); (Q�; � );(Q+; � ); (U; � ), gdzie U := fu 2 C : juj = 1g; ( np1; � ) dla n 2 C .(B) Okre±lmy grup¦ (Z6;+6 ), nazywan¡ grup¡ reszt modulo 6, bior¡cjakoZ6 dowolny zbiór, którego elementy s¡ numerowane liczbami 0,: : : ,5,dajmy na to Z6 := f0; 1; 2; 3; 4; 5g, oraz okre±laj¡c dziaªanie +6 wzoremk+6 l := m, gdzie m jest reszt¡ z dzielenia k + l przez 6.�atwo si¦ przekona¢, »e (Z6;+6 )rzeczywi±cie jest grup¡ (prze-mienn¡), w szczególno±ci elemen-tem neutralnym (zerem) jest 0, aelementem przeciwnym do k jest�k = 6� k. +6 0 1 2 3 4 50 0 1 2 3 4 51 1 2 3 4 5 02 2 3 4 5 0 13 3 4 5 0 1 24 4 5 0 1 2 35 5 0 1 2 3 4 k �k0 01 52 43 34 25 1Oczywi±cie w podobny sposób dla n 2 Nmo»na utworzy¢ grup¦ (Zn;+n ),zwan¡ grup¡ reszt modulo n; jej elementy bywaj¡ oznaczane ró»nie:0; 1; : : : ; n� 1 albo [0]n; [1]n; : : : ; [n� 1]n,albo 0 + nZ; 1 + nZ; 2 + nZ; : : : ; n � 1 + nZ,albo wr¦cz po prostu jako 0; 1; 2; : : : ; n� 1, itp.,lecz w ka»dej notacji wygodnie jest przyj¡¢ zasad¦, »e elementy zbioruZn zale»¡ okresowo (o okresie n) od swojego numeru k 2Z, a wi¦c np.[0]n = [n]n = [�n]n = : : : , [1]n = [n+ 1]n = [�n+ 1]n = : : : itd;wobec tego element oznaczony jako k (albo [k]n, albo k+ nZalbo : : : )zale»y jedynie od reszty modulo n ze swojego numeru k 2 Z. Prostajest wtedy de�nicja dodawania modulo n, np. [k]n+n [l]n := [k + l]n itd.(C) �atwo sprawdzi¢, »e je±li P jest póªgrup¡ z jedynk¡, to podzbiórP � := fa 2 P : 9b 2 P : a � b = e = b � ag (elementy odwracalnepóªgrupy) jest grup¡ wzgl¦dem operacji `�' obci¦tej do P � � P �; m.in.trzeba tu sprawdzi¢, »e iloczyny oraz odwrotno±ci elementów z P � na-le»¡ do P �. W szczególno±ci elementy odwracalne pier±cienia ª¡cznegoz jedynk¡ tworz¡ grup¦ (multiplikatywn¡).(D) Permutacj¡ zbioru X nazywa si¦ bijektywne (czyli odwracalne)odwzorowanie X ! X. Symbolem SX oznaczmy zbiór wszystkich per-mutacji X, tzn. SX := f% : X ! X : % jest bijekcj¡g. Sprawdzimy, »ezbiór SX wraz z operacj¡ `�' skªadania odwzorowa« stanowi grup¦(20):Zauwa»my najpierw, »e `�' odwzorowuje SX � SX w SX , ªatwo bowiem spostrzec,»e zªo»enie surjekcji jest surjekcj¡, zªo»enie injekcji | injekcj¡, a zatem zªo»enie20Zauwa»my, »e jest to szczególny przypadek sytuacji z punktu (C), je±li P jest zbioremwszystkich odwzorowa« P ! P , za± `�' jest operacj¡ skªadania odwzorowa«.47



bijekcji %; � : X ! X jest bijekcj¡ % �� : X ! X. (21) Aksjomat (1) (ª¡czno±¢) jestspeªniony, gdy» skªadanie wszelkich odwzorowa« jest ª¡czne: Je±li !1 = % � (� � � ),a !2 = (%��)�� , to bior¡c x0 := � (x), x00 := �(x0) = �(� (x)) = (��� )(x) dostajemy!1(x) = %(x00) = %��(� (x))� = %��(x0)� = (% � �)(x0) = !2(x).Aksjomat (2) jest speªniony, gdy» odwzorowanie identyczno±ciowe e := idX jestelementem neutralnym w SX : � � e = � = e��. Dla sprawdzenia aksjomatu (3) za-uwa»my, »e relacja `� jest odwzorowaniem odwrotnym do �' (tzn. ��% = idX = %��)jest symetryczna, wi¦c odwzorowanie odwrotne do bijekcji � : X ! X jest bijekcj¡.145. Grupy pojawiaj¡ si¦ w wielu innych, bardziej zªo»onych obiektach al-gebraicznych, np. w pier±cieniach i ciaªach. Analizuj¡c nasz¡ dotych-czasow¡ de�nicj¦ ciaªa zauwa»ymy, »e struktura ciaªa ®mie±ci w sobie¯a» dwie struktury grupowe. Wobec tego wychodz¡c z poj¦cia grupymo»emy teraz sformuªowa¢ now¡, krótsz¡ de�nicj¦ ciaªa:De�nicja. Trójka (K ; + ; � ) nazywa si¦ ciaªem, je±li K jest zbiorem o 2 elementach, za± +; � : K � K ! K s¡ takimi dziaªaniami w K , »e:1� (K ; +) jest grup¡ przemienn¡;2� (K nf0g; � ) jest grup¡ przemienn¡ (0 2 K jest zerem dziaªania `+');3� `mno»enie' jest rozdzielne wzgl¦dem `dodawania'.3.2 Homomor�zmy grup146. De�nicja (homomor�zm grup). Niech (G1;�1), (G2;�2) b¦d¡ grupami.Odwzorowanie f : G1 ! G2 nazywa si¦ homomor�zmem grupy G1 wgrup¦ G2, je±li jest zgodne z dziaªaniami w obu grupach w tym sensie, »e8a; b 2 G1 : f(�1(a; b)) = �2(f (a); f (b)).Jasne, »e ostatni warunek mo»na zapisa¢ na cztery sposoby, zale»ne odnotacji (multiplikatywnej lub addytywnej) u»ywanej dla grup G1 i G2:f(ab) = f(a)f(b); f(ab) = f(a) + f(b);f(a+ b) = f(a)f(b); f(a+ b) = f(a) + f(b):147. Je±li f : G1 ! G2 oraz g : G2 ! G3 s¡ homomor�zmami grup, to ichzªo»enie g�f : G1 ! G3, jak ªatwo sprawdzi¢, te» jest homomor�zmem.Izomor�zmem nazywa si¦ bijektywny homomor�zm; o grupach G1 i G2mówimy, »e s¡ izomor�czne, je±li istnieje jaki± izomor�zm f : G1 ! G2.�atwo pokaza¢, »e wówczas odwzorowanie f�1 : G2 ! G1 tak»e jestizomor�zmem, a wi¦c ®relacja izomor�czno±ci¯ jest nie tylko zwrotna(idG jest izmomor�zmem) i przechodnia (zªo»enie dwu izomor�zmów),ale tak»e symetryczna, jest wi¦c ®relacj¡ równowa»no±ci dla grup¯(22).21Inne uzasadnienie: je±li %; � : X ! X s¡ odwracalne (tzn. istniej¡ odwzorowania ~%; ~�,takie »e % � ~%, ~% � %, � � ~� i ~� � � s¡ równe idX), to % � � te» jest odwracalne, gdy» dla� := ~� � ~% mamy (% � �) � � = % � (� � ~�) � ~% = % � ~% = idX oraz � � (% � �) = : : : = idX .22Cudzysªowy zostaªy tu u»yte dlatego, »e nie istnieje ®zbiór wszystkich grup¯, bowiemco± takiego prowadziªoby do antynomii,w podobny sposób jak ®zbiór wszystkich zbiorów¯.48



148. Przykªady. �atwo sprawdzi¢, »e poni»sze odwzorowania f : G1 ! G2(ewentualnie zale»¡ce od staªych p; q 2 R) s¡ homomor�zmami grup:Nr G1; �1 G2; �2 f1: R+; � R+; � f(t) := pt , ogólniej f(t) := tp2: C �; � C �; � f(z) := z3, ogólniej f(z) := zn; n 2Z3: C �; � C �; � f(z) := z4: R+; � R; + f(t) := p log t5: R; + R+; � f(t) := ept6: R; + U; � f(t) := e_�pt7: C ; + R; + f(z) := Re z, ogólniej f(z) := pRe z + q Im z8: C ; + C ; + f(z) := z, ogólniej f(z) := pz + qz9: C �; � R+; � f(z) := jzj10: R+; � C �; � f(t) := tq�cos(p log t) + _� sin(p log t)�gdzie p; q 2 R, R+ := ft 2 R : t > 0g oraz U := fu 2 C : juj = 1g.3.3 Podgrupy149. De�nicja. Podzbiór ; 6= H � G nazywa si¦ podgrup¡ grupy G, je±li:(1) H jest zamkni¦ty wzgl¦dem operacji grupowej: 8a; b 2 H : ab 2 H,(2) H jest zamkni¦ty wzgl¦dem brania odwrotno±ci: 8a 2 H : a�1 2 H.Warunki te mo»na zapisa¢ krócej: (1) HH � H, (2) H�1 � H,u»ywaj¡c dziaªa« na podzbiorach grupy: dla dowolnych A;B � GAB := fab : a 2 A; b 2 Bg, A�1 := fa�1 : a 2 Ag.Oczywi±cie u»ywaj¡c dla G notacji addytywnej nale»y powy»szewarunki zapisa¢ w innej (`addytywnej') formie:(1) H +H � H, tzn. 8a; b 2 H : a+ b 2 H,(2) �H � H, tzn. 8a 2 H : �a 2 H.150. Fakt. Je±li (G;�) jest grup¡, a H � G | podgrup¡, to zbiór H,wyposa»ony w operacj¦ � obci¦t¡ do H � H, czyli para (H;�H�H),tak»e jest grup¡.Ponadto element neutralny dla G jest elementem neutralnym dla H,za± dla h 2 H odwrotno±¢ h w G jest zarazem odwrotno±ci¡ h w H.Z warunku (1) ~� := �H�H jest odwzorowaniemH�H ! H, przy czym z ª¡czno±ci� wynika ª¡czno±¢ ~�, gdy» je±li 8a; b; c 2 G : ���, to tym bardziej 8a; b; c 2 H : ���.Ustalmy a 2 H, wtedy b := a�1 2 H oraz e = ab 2 H, a zatem element neutralny egrupy G nale»y doH i e jest tym bardziej elementem neutralnym dlaH. Wobec tegodla h 2 H element h�1, nale»¡cy do H wskutek (2), jest odwrotno±ci¡ elementu hnie tylko w G, ale równie» w H, QED.151. Przykªady. Ka»da z grup przykªadu 144(A) jest albo podgrup¡ grupyaddytywnej C , albo podgrup¡ grupy multiplikatywnej C �.Je±li n 2 Z, to podzbiór nZ:= fkn : k 2 Zg jest podgrup¡ grupy Z;co wi¦cej, ka»da podgrupa H �Zjest tej postaci.Rozwa»my przypadek H 6= f0g. Niech n := element najmniejszy zbioru H \ N.49



Wtedy n 2 H, wi¦c skoro H jest grup¡, to tak»e nZ� H. Odwrotnie, je±li h 2 H,to h = nq + r, gdzie r 2 0; n� 1, zarazem r = h � nq 2 H, wi¦c r 6= 0 daªobysprzeczno±¢ z minimalno±ci¡ n; zatem r = 0, h = nq 2 nZ, co dowodzi, »e H � nZ.Inny dowód: Podgrupa H � Zjest ideaªem pier±cienia Z(bo krotno±¢ elementuh 2 H te» jest sum¡ elementówH), za± pier±cie«Zjest dziedzin¡ ideaªów gªównych.152. Fakt. Je±li f : G1 ! G2 jest homomor�zmem, to (u»ywaj¡c notacjimultiplikatywno-multiplikatywnej) mamy:(a) f(e1) = e2, gdzie e1; e2 s¡ elementami neutralnymi dla G1 i G2;(b) f(a�1) = (f(a))�1 dla ka»dego a 2 G1.(a) f(e1) = f(e1e1) = f(e1)f(e1), sk¡d teza;(b) f(a)f(a�1) = f(aa�1) = f(e1) = e2 oraz f(a�1)f(a) = : : : = e2.153. De�nicja. Je±li f : G1 ! G2 jest homomor�zmem grup, to podzbiorykerf := f�1fe2g = fa 2 G1 : f(a) = e2g � G1 ;imf := f(G1) = ff(a) : a 2 G1g � G2 ;nazywamy, odpowiednio, j¡drem (ang. kernel) i obrazem (ang. image)homomor�zmu f . Zauwa»my, »e f jest surjektywny () imf = G2.154. �wiczenie. Znale¹¢ j¡dro i obraz ka»dego z homomor�zmów opisanych w 148.Odpowied¹. Oznaczmy K = ker f , L = imf . W przykªadach 1,4,5,6 dla p = 0 mamyoczywi±cie K = G1, L = fe2g; dlatego te» poni»ej b¦dziemy tam zakªada¢, »e p 6= 0.1.K = f1g, L = R+; dla p = 0:K = R+, L = f1g. 2. Dla n 6= 0:K = jnjp1, L = C �.3. K = f1g, L = C �. 4. K = f1g, L = R. 5. K = f0g, L = R+. 6. K = 2�p Z,L = U . 7. K = _�R, L = R, w ogólniejszym przypadku, dla (p; q) 6= (0; 0), K jestprost¡ px + qy = 0, za± L = R. 8. K = f0g, L = C , w ogólniejszym przypadkudla p 6= �q mamy K = f0g, L = C . 9. K = U , L = R+. 10. Dla p 6= 0 6= q:K = f1g, za± L � C jest spiral¡ logarytmiczn¡ r = ea', a = qp ; dla p 6= 0 = q:K = fkn : n 2Zg, gdzie k = e2�p , a spirala degeneruje si¦ do okr¦gu L = U ; dlap = 0 6= q: K = f1g, L = R+; dla p = q = 0: K = R+, L = f1g.155. Zauwa»my, »e K := ker f jest jedn¡ z poziomic f : t¡, która przecho-dzi przez element neutralny e1 2 G1. Jak wygl¡daj¡ inne poziomice f ?U»yjmydla ustalenia uwagi notacji `multiplikatywno-multiplikatywnej':(a; b 2 G1 le»¡ na jednej f -poziomicy) , f(a) = f(b) ,, e2 = (f (a))�1f (b) = f(a�1b) , a�1b 2 K , b 2 aK:Odpowied¹. f -poziomic¡ przechodz¡c¡ przez element a 2 G1 jest zbióraK := fak : k 2 Kg, zwany K-warstw¡. W szczególno±ci homomor�zmf jest injektywny () K skªada si¦ jedynie z elementu neutralnego,tzn. kerf = fe1g. Zauwa»my, »e odwzorowanie K 3 k 7! ak 2 aK jestbijekcj¡, a wi¦c ka»da K-warstwa jest równoliczna z K = kerf .156. De�nicja. Podgrupa H � G nazywa si¦ podgrup¡ normaln¡(23), je±lispeªniony jest nast¦puj¡cy warunek:23U»ywane s¡ równie» inne nazwy: podgrupa niezmiennicza oraz dzielnik normalny.50



8g 2 G : gHg�1 = H, tzn. 8g 2 G : 8h 2 H : ghg�1 2 H.Zauwa»my, »e je±li grupa G jest przemienna, to ka»da jej podgrupa jestnormalna, bowiem ghg�1 = gg�1h = h; z tego te» powodu nie musimysi¦ martwi¢, jak zapisa¢ `addytywn¡' wersj¦ warunku normalno±ci.157. Fakt. Je±li f : G1 ! G2 jest homomor�zmem grup, to:(a) ker f jest podgrup¡ normaln¡ grupy G1;(b) imf jest podgrup¡ (niekoniecznie normaln¡) grupy G2.Posªu»my si¦ znów (dla wygody) notacj¡ multiplikatywn¡ dla grup G1 i G2.Ad(a) Je±li a; b 2 ker f , tzn. f(a) = f(b) = e2, to f(ab) = f(a)f(b) = e2e2 = e2,wi¦c ab 2 ker f , co dowodzi (1). Je±li a 2 ker f , to f(a�1) = (f (a))�1 = e2�1 = e2,wi¦c a�1 2 ker f , co dowodzi (2). Sprawd¹my warunek normalno±ci dla ker f :je±li h 2 ker f , tzn. f(h) = e2, to f(ghg�1) = f(g)f(h)f(g�1 ) = f(g)e2f(g�1) == f(g)f(g�1) = f(gg�1) = f(e1) = e2, czyli f(ghg�1 = e2, a wi¦c ghg�1 2 ker f .Ad(b) Je±li �; � 2 imf , tzn. 9a; b 2 G1 : � = f(a); � = f(b), to �� = f(a)f(b) == f(ab) 2 imf , a wi¦c imf ma wªasno±¢ (1). Je±li � 2 imf , tzn. 9a : � = f(a),to ��1 = (f (a))�1 = f(a�1) 2 imf , co dowodzi wªasno±ci (2).3.4 Permutacje: rozkªad na cykle i znak158. Fakt. Je±li � : X ! X jest permutacj¡ zbioru sko«czonego X, to:(1) Dla ka»dego ustalonego x 2 X okresowy jest ci¡g o wyrazachx0 := x; x1 := �(x); x2 := �2(x); x3 := �3(x); : : : .(2) x�� y def() 9k 2Z+ : y = �k(x) jest relacj¡ równowa»no±ci w X.Ad(1) Skoro zbiór X jest sko«czony, to ci¡g (xk) nie jest ró»nowarto±ciowy, wi¦c9k  0; l > 0 : xk+l = xk; lecz xk+l = �k(xl), za± równo±¢ �k(xl) = �k(x0) wrazz injektywno±ci¡ � (a wi¦c i �k) implikuje xl = x0. Aplikuj¡c �n do obu stron tejrówno±ci otrzymujemy 8n  0 : xl+n = xn, co oznacza l-okresowo±¢ ci¡gu.Ad(2) Zwrotno±¢ jest oczywista, gdy» �0(x) = idX (x) = x. Symetria: Je±li x�� y,tzn. 9k : y = �k(x), to bior¡c q 2 N tak du»e, by r := lq�k  0, dzi¦ki l-okresowo±cici¡gu (xk) dostajemy x = x0 = xlq = xk+r = �r(xk) = �r(y), a wi¦c y�� x.Przechodnio±¢: Je±li x�� y�� z, to 9k; l 2 Z+ : y = �k(x); z = �l(y), a wtedyz = �l(�k(x)) = �k+l(x), wi¦c x�� z.159. Klasy relacji równowa»no±ci �� nazywa si¦ orbitami permutacji � lub,w skrócie, �-orbitami. Je±li np. X = 0; 9 i � = � 0 1 2 3 4 5 6 7 8 95 6 9 1 8 4 3 7 0 2 �,to dziaªanie � mo»na przedstawi¢ schematycznie strzaªkami0 7! 5 7! 4 7! 8 7! 0; 1 7! 6 7! 3 7! 1; 2 7! 9 7! 2; 7 7! 7;a w takim razie �-orbitami s¡ w tym przykªadzie podzbioryX1 = f0; 4; 5; 8g, X2 = f1; 3; 6g, X3 = f2; 9g i X4 = f7g.160. Wnioski 51



(1) Ka»de dwie �-orbity s¡ albo rozª¡czne, albo identyczne.(2) Ka»da �-orbita jest postaci fx0; x1; : : : ; xl�1g, gdzie l 2 N oraz�(xk�1) = nxk; dla k = 1; 2; : : : ; l � 1;x0; dla k = l:(3) Podzbiór Y � X jest �-niezmienniczy (tzn. speªnia warunek�(Y ) = Y ) wtedy i tylko wtedy, gdy Y jest sum¡ mnogo±ciow¡pewnej liczby �-orbit; w szczególno±ci �-orbity s¡ �-niezmiennicze.161. De�nicja. Permutacja  2 SX nazywa si¦ cyklem dªugo±ci l, je±liistnieje l parami ró»nych elementów x0; x1; : : : ; xl�1 2 X, takich »e(x) = 8><>:x; dla x 2 X n fx0; x1; : : : ; xl�1g;xk; dla x = xk�1; 1 ¬ k < l;x0; dla x = xl�1:Taki \cykl"  wygodnie jest obrazowa¢ diagramem � x0�	x1PPqx2 ��1: : : @Ixl�1oraz oznacza¢ symbolem (x0 x1 : : : xl�1); zauwa»my, »e(x0 x1 : : : xl�1) = (x1 x2 : : : xl�1 x0) = (x2 x3 : : : xl�1x0 x1) = : : : .Warto równie» pami¦ta¢, »e symbol (x0 x1 : : : xl�1) nie okre±la caªegozbioru X, na którym dziaªa cykl, a wi¦c np. (1 2 5) równie dobrze mo»eoznacza¢ permutacj¦ zbioru 1; 5, jak i np. zbioru 1; 10. Na szcz¦±cie tanieprecyzyjno±¢ symbolu nie prowadzi do bª¦dów rachunkowych.162. Zbiór % := fx 2 X : %(x) 6= xg, tzn. dopeªnienie zbioru punktówstaªych %, nazywamy no±nikiem permutacji % 2 SX. Zauwa»my, »ezbiory % oraz X n % s¡ %-niezmiennicze, co wi¦cej, (%(%) = %%(X n %) = X n % .�x 2 %, tzn. %(x) 6= x�, %(%(x)) 6= %(x) , %(x) 2 %; st¡d te» wynika drugi wzór.163. Fakt. Je±li dwie permutacje maj¡ rozª¡czne no±niki, to s¡ przemienne:%1 \ %2 = ; ) %1 � %2 = %2 � %1.Niech Xk := %k; k 2 f1; 2g, wtedy X = X1 [X2 [X0, gdzie X0 jest dopelnieniemX1 [X2; skoro %1 na X2 [X0 jest identyczno±ci¡, to ka»dy z tych trzech zbiorówjest %1-niezmienniczy, a tak»e %2-niezmienniczy. Otó» dla x 2 X1 mamy %2(%1(x)) =%1(x) (bo %1(x) 2 X1) oraz %1(%2(x)) = %1(x) (bo %2(x) = x), sk¡d %1(%2(x)) =%2(%1(x)). Podobnie jest dla x 2 X2, za± naX0 obie permutacje s¡ identyczno±ciami.164. �wiczenie. Sprawdzi¢, »e % � � � % [ � , %�1 = % i % � � � %�1 = %(�) , wi¦cpermutacje o sko«czonych no±nikach tworz¡ podgrup¦ (i to normaln¡) grupy SX .165. Twierdzenie. Je±li X jest zbiorem sko«czonym, to ka»d¡ permutacj¦� 2 SX mo»na przedstawi¢ jako zªo»enie cykli rozª¡cznych; przy tymtaki rozkªad jest jednoznaczny z dokªadno±ci¡ do kolejno±ci cykli.Istnienie rozkªadu: Niech X = X1 [ : : :[Xr b¦dzie rozkªadem X na �-orbity;okre±lmy 1; : : : ; r wzoramii(x) = n �(x); x 2 Xix; x 2 X nXi . (*)Wtedy z 160. jest widoczne, »e i s¡ rozª¡cznymi cyklami, oraz »e � = 1 � : : :� r.52



Jednoznaczno±¢ rozkªadu: Wystarczy oczywi±cie sprawdzi¢, »e je±li 1; : : : ; r s¡rozª¡cznymi cyklami, to znaj¡c � := 1 � : : : � r mo»na poszczególne i odtworzy¢powy»szymi wzorami (*), bior¡c jako Xi �-orbity. Istotnie, rozª¡czno±¢ cykli isprawia, »e 2; : : : ; r nie ruszaj¡ punktów zbioru X1 := 1, wi¦c � pokrywa si¦ z1 na X1, co dowodzi zarówno wzoru (*), jak równie» tego, »e X1 jest �-orbit¡.166. Fakt. Ka»d¡ permutacj¦ � 2 SX mo»na przedstawi¢ w postaci zªo»eniapewnej liczby transpozycji, tzn. cykli dªugo±ci 2.Wobec 165. wystarczy pokaza¢, »e ka»dy cykl  2 SX mo»na przedstawi¢ w postacizªo»enia pewnej liczby transpozycji; otó» ªatwo w tym celu sprawdzi¢, »e(x1 x2 : : : xr) = (x1 x2)(x2 x3) : : : (xr�1 xr).Oczywi±cie rozkªad na transpozycje nie jest jednoznaczny, gdy» np.(1 2)(2 3)(1 2) = (1 3).167. Twierdzenie. Je±li � = �1 : : : �r oraz � = � 01 : : : � 0s s¡ dwomarozkªadami permutacji � na iloczyn transpozycji, to (�1)r = (�1)s,tzn. r i s maj¡ jednakow¡ parzysto±¢. W konsekwencji sensowna jest168. De�nicja. Znakiem permutacji � nazywa si¦ liczb¦ sgn(�) := (�1)r,gdzie r 2 N jest liczb¡ czynników dowolnego rozkªadu � na iloczyntranspozycji. Wprost z takiego okre±lenia liczby sgn(�) wynika wzórsgn(� � %) = sgn(�) sgn(%),a wi¦c odwzorowanie sgn : SX ! f�1;+1g jest homomor�zmem grup.Jego j¡dro oznacza si¦ zwykle symbolem AX:AX := ker(sgn : SX ! f�1g) = f� 2 SX : sgn(�) = 1g;jak wiemy z 157., AX jest podgrup¡ normaln¡ grupy SX. Elementyz AX, tzn. takie, »e sgn(�) = 1, nazywa si¦ permutacjami parzystymi;pozostaªe permutacje z SX s¡ nieparzyste. Zamiast S1;n iA1;n stosuje si¦krótsze symbole Sn i An; tradycyjnie Sn nosi nazw¦ grupy symetrycznejstopnia n, natomiast An | grupy alternuj¡cej stopnia n.Poni»szy dowód twierdzenia 167. oprzemy na nast¦puj¡cym lemacie:169. Lemat. Oznaczmy symbolem N(�) liczb¦ orbit permutacji � 2 SX .Je±li � = (x y) 2 SX jest transpozycj¡, toN(��)�N(�) = 8<:�1; gdy x 6�� y;+1; gdy x�� y:Niech � = 1 : : : N b¦dzie rozkªadem � na cykle rozª¡czne, zawieraj¡cym równie»cykle dªugo±ci 1 (równe idX ), odpowiadaj¡ce punktom staªym �; wtedy �-orbitamis¡ zbiory wyrazów poszczególnych cykli i, a wi¦c N = (liczba czynników) = N (�).1� Je±li x 6�� y, to x; y s¡ wyrazami dwóch cykli rozkªadu, powiedzmy 1 i 2;oznaczmy 1 = (x1 : : : xr), 2 = (y1 : : : ys) tak, aby x1 = x, y1 = y, wtedy�12 = (x1 y1)(x1 : : : xr)(y1 : : : ys) = (x1 : : : xr y1 : : : ys) =: ;zatem rozkªad �� maN�1 czynników, gdy» powstaje z rozkªadu � przez `sklejenie'dwóch cykli 1, 2 w jeden cykl . Permutacja �� ma wi¦c N � 1 orbit.53



2� Je±li x�� y, to x; y s¡ wyrazami jednego z cykli i, powiedzmy N ; oznaczmyjego wyrazy tak, aby N = (x1 : : : xr y1 : : : ys) oraz x1 = x i y1 = y, wtedy�N = (x1 y1)(x1 : : : xr y1 : : : ys) = (x1 : : : xr)(y1 : : : ys) =: 0N0N+1,przy czym cykle 0N i 0N+1 s¡ rozª¡czne i zawieraj¡ razem wszystkie wyrazy N .Zatem rozkªad �� ma N + 1 cykli, czyli permutacja �� ma N + 1 orbit.170. Dowód twierdzenia 167.Z lematu wynika istnienie takich liczb �1; �2; : : : ; �r ze zbioru f�1;+1g, »eN (�) = N (�1�2 : : : �r) = �1 + N (�2�3 : : : �r) == �1 + �2 + N (�3 : : : �r) = : : : = �1 + : : :+ �r + N (idX );przy czym oczywi±cie N (idX) = jXj (gdy» orbity permutacji idX s¡ 1-elementowe).Poniewa» (�1)�i = (�1)�1 = �1, z powy»szego wzoru otrzymujemy(�1)N(�) = (�1) � : : : � (�1)(�1)jXj = (�1)r(�1)jXj, tzn. (�1)r = (�1)jXj�N(�).W taki sam sposób rozkªadu � = � 01 : : : � 0s wynika (�1)s = (�1)jXj�N(�) = (�1)r.171. Wniosek. Je±li � = 1 � : : : � r, gdzie k jest cyklem dªugo±ci lk, tosgn � = (�1)l1�1 � : : : � (�1)lr�1.3.5 Liczba inwersji a znak permutacjiNiekiedy znalezienie rozkªadu � na cykle jest nieªatwe lub nawet praktycznie nie-wykonalne; w takich przypadkach do obliczenia sgn(�) mo»na si¦ posªu»y¢ poj¦ciemtzw. �-inwersji. Zbiór �-inwersji zale»y nie tylko od permutacji � : X ! X, do jegozde�niowania potrzebne jest jeszcze liniowe uporz¡dkowanie zbioru X, tzn. przypi-sanie kolejnych numerów 1; : : : ; n jego elementom: X = fx1; : : : ; xng.Okazuje si¦, »e od uporz¡dkowania X zale»y nie tylko zbiór �-inwersji J� , alenawet jego moc jJ�j, za± tym, co zale»y wyª¡cznie od � (i wi¡»e si¦ ze znakiem �)jest parzysto±¢ liczby jJ�j.Dla uproszczenia zapisu (aby pisa¢ 1; 2; : : : zamiast x1; x2; : : :) przyjmiemy, »e Xjest przedziaªem 1; n z jego naturalnym uporz¡dkowaniem.172. Dla � 2 Sn oznaczmy J� := f(i; j) : i; j 2 1; n; i < j; �(i) > �(j)g;pary (i; j) 2 J� nazywa¢ b¦dziemy �-inwersjami. Wprowad¹my te»nast¦puj¡cy zbiór transpozycji:Tn := f(j � 1 j) : j 2 2; n; i < jg � Sn.173. Fakt. � da si¦ przedstawi¢ w postaci zªo»enia jJ�j transpozycji z Tn,otrzymujemy wi¦c nast¦puj¡cy alternatywny wzór na znak permutacji:sgn(�) = (�1)jJ�j.Nazwijmy (chwilowo) `defektem' ci¡gu liczbowego s1; : : : ; sn tak¡ par¦ (si; sj),»e i < j, lecz si > sj. Wtedy oczywiste b¦d¡ kolejno nast¦puj¡ce konstatacje:(1) Wskutek przestawienia dwóch s¡siednich wyrazów ci¡gu, tworz¡cych defekt,np. wyrazów 8 i 3 w ci¡gu 2; 7; 8; 3; 1;5; 4; 6, liczba defektów zmniejsza si¦ o 1;(2) (i; j) 2 J� () para (�(i); �(j)) jest defektem ci¡gu �(1); : : : ; �(n), wi¦c jJ�jjest liczb¡ defektów tego ostatniego ci¡gu (kolejnych warto±ci �). W takim razie,(3) je±li (j � 1; j) 2 J� , to dla � := (j � 1 j) mamy jJ�� j = jJ�j � 1, gdy» ci¡g54



�� (1); : : : ; �� (n) powstaje z ci¡gu �(1); : : : ; �(n) przez przestawienie wyrazów�(j � 1); �(j), tworz¡cych defekt.(4) Je±li J� 6= ;, to 9j 2 2; n : (j � 1; j) 2 J� , w przeciwnym bowiem raziemieliby±my �(1) < �(2) < : : : < �(n), co jest mo»liwe tylko dla � = idX , za±JidX = ;. Mo»emy wi¦c skorzysta¢ N := jJ�j razy z (3), a zatem(5) istniej¡ �1; : : : �N 2 Tn, takie »e jJ�j = N , jJ��1 j = N � 1,...,jJ��1:::�r j = N � rdla r 2 1; N . W szczególno±ci ��1:::�N nie ma inwersji, wi¦c ��1 : : : �N = idX ,a wobec tego, dzi¦ki wªasno±ci �i�1 = �i, otrzymujemy � = �N : : : �1, Q.E.D.174. Przykªad. Dla n = 2m i � :=  1 2 ::: m m+ 1 m+ 2 ::: 2m2 4 ::: 2m 1 3 ::: 2m� 1!�-inwersjami s¡ nast¦puj¡ce pary:(1;m + 1); (2;m + 1); (2;m + 2); (3;m + 1); (3;m + 2); (3;m + 3); : : :,tzn. J� = f(i;m+ j) : i 2 1;m; j 2 1; ig, sk¡d jJ�j = mPi=1 i = m(m+1)2 ,wi¦c z powy»szego wzoru dostajemy sgn(�) = (�1) 12m(m+1) .Warto zaznaczy¢, »e znalezienie rozkªadu � na rozª¡czne cykle, cho¢ caªkiem ªatwedla konkretnych niedu»ych warto±ci n = 2m, jest zadaniem wr¦cz karkoªomnym wprzypadku ogólnym, gdy liczba m nie jest okre±lona konkretnie.175. Uwaga. Zauwa»my, »e dla %; � 2 Sn zachodzi nierówno±¢ (24)jJ%�j ¬ jJ%j+ jJ�j,wi¦c, przez indukcj¦, jJ�1:::�nj ¬ Pi jJ�ij, sk¡d jJ�1:::�nj ¬ r dla �i 2 Tn.Zatem fakt poprzedni mo»na uzupeªni¢, dodaj¡c »e� nie da si¦ rozªo»y¢ na mniej ni» jJ�j transpozycji z Tn.3.6 Rz¡d grupy i elementu grupy; warstwy176. Rz¦dem grupy G nazywamy liczb¦ elementów (tzn. moc) zbioru G;oznaczamy j¡ | jak zwykle | symbolem jGj albo #G.177. Przykªad. Grupa Sn ma rz¡d równy n �(n�1) � : : :�2 �1, czyli jSnj = n!.Chc¡¢ skonstruowa¢ permutacj¦ � 2 Sn mo»emy warto±¢ �(1) 2 1; n wybra¢ na nsposobów; maj¡c �(1) mo»emy �(2) 2 1; n n f�(1)g wybra¢ na n � 1 sposobów;maj¡c �(1) i �(2) mo»emy �(3) 2 1; nnf�(1); �(2)g wybra¢ na n�2 sposobów, itd.178. Rz¡d elementu grupy. Maj¡c ustalony element a grupy G okre±lmyhomomor�zm fa : Z! G wzorem fa(k) := ak. Jego obraz, tzn. zbiórimfa = fak : k 2 Zg = hai, jest podgrup¡ w G, generowan¡ przez a.J¡dro fa, tzn. zbiór kerfa = fk : ak = 1g, jest podgrup¡ (normaln¡)grupy Z. Ka»da podgrupa Zjest oczywi±cie ideaªem w Z, wi¦c (skoropier±cie« Zjest dziedzin¡ ideaªów gªównych) ma posta¢ nZ(krotno±ciustalonej liczby n), przy czym n 2 Z+ jest okre±lone jednoznacznie.Zatem 9n 2 Z+ : ker fa = nZ; je±li n 6= 0, to liczb¦ n nazywa si¦rz¦dem elementu a i oznacza symbolem ord a. Wprost z de�nicji mamy:24Albowiem, jak ªatwo zauwa»y¢, (i; j) 2 J%� ) (i; j) 2 J� lub (�(i); �(j)) 2 J%.55



� ak = 1 () k 2 nZ, tzn. n j k; ogólniej,ak = al () al�k = 1 () k � l mod n;� n = minfk 2 N : ak = 1g;� n = # hai = rz¡d podgrupy hai,gdy» a1; : : : ; an s¡ parami ró»ne, a ci¡g (ak)k2Zjest n-okresowy.Gdy n = 0, tzn. gdy ker fa = f0g, ci¡g (ak)k2Zjest ró»nowarto±ciowy;mówimy wtedy, »e a jest rz¦du niesko«czonego i piszemy ord a =1.Przykªad. Je±li % = 1 � : : : r jest rozkªadem permutacji % 2 SX na paramirozª¡czne cykle 1; : : : ; r 2 SX o dªugo±ciach l1; : : : ; lr, to ord % = NWK(l1; : : : ; lr).Wynika to st¡d, »e %n = n1 � : : : nr = idX () n1 = : : : = nr = idX (gdy»permutacje ni , tak jak i, maj¡ rozl¡czne no±niki)() 8i : li j n.179. Indeks podgrupy; warstwy.Maj¡c podgrup¦ H � G okre±lmy w zbiorze Grelacj¦ a�H b def() a�1b 2 H ; jest ona zwrotna (bo a�1a = 1 2 H), symetryczna(bo gdy a�1b 2 H, to b�1a = �a�1b��1 2 H) oraz przechodnia (je±li a�1b; b�1c 2 H,to a�1c = a�1b � b�1c 2 H). Relacj¦ �H nazywa si¦ (lew¡) H-równowa»no±ci¡, ajej klasy abstrakcji [a]H = fb 2 G : a�H b, tzn. b 2 aHg = aH | warstwamilewostronnymi wzgl¦dem podgrupy H. Zatem (z wªasno±ci relacji równowa»no±ci)ka»de dwie warstwy aH i bH s¡ albo równe (gdy a�H b) albo rozª¡czne; ich sum¡jest caªy zbiór G. Liczb¦ (ogólniej: moc zbioru) warstw lewostronnych wzgl¦dem Hnazywa si¦ indeksem podgrupy H w grupie G i oznacza symbolem (G : H). (25)Przykªady. Skoro 1H = H1 = H, to zawsze jedn¡ jedn¡ z H-warstw (t¡, którazawiera element neutralny) jest H. Je±li grupa G jest przemienna, to oczywi±cieaH = Ha, czyli lewe i prawe H-warstwy s¡ takie same.� Dla G =Z(musimy tu `przestawi¢ si¦' na notacj¦ addytywn¡) oraz H = nZ, gdzien 2 N, dwie H-warstwy, H + x i H + y, s¡ równe , y 2 H + x , x � y mod n.Zatem ka»da z H-warstw jest postaci H + x dla pewnego x 2 0; n� 1, przy czymwarstwy H;H + 1; : : : ;H + n� 1 s¡ parami ró»ne. Zatem H-warstw jest n:H = f: : : ;�n; 0; n; 2n; : : :g, H + 1 = f: : : ;�n+ 1; 1; n+ 1; 2n+ 1; : : :g,H + 2 = f: : : ;�n+ 2; 2; n+ 2; 2n+ 2; : : :g, H + 3 = f: : : ;�n+ 3; 3; n+ 3; : : :g,: : : , H + (n� 1) = f: : : ;�2n� 1;�n� 1;�1; n� 1; 2n� 1; : : :g.W takim razie (Z: nZ) = n, czyli nZjest podgrup¡ indeksu n.� Niech An b¦dzie podzbiorem grupy Sn, zªo»onym z permutacji parzystych, tzn.An = f� 2 Sn : sgn � = 1g = ker�sgn : Sn ! f�1; 1g�; jest to podgrupa grupy Sn,tradycyjnie nazywana grup¡ alternuj¡c¡ stopnia n.Poka»emy, »e (Sn : An) = 2, a wi¦c jAnj = 12 jSnj = 12 n!.Niech � b¦dzie ustalonym elementem Sn takim, »e sgn � = �1. Wtedy � 7! � � �jest bijekcj¡ An na dopeªnienie An w Sn, wi¦c jAnj = jSn nAnj, sk¡d wynika teza.Wzór (Sn : An) = 2 mo»na te» bez trudu uzyska¢, stosuj¡c nast¦puj¡cy25Oprócz `lewej' równowa»no±ci i `lewych' H-warstw czasami przydatne s¡ ich praweodpowiedniki: a H� b def() ab�1 2 H, [b]H = Hb; jednak ze wzoru (ah)�1 = h�1a�1ªatwo wynika, »e warstwa Ha�1 jest zbiorem odwrotno±ci elementów warstwy aH, wi¦codwzorowanie � : G ! G, �(x) := x�1, odwzorowuje bijektywnie lewe H-warstwy naprawe i vice versa; w szczególno±ci wynika st¡d, »e prawych H-warstw jest tyle», co lewych,wi¦c nie ma potrzeby de�niowania `lewego i prawego indeksu'.56



180. Fakt. Je±li ' : G ! G1 jest homomor�zmem grup, przy czym grupaimG jest sko«czona, to (G : ker') = j im'j .Niech H := ker', wtedy '(a) = '(b) , '(a�1b) = e , a�H b , aH = bH,wi¦c '(a) 7! aH jest poprawnie zde�niowan¡ bijekcj¡ im' na zbiór H-warstw.3.7 Twierdzenie Lagrange'a i jego konsekwencje181. Fakt (twierdzenie Lagrange'a). Je±li G jest grup¡ sko«czon¡, a H |jej podgrup¡, to jGj = (G : H) � jHj; zatem jHj dzieli jGj, tzn.rz¡d podgrupy jest dzielnikiem rz¦du grupy.Wynika to natychmiast st¡d, »e zbiór G jest sum¡ wszystkich H-warst; jest ich(G : H), s¡ one parami rozª¡czne i ka»da ma elementów tyle», co H, gdy» przyustalonym a 2 G odwzorowanie H 3 h 7! ah 2 aH jest bijekcj¡ H na aH.182. Wniosek. Je±li a 2 G, a G jest sko«czona, to ord a jest dzielnikiem jGj,tzn. ajGj = 1 ; w notacji addytywnej: jGja = (jGj-krotno±¢ a) = 0 .n := ord a jest rz¦dem podgrupy H = hai, wi¦c dzieli jGj; zatem jGj 2 nZ= ker fa.183. Wniosek. Grupa sko«czona, której rz¡d jest liczb¡ pierwsz¡, jestgrup¡ cykliczn¡, tzn. generowan¡ przez jeden ze swoich elementów:9 a 2 G : G = hai. Zatem je±li jGj = p jest liczb¡ pierwsz¡, to G �=Zp.Je±li a 2 G i a 6= 1, to rz¡d podgrupy hai jest ró»nym od 1 dzielnikiem liczbypierwszej p, wi¦c ��hai�� = p = jGj, tj. hai = G. Poniewa» ak = al , k � l mod p,k + pZ= l + pZ, wi¦c wzór f(k + pZ) := ak poprawnie de�niuje odwzorowanief :Zp ! G; bez trudu sprawdzamy, »e f jest izomor�zmem grup.184. Wniosek. Je±li ' : G ! G1 jest homomor�zmem grup, a grupa Gjest sko«czona, to j ker'j � j im'j = jGj .Jest to natychmiastowa konsekwencja twierdzenia Lagrange'a i faktu 180.185. Wniosek. Ka»da sko«czona podgrupa grupy multiplikatywnej C � jestpostaci np1 dla pewnego n 2 N.Je±li H � C � | podgrupa rz¦du n, to 8a 2 H : an = 1, tzn. H � np1; zarazem obate zbiory s¡ n-elementowe.186. Wniosek (twierdzenie Eulera z teorii liczb). Tzw. funkcj¦ Eulera' : N ! N okre±la si¦ wzorem '(n) := #fk 2 1; n : NWD(k; n) = 1g.Teza: 8x 2Z: NWD(x; n) = 1 )  x'(n) � 1 mod ntzn. n j �x'(x) � 1� !.Zauwa»my, »e �x+nZjest odwracalny wZn�, �9y 2Z: (x+nZ)(y+nZ) = 1+nZ,tzn. xy � 1 mod n� , �9y; z 2 Z : xy � nz = 1� , NWD(x; n) = 1; za-tem grupa (multiplikatywna) elementów odwracalnych pier±cienia Zn ma posta¢57



Z�n = fx+ nZ: x 2 1; n; NWD(x; n) = 1g. Wobec tego jGj = '(n) dla G =Z�n, za±ar = xr + nZdla a = x+ nZ2 G, wi¦c teza wynika wprost z wniosku 182.187. Wniosek (maªe twierdzenie Fermata). Je»eli p 2 N jest liczb¡ pierw-sz¡, za± x 2Z| liczb¡ niepodzieln¡ przez p, to xp�1 � 1 mod p .Wszystkie k 2 1; p� 1 s¡ niepodzielne przez p, wi¦c '(p) = p� 1, sk¡d teza.Na przykªad przez p = 11 podzielne s¡ liczby 210 � 1 = 1023, 310 � 1 = 59048,410 � 1 = 1048575, 510 � 1 = 9765624, 610 � 1 = 60466175. W istocie, maj¡cdo±¢ cierpliwo±ci mo»na sprawdzi¢, »e maj¡ one rozkªady 3 � 11 � 31, 23 � 112 � 61,3 � 52 � 11 � 31 � 41, 23 � 3 � 11 � 71 � 521, 52 � 7 � 11 � 101 � 311.3.8 Twierdzenie Cayleya188. Fakt. Je±li X i Y s¡ zbiorami (sko«czonymi), to(grupy SX i SY s¡ izomor�czne) ,  zbiory X i Y s¡ równoliczne,tzn. jXj = jY j !.W szczególno±ci grupa SX jest izomor�czna z grup¡ Sn dla n := jXj.) wynika z tego, »e liczba wszystkich bijekcji X ! X, równa n!, jest rosn¡c¡(a wi¦c i injektywn¡) funkcj¡ n := jXj. ( Ustalmy jak¡± bijekcj¦ ' : X ! Y .Zauwa»my, »e ka»demu odwzorowaniu � : X ! X odpowiada (dokªadnie jedno)odwzorowanie ~� : Y ! Y , dla którego diagram X '�! Y� # # ~�X '�! Y \jest przemienny",przez co rozumie si¦ równo±¢ ' � � = ~� � ' ; istotnie, skoro ' ma odwrotno±¢,to ostatni warunek da si¦ \rozwi¡za¢ wzgl¦dem ~�", otrzymuj¡c ~� = ' � � � '�1 .Wychodz¡c z takiej inspiracji okre±lmy odwzorowanie f : SX ! (funkcje Y ! Y )wzorem f(�) := ~� = '���'�1. Zauwa»my najpierw, »e f(� � %) = f(�) � f(%) (*),gdy» ' � (� � %) � '�1 = (' � � � '�1) � (' � % � '�1); zarazem f(idX) = idY(gdy» : : : ), zatem f(�)�f(��1 ) = ::: = f(idX ) = idY ; tak samo f(��1)�f(�) = idY ,wi¦c f(�) jest bijekcj¡! Tym samym sprawdzili±my, »e f jest odwzorowaniemSX ! SY , speªniaj¡cym warunek (*), tzn. jest homomor�zmem grup. Pozostajejeszcze zauwa»y¢, »e f jest bijekcj¡, bowiem ma odwrotno±¢: f�1(~�) = '�1 � ~� � ~�.189. Fakt (twierdzenie Cayleya). Ka»d¡ grup¦ sko«czon¡ G dla dostateczniedu»ego n 2 Nmo»na zanurzy¢ homomor�cznie w grup¦ Sn. Oznacza to,»e istnieje injektywny homomor�zm ' : G ! Sn, a w takim razie' : G! ~G jest izomor�zmemG na podgrup¦ ~G = im' grupy Sn.Przyporz¡dkujmy elementowi a 2 G odwzorowanie La : G ! G, okre±lonewzorem La(g) := ag. Zauwa»my, »e La � Lb = Lab, wobec tego La ma odwrot-no±¢: La � La�1 = La�1 � La = idG, czyli La jest bijekcj¡, tzn. permutacj¡ zbioruG. Mamy wi¦c odwzorowanie f : G ! SG, f(a) := La, speªniaj¡ce warunekf(ab) = f(a) � f(b), tzn. b¦d¡ce homomor�zmem. Zauwa»my, »e f jest injektywne:je±li f(a) = La = idG, to w szczególno±ci La(e) = e, tzn. ae = e, wi¦c a = e,zob. 155. Mo»na teraz dla n := jGj okre±li¢ homomor�czne zanurzenie ' : G! Sn,skªadaj¡c zanurzenie f : G! SG z izomor�zmem SG ! Sn, opisanym w poprzed-nim punkcie. 58



3.9 Appendix: Inny sposób de�niowania znaku per-mutacji190. Niech X | zbiór sko«czony; we¹my X2� := f(x; y) : x; y 2 X;x 6= ygoraz rodzin¦ A wszystkich funkcji p : X2� ! f�1; 1g antysymetryczych,tzn. takich, »e p(x; y) = �p(y; x). Maj¡c � 2 SX okre±lmy dla p 2 Awzorem p�(x; y) := p(�(x); �(y)) funkcj¦ p� : X2� ! f�1; 1g; jasne jest,»e p� 2 A oraz (p�)� = p��, gdy» p� to w istocie \p zªo»one z �".Zauwa»my, »e wielko±¢ hpjqi := Yr(x;y)=1 p(x; y)q(x; y) dla p; q 2 A niezale»y od r 2 A, poniewa» s = pq jest symetryczna: s(x; y) = s(y; x).191. Fakt. Dla p; q; ~p; ~q 2 A oraz � 2 SX zachodz¡ nast¦puj¡ce to»samo±ci:hp�jq�i = hpjqi, hpjqi � h~pj~qi = hpj~qi � h~pjqiL = Yr(�(x);�(y))=1p(�(x); �(y))q(�(x); �(y)) =Yr(~x;~y)=1p(~x; ~y)q(~x; ~y) = P; drugi wzór jest oczywisty.Wobec tego hp�jpi � hq�jqi = hp�jq�i � hpjqi = (�1)2 = 1, a wi¦c wielko±¢hp�jpi 2 f�1; 1g nie zale»y od wyboru p 2 A, czyli ma sens de�nicjasgn(�) := hp�jpi, gdzie p 2 A | dowolny.192. Fakt. (a) Okre±lone w taki sposób odwzorowanie sgn : SX ! f�1; 1gjest homomor�zmem grup, tzn. sgn(��) = sgn(�) sgn(%) dla %; � 2 SX .(b) sgn(� ) = �1 dla dowolnej transpozycji � 2 SX .(a) sgn(��) = hp��jpi = hq�jpi = hq�jqi � hqjpi = sgn(�) sgn(�), gdzie q := p� .(b) Zgodnie z de�nicj¡ sgn(� ) = hp� jpi = (�1)k, gdzie k jest poªow¡ liczbyelementów zbioru A� := f(x; y) 2 X2� : p(� (x); � (y)) 6= p(x; y)g; je±li w szczególno±ci� jest transpozycj¡ elementów a; b 2 X, to oznaczaj¡c elementy zbioru X jakox1; x2; : : : ; xn w taki sposób, by x1 = a, x2 = b oraz okre±laj¡c p 2 A wzoremp(xi; xj) := n+1; gdy i < j�1; gdy i > j , otrzymujemy A� = f(x1; x2); (x2; x1)g, czyli k = 1.193. Wniosek. Je±li permutacja � 2 SX jest zªo»eniem r cykli parzystejdªugo±ci oraz s cykli nieparzystej dªugo±ci, to sgn(�) = (�1)r.Je±li  = (x1 x2 : : : xl) jest cyklem dªugo±ci l, to  = (x1 x2)(x2 x3) : : : (xl�1 xl)jest zªo»eniem l transpozycji, a wi¦c sgn() = (�1)l; to wraz z 192.(a) dowodzi tezy.
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4 Przestrzenie wektorowe4.1 De�nicja przestrzeni wektorowej. PrzykªadyNiech K b¦dzie ustalonym ciaªem. B¦dziemy zakªada¢ zwykle, »e jest to ciaªo licz-bowe, tzn. K � C ; co wi¦cej, w zdecydowanej wi¦kszo±ci zastosowa« w zupeªno±ciwystarczy ograniczy¢ si¦ do przypadków K = R lub K = C .194. De�nicja. Przestrzeni¡ wektorow¡ nad ciaªem K nazywa si¦ trójk¦(V; + ; � ), w której� V jest zbiorem,� + jest operacj¡ w V , tak¡, »e (V; +) jest grup¡ przemienn¡;� � jest odwzorowaniem � : K � V ! V , speªniaj¡cym czterynast¦puj¡ce aksjomaty(26):(1) (�+ �) � v = � � v + � � v;(2) � � (v + w) = � � v + � � w;(3) (��) � v = � � (� � v);(4) 1 � v = v; 9>>>=>>>; 8v;w 2 V;8�; � 2 K :Zwykle u»ywa si¦ terminu `przestrze« wektorowa' odno±nie do zbioru V , traktu-j¡c oczywiste czªony trójki, `+' i `�', jako domy±lne | sporadycznie si¦ zdarza, »ez jakiego± powodu `+' i `�' nale»y zast¡pi¢ innymi znaczkami. Elementy zbioru Vnazywa si¦ wektorami, elementy K | skalarami, za± zbiór K | ciaªem skalarówprzestrzeni. Zamiast `przestrze« nad ciaªem R (lub C )' mówi si¦ `przestrze«rzeczywista (lub zespolona)'. Odwzorowanie � nazywa si¦ operacj¡ mno»eniawektorów przez skalary; cz¦sto znak `�' pomi¦dzy liczb¡ a wektorem pomija si¦;wygodnie te» umówi¢ si¦, »e `v�' oznacza to samo, co `�v', tzn. `� � v'.195. Fakt. Je±li V jest przestrzemi¡ wektorow¡, v 2 V , � 2 K , to:(a) 0 � v = 0; (b) � � 0 = 0; (c) (��) � v = �(� � v);(d) � � v = 0 () (� = 0 lub v = 0).Powy»ej 0 oznacza element neutralny (zero) grupy (V;+); nazywa si¦go wektorem zerowym i zwykle oznacza tak, jak liczb¦ zero, symbolem 0(z kontekstu na ogóª jest jasne, czy chodzi o liczb¦, czy o wektor).Ad (a): w := 0 � v, wtedy w + w = (0 + 0) � v = 0 � v = w wskutek (1), wi¦cdzi¦ki prawu skracania w grupie dostajemy w = 0. Ad (b): w := � � 0, wtedyw + w = � � (0 + 0) = � � 0 = w wskutek (2), co jak poprzednio daje w = 0.Ad (c): Dzi¦ki (1) i (a) mamy: (��) � v + � � v = �(��) + �� � v = 0 � v = 0, a wi¦c(��) �v jest elementem przeciwnym do � �v. Ad (d): Je±li � �v = 0 i ponadto � 6= 0,to wskutek (b) mamy: v = (��1�) � v = ��1 � (� � v) = ��1 � 0 = 0.196. Przykªady.1. Dla n 2 N niech K n b¦dzie iloczynem kartezja«skim K � : : : � K(n razy); elementami K n s¡ wi¦c n-elementowe ci¡gi x = (x1; : : : ; xn)26Jak zwykle, dla uproszczenia zapisu umawiamy si¦, »e `mno»enie ma pierwsze«stwoprzed dodawaniem', co oznacza np. »e ��v+��w jest uproszczonym zapisem (��v)+(��w).60



elementów z K . Okre±lmy dodawanie elementów K n wzorem(x1; : : : ; xn) + (y1; : : : ; yn) := (x1 + y1; : : : ; xn + yn),natomiast mno»enie elementów K n przez liczb¦ � 2 K | wzorem�(x1; : : : ; xn) := (�x1; : : : ; �xn).�atwo si¦ przekona¢ | korzystaj¡c z aksjomatów ciaªa | »e speª-nione s¡ wówczas wszystkie warunki de�nicji przestrzeni wektorowej,np. sprawdzenie (2) wygl¡da nast¦puj¡co:�(x+ y) = �((x1; : : : ; xn) + (y1; : : : ; yn)) = �(x1 + y1; : : : ; xn + yn) == (�(x1 + y1); : : : ; �(xn + yn)) = (�x1 + �y1; : : : ; �xn + �yn) == (�x1; : : : ; �xn) + (�y1; : : : ; �yn) == �(x1; : : : ; xn) + �(y1; : : : ; yn) = �x+ �y:W tzw. rachunku macierzowym u»ywane s¡ dwa ró»ne `egzemplarze'przestrzeni K � : : :�K , ró»ni¡ce si¦ od siebie (tylko) sposobem zapisuelementów, i przez to z de�nicji rozª¡czne:� przestrze« K n1 wektorów kolumnowych, postaci x = 2664 x1...xn 3775,� przestrze« K 1n wektorów wierszowych, postaci f = h f1 : : : fn i.2. Je±li X jest dowolnym zbiorem, to symbolem KX oznaczmy zbiór,zªo»ony z wszystkich funkcji v : X ! K. Wprowad¹my w tym zbiorzedziaªanie `zwykªego' (cz¦sto zwanego punktowym) dodawania funkcji:8x 2 X : (v1 + v2)(x) := v1(x) + v2(x);inaczej mówi¡c, je±li v; v1; v2 2 KX , to relacja v = v1+v2 oznacza z de-�nicji, »e 8x 2 X : v(x) = v1(x) + v2(x). Podobnie okre±lmy iloczynfunkcji v 2 KX przez liczb¦ � 2 K :8x 2 X : (�v)(x) := �v(x).�atwo sprawdzi¢, »e w ten sposób KX staje si¦ przestrzeni¡ wektorow¡.3. Zbiór K [ � ] wielomianów o wspóªczynnikach z K tworzy przestrze«wektorow¡ (dla zde�niowanych w rozdziale o wielomianach dziaªa« do-dawania i mno»enia wielomianów przez liczby).197. De�nicja. Podzbiór V0 � V nazywa si¦ podprzestrzeni¡ przestrzeni V ,je±li jest niepusty oraz `zamkni¦ty wzgl¦dem dziaªa« w V ', tzn.8v1; v2 2 V0 : v1 + v2 2 V0 (zamkni¦to±¢ wzgl. dodawania);8� 2 K ; v 2 V0 : �v 2 V0 (zamkni¦to±¢ wzgl. mno»enia przez liczby).Ka»da podprzestrze« zawiera wektor zerowy: v0 2 V0 ) 0 = 0�v0 2 V0.Zauwa»my, »e poprzestrze« V0 jest przestrzeni¡ wektorow¡ wzgl¦demdziaªa« (dodawania i mno»enia przez liczby) `takich samych, jak w V '.Mówi¡c ±ci±le, operacja dodawania w V0 jest okre±lona jako obci¦cie odwzorowania`dodawanie w V ': V � V ! V , do podzbioru V0 � V0 � V � V ; zamkni¦to±¢ V0wzgl¦dem dodawania sprawia, »e obci¦cie to ma warto±ci tylko w V0, a wi¦c okre±laodwzorowanie V0 � V0 ! V0. Podobnie rzecz ma si¦ z mno»eniem przez liczby.61



198. Dalsze przykªady.4. Dla dowolnego zbioru X podzbiórE(X) := fv 2 KX : fx : v(x) 6= 0g jest sko«czonygjest przestrzeni¡ wektorow¡, mianowicie podprzestrzeni¡ KX . Aby topokaza¢, wystarczy sprawdzi¢, »e E(X) jest podzbiorem zamkni¦tym� wzgl¦dem dodawania: je±li v1; v2 2 KX oraz v = v1 + v2, tofx : v(x) 6= 0g � fx : v1(x) 6= 0g [ fx : v2(x) 6= 0g,a suma zbiorów sko«czonych | gdy v1; v2 2 E(X) | jest sko«czona;� wzgl¦demmno»enia: otó» zbiór fx : �v(x) 6= 0g jest dla � 6= 0 równyfx : v(x) 6= 0g (wi¦c dla v 2 E(X) sko«czony), a dla � = 0 | pusty.5. Elementy przestrzeni KN, tzn. funkcje � : N ! K , wygodnie jestprzedstawia¢ niesko«czonymi ci¡gami x = (x1; x2; : : :) ich warto±cixk = �(k) 2 K ; dziaªania w KN (dodawanie i mno»enie przez liczby)s¡ wtedy zwykªymi dziaªaniami na ci¡gach.Opieraj¡c si¦ na podstawowych wªasno±ciach ci¡gów, granic i szeregówªatwo jest sprawdzi¢, »e dla K = R (jak równie» dla K = C ) podzbiórV0 := fx 2 KN :Wgjest podprzestrzeni¡ przestrzeni KN, je±li W jest którymkolwiekz nast¦puj¡cych (przykªadowych) warunków (27):� 8k > 100 : xk = 0; � 8�k : xk = 0;� (xk) jest ci¡giem arytmetycznym; � 8k : xk+1 = 12 xk;� istnieje sko«czona granica limk!1 xk; � limk!1 xk = 0;� limk!1 k3xk = 0; � ci¡g (xkk ) jest ograniczony;� 9a; b 2 K : limk!1(xk � ak � b) = 0; � szereg 1Pk=1xk jest zbie»ny;� szereg 1Pk=1 jxkj jest zbie»ny; � szereg 1Pk=1 jxkj2 jest zbie»ny;� 8k : xk+100 = xk (okresowo±¢); � 9p 2 N : 8k : xk+p = xk;� 8�k : xk+1 = xk; � 8k : xk+2 = xk + xk+1;� 8k; l : xkl = 12(xk + xl); � 8k : xk2 = 13 xk:Z kolei V0 nie jest podprzestrzeni¡ KN dla nast¦puj¡cych warunkówW:� 9k > 100 : xk = 0; � 8�k : xk = 1k ;� 8k : xkxk+2 = xk+12 (geometryczny); � 8k : jxkj ¬ 12;� limk!1 xk = 4; � ci¡g (jxkj) jest malej¡cy;� 8k : xk2 = (xk)2; � 1Pk=1xk = �2 ;� zero jest punktem skupienia (xk); � 9�k : xk = 0:199. De�nicja. Podzbiór A+B := fa+ b : a 2 A; b 2 Bg nazywa si¦ sum¡27Dla uproszczenia notacji u»ywamy poni»ej symboli `uogólnionych kwanty�katorów'8�k (oznaczaj¡cego dla prawie wszystkich k) oraz 9�k (dla niesko«czenie wielu k).62



algebraiczn¡ podzbiorów A;B � V ; podobnie de�niuje si¦ podzbiory�A, �A + �B itp., np zbiór 3A � 2B skªada si¦ z wektorów, daj¡cychsi¦ przedstawi¢ w postaci 3a� 2b dla pewnych a 2 A, b 2 B.Jasne, »e V0 � V jest zamkni¦ty wzgl¦dem dodawania , V0+V0 � V0,a wzgl. mno»enia przez liczby, K � V0 � V0, tzn. 8� 2 K : �V0 � V0.Zatem  podzbiór V0 � V jestpodprzestrzeni¡ V ! ()  V0 + V0 � V0oraz K � V0 � V0 !.200. Fakt. Przeci¦cie dowolnej liczby podprzestrzeni jest podprzestrzeni¡.Suma algebraiczna dwóch podprzestrzeni jest podprzestrzeni¡.Dowód stanowi proste ¢wiczenie.4.2 Przestrzenie ilorazowe201. A teraz do±¢ zabawny, lecz po»yteczny przepis na zrobienie przestrzeni wektorowej.Potrzebne s¡ dwa `surowce': przestrze« wektorowa V i jaka± jej podprzestrze« V0.Okre±lmyw zbiorze V relacj¦ v � v0 def() v0�v 2 V0; jest to oczywi±cierelacja równowa»no±ci, wi¦c zadaje klasy: [v] := fu 2 V : u � vg � V ,[v] = [v0] () v � v0. Niech ~V = V=� = f[v] : v 2 V g oznacza zbiórwszystkich tych klas. Uczynimy go przestrzeni¡ wektorow¡, okre±laj¡cw nim: dodawanie: [v1] + [v2] := [v1 + v2];orazmno»enie przez skalary: �[v] := [�v] dla � 2 K :Oczywi±cie nale»y sprawdzi¢, co jest to bardzo ªatwe, sensowno±¢ tych de�nicji, tzn.»e �[u1] = [v1][u2] = [v2]� implikuje [u1 + u2] = [v1 + v2], za± [u] = [v] implikuje [�v] = [�u].Nast¦pnie równie ªatwo przekonujemy si¦, »e zbiór ~V z tak okre±lonymi dziaªaniamijest przestrzeni¡ wektorow¡, tzn. speªnia wszystkie aksjomaty de�nicji 194.202. De�nicja (przestrze« ilorazowa). Skonstruowana w powy»szy sposóbprzestrze« wektorowa nazywa si¦ przestrzeni¡ ilorazow¡ (lub krócej:ilorazem) przestrzeni V przez jej podprzestrze« V0.A oto standardowe oznaczenia: ~V v � v0 [v]V=V0 v � v0 mod V0 v + V0Dlaczego u»yli±my innych oznacze«, czy»by standardowe byªy niedobre? Ale» wr¦czprzeciwnie, s¡ one poniek¡d a» za dobre: : :Kªopot polega na tym, »e np. de�nicjadodawania w postaci (v1 + V0) + (v2 + V0) = (v1 + v2) + V0 wygl¡da bardziej nato»samo±¢, ni» na de�nicj¦; w istocie jest to to»samo±¢ dzi¦ki wªasno±ci V0+V0 = V0.Podobnie: klasa [v] jest zbiorem v+V0 = fv+v0 : v0 2 V0g = fu : u�v 2 V0g � V .203. Przykªady. (1) Caªka nieoznaczona R f(x)dx z jakiej± funkcji f 2 V := C� ]a; b]�w gruncie rzeczy nie jest funkcj¡, czyli elementem V , ale elementem przestrzeniilorazowej V=V0, gdzie V0 � V oznacza podzbiór funkcji staªych na ]a; b[.(2) Ogólniej: je±li X � R jest podzbiorem otwartym, np. sum¡ mnogo±ciow¡ kilku63



otwartych przedziaªów, to caªka nieoznaczona R f(x)dx z funkcji f 2 V := C(X)(ci¡gªe X ! R) jest elementem przestrzeni V=V0, gdzie tym razem V0 := (funkcjelokalnie staªe na X) (czyli staªe na ka»dej ze skªadowych spójnych X).(3) Caªk¦ nieoznaczon¡ Z ex(1 + x2 + y2)�1dx mo»na traktowa¢ (uzasadni¢!) jakoelement przestrzeni ilorazowej V=V0, gdzie V = C�R2�, V0 = C (R).4.3 Kombinacje liniowe. Powªoka liniowa podzbioru204. De�nicja. Kombinacj¡ liniow¡ wektorów v1; : : : ; vs 2 V nazywa si¦wektor v 2 V , daj¡cy si¦ przedstawi¢ w postaciv = �1v1 + : : :+ �svs,gdzie �1; : : : ; �s s¡ jakimi± elementamiK , nazywanymiwspóªczynnikamikombinacji liniowej. Symbol Lin(v1; : : : ; vs), lub krótszy hv1; : : : ; vsi,oznacza zbiór wszystkich kombinacji liniowychwektorów v1; : : : ; vs, tzn.hv1; : : : ; vsi := fv 2 V : 9�1; : : : ; �s 2 K : v = �1v1 + : : :+ �svsg � V .205. Fakt. Podzbiór hv1; : : : ; vsi1� jest podprzestrzeni¡ przestrzeni V ;2� zawiera ka»dy z wektorów v1; : : : ; vs;3� jest najmniejsz¡ z podprzestrzeni zawieraj¡cych v1; : : : ; vs .Ad1�: Suma kombinacji liniowych �1v1+: : :+�svs i �1v1+: : :+�svs jest kombinacj¡liniow¡ (�1 + �1)v1 + : : :+ (�s + �s)vs, wi¦c hv1; : : : ; vsi jest zamkni¦ty wzgl¦demdodawania; podobnie krotno±¢ �v wektora v = �1v1 + : : : + �svs jest wektorem(��1)v1 + : : :+ (��s)vs 2 hv1; : : : ; vsi (zamkni¦to±¢ wzgl. mno»enia przez skalary).Ad2� : v1 = 1 � v1+ 0 � v2+ : : :0 � vs jest kombinacj¡ liniow¡ vi; podobnie v2 = : : :.Ad3�: Je±liW jest jak¡kolwiek podprzestrzeni¡ V , zawieraj¡c¡ ka»dy z wektorów vi,to ka»da kombin. liniowa v = �1v1+ : : :+�svs nale»y do W , wi¦c hv1; : : : ; vsi �W .206. Zbiór hv1; : : : ; vsi nazywa si¦ podprzestrzeni¡ rozpi¦t¡ (lub generowan¡)przez wektory v1; : : : ; vs, albo te» powªok¡ liniow¡ tych wektorów.207. Przykªad. Gdy v1; v2 2 R3, wtedy hv1; v2i jest:(a) pªaszczyzn¡ przechodz¡c¡ przez 0; v1 i v2, gdy punkty 0; v1; v2 nies¡ wspóªliniowe;(b) prost¡ przechodz¡c¡ przez 0; v1 i v2, gdy te punkty s¡ wspóªliniowe,przy czym cho¢ jeden z wektorów v1 lub v2 jest niezerowy;(c) zbiorem f0g, gdy v1 = v2 = 0.208. Uwaga. Dla dowolnego (niekoniecznie sko«czonego) podzbioru Z � Vistnieje najmniejsza podprzestrze« zawieraj¡ca Z; jest ni¡ mianowicieprzeci¦cie wszystkich podprzestrzeni zawieraj¡cych Z; oznaczamy j¡symbolem Lin(Z) lub hZi i nazywamy podprzestrzeni¡ rozpi¦t¡ (lubgenerowan¡) przez zbiór Z lub powªok¡ liniow¡ zbioru Z. Oczywi±ciehZi = hv1; : : : ; vsi dla Z = fv1; : : : ; vsg. W ogólnym przypadku hZi,tak jak poprzednio, jest zbiorem kombinacji liniowych wektorów z Z,dokªadniej: kombinacji liniowych sko«czonych ukªadów wektorów z Z:64



v 2 hZi , 9s 2 N : 9v1; : : : ; vs 2 Z : ( v 2 hv1; : : : ; vsi, tzn.9�i : v = �1v1 + : : :+ �svs).Oczywi±cie h;i = f0g; z tego powodu wygodnie jest przyj¡¢ umow¦, »ewyra»enie ®v jest kombinacj¡ liniow¡ wektorów z ;¯ oznacza ®v = 0¯.209. Fakt. 1� Z1 � Z2 ) hZ1i � hZ2i (monotoniczno±¢ operacji h � i);2� Z1 � Z2 � hZ1i ) hZ2i = hZ1i; w szczególno±ci:3� 8i : vi 2 hu1; : : : ; uri ) hu1; : : : ; ur; v1; : : :i = hu1; : : : ; uri.Ad2� Skoro Z2 � hZ1i, to hZ1i jest jedn¡ (za± hZ2i|najmniejsz¡) z podprzestrzenizawieraj¡cych Z2; zatem hZ2i � hZ1i, a monotoniczno±¢ daje odwrotne zawieranie.Ad3� Wystarczy zastosowa¢ 2�, bior¡c Z1 = fu1; : : : ; urg, Z2 = Z1 [ fv1; : : : ; vsg.210. Uwaga. �atwo jest zauwa»y¢, »e je±li V1; V2 � V s¡ podprzestrzeniami V , toV1 + V2 = 
V1 [ V2�.Zatem wªa±ciwym i naturalnym uogólnieniem operacji sumy algebraicznej na przy-padek dowolnej rodziny podprzestrzeni V� � V , � � A, jest nast¦puj¡ca de�nicjaP�2AV� := 
S�2A V��.4.4 Liniowa niezale»no±¢211. De�nicja. Ukªad u1; : : : ; ur wektorów z V nazywamy liniowo zale»nym,je±li pewna nietrywialna (tzn. maj¡ca cho¢ jeden wspóªczynnik 6= 0)kombinacja liniowa tych wektorów jest wektorem zerowym:9�1; : : : ; �r 2 K : (�1; : : : ; �r) 6= (0; : : : ; 0); �1u1 + : : :+ �rur = 0.Ukªad wektorów nazywamy liniowo niezale»nym(28), je±li nie jest li-niowozale»ny, tzn. je±li dla ka»dych �1; : : : ; �r 2 K prawdziwa jest impli-kacja �1u1 + : : :+ �rur = 0 ) �1 = 0; : : : ; �r = 0;mo»na to tak»e wyrazi¢ warunkiem, »e ka»da nietrywialna kombinacjaliniowa wektorów u1; : : : ; ur jest wektorem ró»nym od wektora zerowego.212. Przykªady. Je±li jeden z wektorów uj jest zerowy, ukªad jest liniowozale»ny, np. gdy u1 = 0, wtedy bior¡c �1 = 1, �2 = : : : = �r = 0dostaniemy nietrywialn¡ kombinacj¦ przedstawiaj¡c¡ wektor 0.Gdy dwa z wektorów ukªadu s¡ jednakowe, wtedy ukªad jest liniowozale»ny, np. przy u1 = u2 nietrywialna komb. liniowa o wspóªczynni-kach �1 = 1, �2 = �1, �j = 0 dla j > 2, przedstawia wektor 0.Ukªad wektorów maj¡cy liniowo zale»ny podukªad sam jest liniowo za-le»ny, bowiem (nietrywialna) komb. liniowa wektorów podukªadu jest28Zamiast ®liniowo (nie)zale»ny ukªad wektorów¯ zwykªo si¦ mówi¢ tak»e ®liniowo(nie)zale»ne wektory¯; nale»y jednak pami¦ta¢, »e liniowa (nie)zale»no±¢ nie jest cech¡poszczególnych wektorów, lecz cech¡ ich wzajemnych relacji, czyli cech¡ caªego ukªadu.65



(nietrywialn¡) komb. liniow¡ wektorów caªego ukªadu. Równowa»nyfakt: Podukªad ukªadu liniowo niezale»nego jest liniowo niezale»ny.213. Oczywi±cie liniowa (nie)zale»no±¢ ukªadu nie zale»y od kolejno±ci wektorów; dzi¦kitemu mo»emy zde�niowa¢ poj¦cie liniowej (nie)zale»no±ci zbioru wektorów:De�nicja. Podzbiór Z � V jest liniowo (nie)zale»ny, je±li liniowo(nie)zale»ny jest ukªad u1; : : : ; ur wszystkich elemntów Z, ustawionychw dowolnej kolejno±ci bez powtórze«. Inaczej mówi¡c:Je±li wektory u1; : : : ; ur s¡ parami ró»ne, to zbiór fu1; : : : ; urg nazywasi¦ liniowo (nie)zale»ny, je±li liniowo (nie)zale»ny jest ukªad u1; : : : ; ur.Zwró¢my uwag¦, »e zbiór Z = fu1; u2; u3g mo»e by¢ l. niezale»ny nawet w przy-padku, gdy ukªad u1; u2; u3 jest liniowo zale»ny, np. gdy u1; u2 s¡ l. niezale»ne, au2 = u3 (wtedy #Z = 2), albo gdy u1 = u2 = u3 6= 0 (wtedy #Z = 1).214. Uogólnienie. O zbiorze Z � V (niekoniecznie sko«czonym) mówi si¦,»e jest liniowo niezale»ny, je±li ka»dy sko«czony ukªad u1; : : : ; ur paramiró»nych elementów Z jest liniowo niezale»ny. Tak wi¦c zbiór Z jestliniowo zale»ny () ma sko«czony liniowo zale»ny podzbiór.215. Lemat. Dla u1; : : : ; ur 2 V trzy nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:1� ukªad u1; : : : ; ur jest liniowo zale»ny;2� jeden z wektorów uj jest kombin. liniow¡ wcze±niejszych wektorów(zgodnie z 208. gdy `jeden z wektorów' to u1, oznacza to, »e u1 = 0);3� jeden z wektorów uj jest kombinacj¡ liniow¡ pozostaªych wektorów.1� ) 2� Niech �1u1+: : :+�rur = 0 oraz niech �j b¦dzie ostatnim (tzn. o maksym.indeksie) niezerowym wspóªczynnikiem. Tak wi¦c �j 6= 0 oraz �1u1+ : : :+�juj = 0.Dla j > 1 wynika st¡d, »e uj = (��1�j )u1+: : :+(��j�1�j )uj�1; dla j = 1 | »e u1 = 0.2� ) 3� | oczywiste. 3� ) 1� Je±li wektor uj (gdzie j 2 1; r | ustalone)jest kombinacj¡ liniow¡ pozostaªych wektorów, tzn. uj = Pi21;rnfjg�iui, to dodaj¡cobustronnie �uj dostajemy 0 = �1u1 + : : :+ �juj + : : :+ �rur, gdzie �j := �1.216. Wniosek. Ka»dy sko«czony ukªad(29) (lub zbiór) wektorów zawierapodukªad (podzbiór) liniowo niezale»ny, rozpinaj¡cy t¦ sam¡ przestrze«.Przeprowad¹my `lustracj¦' kolejnych (od lewej) wektorów ukªadu, usuwaj¡c te z nich,które s¡ liniow¡ kombinacj¡ swych poprzedników. Dzi¦ki :2� ) :1� dostaniemyukªad l. niezale»ny, a na mocy faktu 3�p.209 nie zmienimy przestrzeni rozpinanej.217. Wniosek. Dla podzbioru Z � V nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:(a) Z jest liniowo zale»ny;(b) pewien element Z jest kombinacj¡ liniow¡ innych elementów Z;(c) istnieje podzbiór Z0 6�� Z, taki »e hZ0i = hZi.(a))(b): Zbiór l. zale»ny zawiera sko«czony ukªad l. zale»ny u1; : : : ; ur 2 Z, wi¦cmo»emy skorzysta¢ z implikacji 1� ) 2�. (b))(c): Wystarczy wzi¡¢ Z0 := Z n fvg,29Teza pozostaje prawdziwa bez zaªo»enia o sko«czono±ci, lecz dowód wymaga wtedyzastosowania aksjomatu wyboru, np. w formie `lematu Kuratowskiego-Zorna'; szkic tegodowodu przedstawimy dalej w punkcie 243.66



gdzie v 2 Z jest kombinacj¡ liniow¡ innych elementów Z, i zastosowa¢ 2�p.209.(c))(a): We¹mydowolny v 2 ZnZ0; skoro v 2 hZ0i, to v jest komb. liniow¡ pewnychparami ró»nych wektorów u1; : : : ; ur 2 Z0; wobec 3� ) 1� ukªad u1; : : : ; ur; v jestl. zale»ny, ma elementy parami ró»ne i nale»¡ce do Z; zatem Z jest l. zale»ny.4.5 Baza218. De�nicja. Ukªad wektorów v1; : : : ; vn nazywamy baz¡ (uporz¡dkowan¡)przestrzeni V , je±li jest liniowo niezale»ny i rozpina caª¡ przestrze« V .219. Uwaga terminologiczna. W »argonie matematycznym przymiotniki minimalnyi najmniejszy maj¡ odmienne znaczenia, nie zawsze zgodne z sensem potocznym:Najmniejszy oznacza `mniejszy/równy od wszystkich innych', przy czym zamiast `¬'mo»e by¢ relacja zawierania (najmniejsza podprzestrze« hZi zawieraj¡ca zbiór Z)lub podzielno±ci (najmniejszy wspólny dzielnik) lub inna `relacja porz¡dkuj¡ca'.Z kolei minimalny to `nie maj¡cy ®mniejszych¯ od siebie', a wi¦c | innymi sªowy| `nie daj¡cy si¦ zmniejszy¢ w obr¦bie rozwa»anej klasy'.(30)Warto zauwa»y¢, »e je±li porównywanie dotyczy zawierania �, to zbiór minimalnyw danej klasie nie musi mie¢ minimalnej (w tej klasie) liczby elementów. Np. je±liprzyjmiemy, »e marchew zawiera witaminy A i C, kapusta | B i C, burak | C i D,a brukiew | B, C i D, to minimalnym zestawem peªnowitaminowym b¦dzie zarównofmarchew, brukiewg, jak równie» fmarchew, kapusta, burakg (2 lub 3 elementy).220. �wiczenie. Nast¦puj¡ce cztery warunki s¡ równowa»ne:1� v1; : : : ; vn jest baz¡ przestrzeni V ;2� v1; : : : ; vn jest maksymalnym ukªadem liniowo niezale»nym w V ;3� v1; : : : ; vn jest minimalnym ukªadem rozpinaj¡cym przestrze« V ;4� Ka»dy wektor v 2 V ma dokªadnie jedno przedstawienie postaciv = �1v1 + : : :+ �nvn; �1; : : : ; �n 2 K .Ze wzgl¦dów dydaktycznych sprawdzimy równowa»no±¢ 1� z ka»dym spo±ródwarunków 2�, 3� i 4� z osobna, nie ograniczaj¡c si¦ do minimalnej liczby implikacji.1� ) 2� Ukªad v1; : : : ; vn powi¦kszony o dowolny wektor v 2 V jest l.zale»ny, gdy»v jest jest komb. liniow¡ vi. 2� ) 1� Maksymalno±¢ sprawia, »e dla v 2 V ukªadv1; : : : ; vn; v jest ju» l.zale»ny, a wi¦c dzi¦ki 215. albo v, albo który± vi jest liniow¡komb. swoich poprzedników; t¦ drug¡ mo»liwo±¢ wyklucza l.niezale»no±¢ v1; : : : ; vn.1� ) 3� Gdyby V = hv2; : : : ; vni, wtedy v1 byªby komb. liniow¡ pozostaªych vi,wbrew liniowej niezale»no±ci ukªadu. Zatem po odrzuceniu v1 ukªad nie rozpina V .3� ) 1� Gdyby ukªad byª liniowo zale»ny, wtedy pewien vi byªby komb. liniow¡30Formalna de�nicja: Je»eli � jest \relacj¡ porz¡dkuj¡c¡"(tzn. zwrotn¡ i przechodni¡)w zbiorze X, to element x0 2 X jest najmniejszy w X, gdy 8x 2 X : x0 � x, za± x0 jestminimalny w X, gdy 8x 2 X : x � x0 ) x0 � x; zamieniaj¡c � na � de�niuje si¦ poj¦ciaelementu najwi¦kszego i maksymalnego. Jasne, »e: (1) element najmniejszy jest minimalny,a najwi¦kszy | maksymalny; (2) je±li dwa elementy s¡ najmniejsze (lub najwi¦ksze) w X,to s¡ stowarzyszone (koniunkcja � i �); elementy minimalne lub maksymalne nie musz¡by¢ stowarzyszone. Przykªady. Niech x � y , x j y. Dla X = 1; 5 najmniejszy (a wi¦c iminimalny) jest 1, elementu najwi¦kszego brak, a maksymalne s¡ 3, 4 i 5. DlaX = f2; 3; 6gelementu najmniejszego brak, minimalne s¡ 2 i 3, a najwi¦kszym (i maksymalnym) jest 6.67



pozostaªych wektorów; odrzucenie vi nie psuªoby rozpinania, wbrew minimalno±ci.1� ) 4� v 2 V ma rozkªad, gdy» V = hv1; : : : ; vni; je±li v = �1v1+ : : :+�nvn orazv = ~�1v1+ : : :+ ~�nvn, to kªad¡c �i := ~�i � �i dostajemy �1v1+ : : :+ �nvn = 0, cowskutek l.niezale»no±ci ukªadu daje �i = 0, tzn. ~�1 � �1 = 0; : : : ; ~�n � �n = 0.4� ) 1� Istnienie rozkªadu ka»dego v sprawia, »e v1; : : : ; vn rozpinaj¡ V . Je±li�1v1+: : :+�nvn = 0, to lewa strona jest rozkªadem wektora 0; rozkªad ten musi by¢identyczny z rozkªadem 0v1+ : : :+0vn, sk¡d wynikaj¡ równo±ci �1 = 0; : : : ; �n = 0.221. Wniosek. Równowa»no±¢ 1� () 4� powoduje, »e baza v1; : : : ; vnzadaje w przestrzeni V ukªad wspóªrz¦dnych, tzn. bijekcj¦ V �! K n.Chodzi tu oczywi±cie o odwzorowanieV 3 v = �1v1 + : : :+ �nvn 7�! (�1; : : : ; �n) 2 K n.Zauwa»my, »e osie tego ukªadu wspóªrz¦dnych, tzn. podzbiory V ,okre±lone warunkiem znikania wszystkich wspóªrz¦dnych, oprócz jednejustalonej, s¡ (jednowymiarowymi) podprzestrzeniami hv1i ; : : : ; hvni.222. Je±li v = �1v1+: : :+�nvn, to liczby �1; : : : ; �n nazywa si¦ wspóªrz¦dnymiwektora v w bazie v1; : : : ; vn, natomiast wektory �1v1; : : : ; �nvn 2 V| skªadowymi wektora v w tej bazie (v jest sum¡ swoich skªadowych).223. Przykªad 1. Wektory \zero-jedynkowe"w przestrzeni K n, tzn. wektorye1 := (1; 0; : : : ; 0); e2 := (0; 1; 0; : : : ; 0); : : : ; en := (0; : : : ; 0; 1),lub w innej, wygodniejszej czasem formie `kolumnowej' (`wertykalnej')e1 := 266666664 100...0 377777775 ; e2 := 266666664 010...0377777775 ; e3 := 266666664 001...0 377777775 ; en := 266666664 00...01 377777775,maj¡ oczywist¡ wªasno±¢8 �1; : : : �n 2 K : �1e1 + : : :+ �nen = (�1; : : : �n);korzystaj¡c z niej mo»na bez trudu sprawdzi¢ bezpo±rednio ka»dyz powy»szych warunków 1�; : : : ; 4�. Wobec tego ukªad e1; : : : ;en jestbaz¡ przestrzeni K n; b¦dziemy jej cz¦sto u»ywa¢ | zwykle stosuj¡cnotacj¦ `kolumnow¡' | nazywaj¡c baz¡ standardow¡ przestrzeni K n.224. Przykªad 2. Jednomiany �0; : : : ; �n, gdzie �k(t) := tk, tworz¡ baz¦(`standardow¡') przestrzeni K n[ � ] wielomianów stopnia ¬ n jednejzmiennej. Czasami wygodniej jest posªu»y¢ si¦ inn¡ baz¡ przestrzeniK n[ � ], np. utworzon¡ z `przesuni¦tych' jednomianów �k(t�a) = (t�a)k.Przykªadem bazy przestrzeni K 4[x; y] (wielomianów stopnia ¬ 4 dwóchzmiennych x; y, o wspóªczynnikach z K ) jest ukªad 15 jednomianów1; x; y; x2; xy; y2; x3; x2y; xy2; x3; x4; x3y; x2y2; xy3; y4.225. De�nicja. Wymiarem przestrzeni wektorowej V nazywamy najmniej-sz¡ mo»liw¡ moc zbioru rozpinaj¡cego V . Je±li przestrze« jest sko«cze-68



nie wymiarowa, tzn. ma sko«czony podzbiór generuj¡cy, wtedy wymiarV jest liczb¡ caªkowit¡  0, oznaczan¡ symbolem dimV .226. Z tego, co ju» wiemy jest jasne, »e sko«czenie wymiarowa przestrze« Vma baz¦ o dimV elementach (minimalnej mocy zbiór generuj¡cy!) oraz»e ka»da baza V ma  dimV elementów. Naszym najbli»szym celemb¦dzie m.in. pokazanie, »e ka»da baza V ma dimV elementów.227. �wiczenie (obligatoryjne). Znale¹¢ bª¡d w poni»szym `dowodzie'faktu (sk¡din¡d prawdziwego!), »e ka»da baza V ma dimV elementów:\Baza jest minimalnymukªadem rozpinaj¡cym V , a wi¦c maminimaln¡mo»liw¡ moc, jak¡ mo»e mie¢ zbiór rozpinaj¡cy V , czyli | z de�nicjiwymiaru | ma moc równ¡ dimV , Quod Erat Demonstrandum".228. Fakt. Przestrze« sko«czenie wymiarowa ma baz¦; co wi¦cej, ka»dyukªad liniowo niezale»ny w przestrzeni V da si¦ powi¦kszy¢ do bazy V .Niech u1; : : : ; ur b¦dzie ukªadem l. niezale»nym. Skoro dimV < 1, istnieje ukªadv1; : : : ; vs, rozpinaj¡cy V . Ukªad u1; : : : ; ur; v1; : : : ; vs rozpina V , wi¦c zgodnie z 216mo»na z niego uzyska¢ podukªad l.niezale»ny i rozpinaj¡cy V (czyli baz¦), usuwa-j¡c wektory b¦d¡ce kombinacjami liniowymi swych poprzedników. Stoj¡ce z lewejwektory ui s¡ l.niezale»ne, wi¦c ta `lustracja' nie wyeliminuje »adnego z nich.229. Lemat Steinitza. Je±li przestrze« V zawiera ukªad r wektorów liniowoniezale»nych oraz ukªad s wektorów rozpinaj¡cych V , to r ¬ s.Zastosujemy ®pomysª Steinitza o zast¦powaniu¯. Niech u1; : : : ; ur b¦dzie ukªademliniowo niezale»nym, a v1; : : : ; vs | ukªadem rozpinaj¡cym V , tzn.V = hv1; : : : ; vsi. (0)Skoro u1 2 hv1; : : : ; vsi, to ukªad u1; v1; : : : ; vs jest l. zale»ny; st¡d i z 215. który± vijest komb. liniow¡ swoich poprzedników (u1 jest 6= 0, wi¦c nie jest komb. liniow¡pustego zbioru swoich poprzedników). Zatem dzi¦ki p.3�2099i 2 1; s : V = hu1; v1; : : : ; vs (bez vi)i. (1)Skoro u2 2 hu1; v1; : : : ; vs(bez vi)i, to ukªad u2; u1; v1; : : : ; vs(bez vi) jest l.zale»ny;st¡d i z 215. który± vj jest komb. liniow¡ swoich poprzedników (u1 ani u2 nie mo»eby¢ komb. liniow¡ swoich poprzedników, gdy» u2; u1 s¡ l.niezale»ne). Zatem9i 6= j 2 1; s : V = hu2; u1; v1; : : : ; vs (bez vi; vj)i. (2)Przypu±¢my teraz, »e s < r; wtedy stosuj¡c s-krotnie tak¡ `procedur¦ zast¦powania'otrzymamy w ko«cu V = hus; : : : ; u2; u1i, (s)a w takim razie us+1 2 hus; : : : ; u1i, co przeczy l.niezale»no±ci. Zatem r ¬ s, Q.E.D.230. Wniosek 1. Ka»de dwie bazy V maj¡ jednakow¡ liczb¦ elementów.231. Wniosek 2. Podprzestrze« przestrzeni sko«czenie wymiarowej V jestprzestrzeni¡ sko«czenie wymiarow¡ wymiaru ¬ dimV .Niech U � V oraz dimV <1. Z 229. wynika, »e ka»dy ukªad l.niez. wektorów z V(tym bardziej z U ) ma nie wi¦cej ni» dimV wektorów. Dotyczy to w szczególno±ci69



maksymalnego ukªadu l.niezale»nego w U . Taki ukªad u1; : : : ; ur | jak wiemy z220. | jest baz¡ U ; wobec tego dimU = r ¬ dimV .Uwaga. Implikacj¦ U ¬ V ) dimU ¬ dimV nazywa si¦ zwykle monotoniczno±ci¡wymiaru; jej dowód przy dodatkowym zaªo»eniu dimU <1 jest oczywisty: baza Ujest ukªadem l.niezale»nym w V , wi¦c ma nie wi¦cej ni» dimV elementów, Q.E.D.232. Wniosek 3. Je±li V0 � V jest podprzestrzeni¡ oraz dimV0 = dimV ,to V0 = V ; mo»na to stre±ci¢ hasªem `funkcja' dim jest ±ci±le rosn¡ca.Niech v1; : : : ; vr |baza V0; gdyby 9v 2 V : v 62 hv1; : : : ; vri, wtedy ukªad v1; : : : ; vr; vbyªby l.niezal., wi¦c dimV  r+1 = dimV0+1, sprzeczno±¢; zatem hv1; : : : ; vri = V .233. Wniosek 4. Niech dimV = n oraz Z � V , wtedy:(a) Z jest l. niezale»ny ) jZj ¬ n; (a') jZj > n ) Z l. zale»ny;(b) hZi = V ) jZj  n; (b') jZj < n ) hZi 6�� V ;(c) w przypadku, gdy jZj = n, zachodz¡ nast¦puj¡ce równowa»no±ci:Z jest l. niezale»ny () Z jest baz¡ V () hZi = V .(a) i (b) wynikaj¡ wprost z 229. (c) Zaªó»my, »e jZj = dimV . Gdy Z jest l.niezale»ny,wtedy Z zawiera si¦ w jakiej± bazie (zob. 228) i ma tyle samo elementów, co ta baza(gdy» jZj = dimV ), wi¦c jest caª¡ baz¡. Gdy hZi = V , wtedy Z zawiera jak¡± baz¦(zob 216) i ma tyle» elementów, co ta baza, wi¦c ta baza jest caªym zbiorem Z.234. Wniosek 5. W sko«czenie wymiarowej przestrzeni V ukªad v1; : : : ; vn jest baz¡wtedy i tylko wtedy, gdy speªnione s¡ cho¢ dwa spo±ród nast¦puj¡cych warunków:(a) hv1; : : : ; vni = V ; (b) ukªad v1; : : : ; vn jest lin. niezale»ny; (c) n = dimV .4.6 O sumie i przeci¦ciu235. Fakt. Je±li V1; V2 � V s¡ dwiema podprzestrzeniami sko«czonegowymiaru, todimV1 + dimV2 = dim(V1 \ V2) + dim(V1 + V2): (�)Uwaga. Poka»emy nawet wi¦cej, »e V1; V2 maj¡ takie bazy (zbiory)B1; B2 , »e B1 \B2 jest baz¡ V1 \V2, a B1 [B2 | baz¡ V1+V2; jest towyja±nieniem zwi¡zku wzoru (�) ze znanym z teorii mnogo±ci wzoremjB1j+ jB2j = jB1 \B2j+ jB1 [B2j: (?)wzór (�) bywa (»artobliwie) nazywany kwantow¡ wersj¡ wzoru (?).V1 \ V2 ma | jako podprzestrze« V1 | sko«czony wymiar; niech e1; : : : ; ek b¦dziebaz¡ V1 \V2. Z 228. wiemy, »e da si¦ j¡ powi¦kszy¢ do bazy V1, a tak»e do bazy V2;zatem istniej¡ wektory ai; bj 2 V takie, »ee1; : : : ; ek; a1; : : : ; ar | baza V1, e1; : : : ; ek; b1; : : : ; bs | baza V2.Ukªad k+ r+ s wektorów e1; : : : ; ek; a1; : : : ; ar; b1; : : : ; bs rozpina V1+V2; je±li wi¦cwyka»emy, »e jest on l.niezale»ny, to da nam to wzór dim(V1 + V2) = k + r + s, cowraz z równo±ciami dim(V1 \ V2) = k, dimV1 = k + r, dimV2 = k + s zako«czydowód wzoru (�). 70



Zauwa»my najpierw, »e warunki a 2 ha1; : : : ; ari oraz a 2 V1 \ V2 implikuj¡ a = 0;istotnie, wtedy 9�i 2 K : a = �1a1+ : : :+�rar oraz 9i 2 K : a = 1e1+ : : :+kek,wi¦c 0 = a�a = �1a1+: : :+�rar+(�1)e1+: : :+(�k)ek, co dzi¦ki l. niezale»no±cia1; : : : ; ar; e1; : : : ; ek implikuje znikanie wszystkich wspóªczynników, tzn. a = 0.Dla dowodu l. niez. e1; : : : ; ek; a1; : : : ; ar; b1; : : : ; bs wystarczy oczywi±cie pokaza¢, »eje±li a+b+e = 0, gdzie a 2 haii ; b 2 hbii oraz e 2 heii, to a = b = e = 0. Otó» a 2 V1oraz a = �b � e 2 V2, a wi¦c a 2 V1 \ V2; to | dzi¦ki powy»szej uwadze | dajea = 0. St¡d tak»e b+ e = 0, co | wskutek l.niez. bi i ej | implikuje b = e = 0.236. Uwaga 1. Je±li zbiór B1 jest baz¡ V1, a B2 | baz¡ V2, to | wbrewopinii cz¦sto spotykanej na egzaminach i kolokwiach | zbiór B1 \ B2wcale nie musi by¢ baz¡ V1 \ V2, a zbiór B1 [ B2 | baz¡ V1 + V2.Kontrprzykªad: Niech e1; e2; e3 2 V | l. niezale»ne; wtedy B1 := fe1; e1 + e2gjest baz¡ V1 := he1; e2i, B2 := fe2 + e3; e3g | baz¡ V2 := he2; e3i, tymczasem za±B1 \ B2 = ;, mimo »e V1 \ V2 = he2i; podobnie B1 [ B2 ma 4 elementy, nie mo»ewi¦c by¢ baz¡ V1 + V2 = he1; e2; e3i.237. Uwaga 2. Analogie pomi¦dzy operacjami [; \ na zbiorach, a ich odpowiednikami`kwantowymi' +; \ na podprzestrzeniach, maj¡ swoje granice. Warto sobie m.in.u±wiadomi¢, »e odpowiednik to»samo±ci (B1[B2)\B3 = (B1 \B3)[ (B2\B3), tj.wzór (V1 +V2)\V3 = V1 \V3 + V2 \ V3, nie jest na ogóª prawdziwy: kontrprzykªadªatwo znale¹¢ (i narysowa¢!), bior¡c np. 1-wymiarowe podprzestrzenie pªaszczyzny.Jak dobrze wiemy, »e wzór (?) daje si¦ (przez indukcj¦) uogólni¢ na wi¦ksz¡ liczb¦zbiorów, np. jA[B[Cj = jAj+ jBj+ jCj�jA\Bj�jB\Cj�jC\Aj+ jA\B \Cj.Z powodu, który wªa±nie przedstawili±my, dla `kwantowego' odpowiednika tegowzoru indukcja `nie idzie'; w istocie, taki odpowiednik jest wzorem nieprawdziwym!4.7 Ogólne twierdzenie o istnieniu bazyOprócz poj¦cia `bazy uporz¡dkowanej' (czyli ukªadu wektorów) istniejetak»e poj¦cie `bazy nieuporz¡dkowanej', b¦d¡cej zbiorem wektorów:238. De�nicja. Podzbiór Z � V nazywa si¦ baz¡ (nieuporz¡dkowan¡)przestrzeni V , je±li jest liniowo niezale»ny i rozpina caª¡ przestrze« V .239. Przykªady. Niech V b¦dzie przestrzeni¡ tych ci¡gów x = (x1; x2; : : :) 2 KN, któremaj¡ jedynie sko«czon¡ liczb¦ niezerowych wyrazów: 9n0 : 8n  n0 : xn = 0. Baz¡V jest np. zbiór przeliczlny, zªo»ony z elementów e1; e2; : : :, gdzie er jest ci¡giem,którego r-ty wyraz jest jedynk¡, a wszystkie pozostaªe | zerami.Przestrze« K[ � ] wielomianów o wspóªczynnikach z K stanowi przykªad bli¹niaczopodobny: zbiór jednomianów jest oczywistym przykªadem bazy tej przestrzeni.Je±li X niepustym zbiorem, to funkcje �x : X ! K, gdzie �x(�) := �1; � = x;0; � 2 X n fxg(o no±nikach jednoelementowych), tworz¡ zbiór liniowo niezale»ny(31); oczywi±ciegeneruj¡ one podprzestrze« V � KX , zªo»on¡ z funkcji o no±nikach sko«czonych:31 Istotnie, je±li v = �1�x1 + : : : + �n�xn , gdzie �i 2 K, za± xi 2 X s¡ parami ró»ne,to v(xi) = �i; zatem v = 0 implikuje �1 = : : : = �n = 0.71



V = nv 2 KX : #(supp v) <1o, gdzie supp v := fx 2 X : v(x) 6= 0g.W takim razie zbiór f�x : x 2 Xg, którego elementy s¡ bijektywnie parametryzo-wane elementami zbioru X, jest baz¡ przestrzeni V . Z tego powodu przestrze« Vbywa czasem nazywana przestrzeni¡ wektorow¡ rozpi¦t¡ na zbiorze X i oznaczanasymbolem E(X) lub EX (literka `E' od fr. sªowa espace).240. �wiczenie. Podzbiór Z � V jest baz¡ V () ka»dy wektor v 2 Vda si¦ w jeden jedyny sposób przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowejjakiego± sko«czonego (zob. 214.) ukªadu wektorów z Z.241. Jak widzieli±my (zob. 228.), istnienie bazy jest faktem do±¢ bªachym dla przestrzenisko«czenie wymiarowej. Czy zaªo»enie dimV < 1 mo»na by tu opu±ci¢, tzn. czyka»da przestrze« niesko«czonego wymiaru te» ma baz¦? Okazuje si¦, »e tak, leczudowodnienie tego wymaga aksjomatu wyboru, a wi¦c dowód istnienia bazy jestniekonstruktywny, w przeciwie«stwie do przypadku dimV < 1. W istocie, nawetdla `najprostszych' przestrzeni niesko«czonego wymiaru (cho¢by dla KX , gdzie zbiórX jest niesko«czony) nie umiemy z reguªy(32) wskaza¢ »adnej konkretnej bazy.242. Zastosujemy sªynny lemat Kuratowskiego-Zorna; jest to dalece nietrywialny wniosekz aksjomatu wyboru, cz¦sto stosowany w `niekonstruktywnych dowodach istnienia'jako narz¦dzie por¦czniejsze od aksjomatu wyboru i niejako pot¦guj¡ce jego moc.Lemat Kuratowskiego-Zorna. Je±li A jest zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym(33),w którym ka»dy ªa«cuch(34) ma ograniczenie górne(35), toAma element maksymalny(36).243. Twierdzenie. Niech Z1 � Z2 b¦d¡ dwoma podzbiorami przestrzeni V ,przy czym zaªó»my, »e Z1 jest liniowo niezale»ny. Wtedy istnieje takiliniowo niezale»ny zbiór Z, »e Z1 � Z � Z2 oraz hZi = hZ2i.Wynika st¡d w szczególno±ci (gdy Z2 = V albo Z1 = ;), »e:Ka»dy liniowo niezale»ny podzbiór zawarty jest w jakiej± bazie V .Ka»dy podzbiór rozpinaj¡cy V zawiera jak¡± baz¦ V .* Szkic Dowodu. Utwórzmy zbiór A, którego elementami s¡ liniowo niezale»nezbiory Z, speªniaj¡ce warunek Z1 � Z � Z2 (np. Z1 2 A). Ka»dy `ªa«cuch' w A(tzn. podzbiór A, uporz¡dkowany `liniowo' relacj¡ �) ma ograniczenie górne (miano-wicie sum¦ mnogo±ciow¡ swoich elementów); z lematu Kuratowskiego-Zorna wynikaistnienie elementu maksymalnego w A, tzn. elementu Z 2 A, nie zawieraj¡cego si¦w »adnym wi¦kszym elemencie zbioru A. Dla zako«czenia dowodu pozostaªo spraw-dzenie, »e hZi = hZ2i, do tego za±, dzi¦ki p.2�209, wystarczy pokaza¢, »e Z2 � hZi.Gdyby tak nie byªo, istniaªby wektor u0 2 Z2, nie nale»¡cy do hZi; powi¦kszenieZ o element u0 nie zepsuªoby liniowej niezale»no±ci, wi¦c ~Z := Z [ fu0g byªbyelementem rodziny A wi¦kszym od Z, wbrew maksymalno±ci Z; sprzeczno±¢.244. Przykªad. Zbiór R mo»na traktowa¢ jako przestrze« wektorow¡ nad ciaªem Q,bior¡c zwykªe dodawanie w R i de�niuj¡c iloczyn `wektora' z R przez `skalar' z Qjako zwykªy iloczyn liczb rzeczywistych. Baza tej przestrzeni jest takim zbioremB � R, »e ka»da liczba x 2 Rma rozkªad x = q1b1 + : : :+ qnbn, przy czym n 2 N,32Wyj¡tkiem s¡ przestrzenie postaci E(X) := �v 2 KX : fx : v(x) 6= 0g jest sko«czony	.33Tzn. wyposa»onym w dwuczªonow¡ relacj¦ �, speªniaj¡c¡ warunki a � a (zwrotno±¢),�a � b & b � a�) a = b (antysymetria) oraz a � b � c ) a � c (przechodnio±¢).34Tzn. podzbiór L � A, `uporz¡dkowany liniowo': 8 l1; l2 2 L : l1 � l2 lub l2 � l1.35Tzn. element a 2 A, taki »e 8 l 2 L : l � a.36Tzn. a� 2 A taki, »e jedynym elementem a 2 A, dla którego a� � a, jest a = a�.72



qi 2 Q� oraz bi 2 B s¡ liczbami okre±lonymi jednoznacznie `wektorem' x.Zauwa»my teraz, »e ka»da funkcja f0 : B ! R daje si¦ `przedªu»y¢' do funkcjif : R! R, okre±lonej wzorem f(q1b1 + : : : + qnbn) := q1f0(b1) + : : : + qnf0(bn),przy czym taka funkcja f ma wªasno±ci8x; y 2 R : f(x + y) = f(x) + f(y), 8q 2 Q; x 2 R : f(qx) = qf(x).W szczególno±ci wynika st¡d na przykªad, »e istniej¡ funkcje f : R! R, które� speªniaj¡ warunek f(x + y) = f(x) + f(y), lecz nie maj¡ postaci f(x) = ax;� speªniaj¡ warunek f�x+y2 � ¬ f(x)+f(y)2 , lecz nie s¡ wypukªe.4.8 Suma prosta podprzestrzeniNiech V b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ nad ciaªem K , a V1; : : : ; Vr |podprzestrzeniami V .245. �wiczenie. Sprawdzi¢, »e� V1 + V2 = VV1 \ V2 = f0g� () � ka»dy wektor v 2 V ma jednoznacznyrozkªad v = v1 + v2; v1 2 V1; v2 2 V2 �.246. Fakt. Nast¦puj¡ce warunki (1)...(4) | albo (1)...(6), przy dodatkowymzaªo»eniu, »e dimVi <1 | s¡ wzajemnie równowa»ne:(1) 8v1 2 V1 : : : : : 8vr 2 Vr : v1 + : : :+ vr = 0 ) (v1 = 0; : : : ; vr = 0);(2) Ka»dy v 2 V1 + : : :+ Vr ma jednoznaczny `rozkªad na skªadowe',tzn. rozkªad postaci v = v1 + : : :+ vr; vi 2 Vi;(3) 8i 2 1; r : Vi \ V 0i = f0g, gdzie V 0i := V1 + : : :+ Vr (suma bez Vi);(4) 8i 2 1; r : Vi \ V 00i = f0g, gdzie V 001 := f0g, V 00i := V1 + : : :+ Vi�1.(5) Konkatenacja baz przestrzeni V1; : : : ; Vr jest baz¡ V1 + : : : + Vr;(6) dim(V1 + : : :+ Vr) = dimV1 + : : :+ dimVr.Uwaga. Konkatenacja (od ªac. con- | `wspóª-' oraz catena | `ªa«cuch') jest tooperacja, polegaj¡ca na poª¡czeniu kilku ci¡gów (`ªa«cuchów') w jeden ci¡g.Oczywiste s¡ implikacje (1)) (2)) (3)) (4), (1)) (5)) (6) oraz (5)) (1).(4)) (1) Niech v1 + : : : + vr = 0 oraz vi | ostatni niezerowy skªadnik; wtedyi > 1 oraz vi = �v1� : : :� vi�1 2 Vi \V 00i = f0g| sprzeczno±¢; zatem 8i : vi = 0.(6)) (5) Konkatenacja baz Vi jest ukªadem rozpinaj¡cym V � := V1 + : : :+ Vri ma dimV � elementów, wi¦c jest baz¡ V �.247. De�nicja. Mówimy, »e podprzestrzenie V1; : : : ; Vr � V tworz¡ ukªadliniowo niezale»ny (lub »e s¡ transwersalne lub »e tworz¡ sum¦ prost¡),je±li speªniaj¡ powy»sze równowa»ne warunki.248. Uwaga. Zauwa»my, »e | odmiennie ni» dla l.niez. wektorów | w±ródpodprzestrzeni l.niezal. mog¡ by¢ podprzestrzenie zerowe, równe f0g.249. �wiczenie. Je±li ka»da z podprzestrzeni V1; : : : ; Vr jest 6= f0g, to (1), (1�), gdzie(1�) Ka»dy ukªad v1; : : : ; vr taki, »e 8i : vi 2 Vi oraz vi 6= 0, jest liniowo niezale»ny.250. Uwaga. Jasne, »e dla r = 2 warunki (1)...(6) s¡ równowa»ne warunkowiV1 \ V2 = f0g.73



Natomiast dla r > 2 warunek \(7) 8i < j : Vi \ Vj = f0g" jest sªabszyod (1)...(6), o czym ±wiadczy przykªad V := K 2, Vi := he1 + ie2i.251. De�nicja. V jest sum¡ prost¡ swoich podprzestrzeni V1; : : : ; Vr, je±lika»dy wektor v 2 V ma, i to jednoznaczny, rozkªad na skªadowe z Vi:8v 2 V : 9! v1 2 V1 : : : : : 9! vr 2 Vr : v = v1 + : : :+ vr (37).Oczywi±cie (patrz warunek (2)) jest to równowa»ne temu, »e� V jest sum¡ algebraiczn¡ Vi ; i 2 1; n, tzn. V = V1+ : : :+Vr, oraz� V1; : : : ; Vr s¡ liniowo niezale»ne.252. Oznaczenie: V = V1 _+ : : : _+Vr albo, równowa»nie, V = rP�i=1 Vioznacza¢ b¦dzie, »e V jest sum¡ prost¡ podprzestrzeni V1; : : : ; Vr � V .253. Zwró¢my uwag¦, »e nie nadajemy »adnego sensu samej `prawej stronie',tzn. wyra»eniu V1 _+ : : : _+ Vr, b¡d¹ P� Vi. Trzeba równie» podkre±li¢, »e`suma prosta' nie jest jak¡± operacj¡ (jak dodawanie czy mno»enie):przestrze« V nie jest `rezultatem operacji', lecz czym±, co mamy odpocz¡tku. Jest natomiast `suma prosta' pewn¡ relacj¡ | konstatacj¡pewnych wªasno±ci ukªadu (pod)przestrzeni V; V1; : : : ; Vr.Zde�niowan¡ w powy»szy sposób `sum¦ prost¡' niekiedy opatruje si¦przymiotnikiem ®wewn¦trzna¯; jest on zwi¡zany z tym, »e ®wszystkoodbywa si¦ tu wewn¡trz jednej przestrzeni wektorowej V ¯.254. Fakt. Niech V1; V2 b¦d¡ podprzestrzeniami V oraz dimV <1; wtedyV = V1 _+ V2 () speªnione s¡ (cho¢) dwa z nast¦puj¡cych warunków:(a) V1 + V2 = V ; (b) V1 \ V2 = f0g; (c) dimV1 + dimV2 = dimV .Jasne, »e V = V1 _+ V2 )(a)(b)(c), wi¦c zajmiemy si¦ dowodem implikacji `('.Skoro (a)(c) ) dimV1+dimV2 = dim(V1+V2) ) (6), to (a)(c) ) V = V1 _+ V2.Poniewa» z (b) wynika (4), to (a)(b)) V = V1 _+V2, z kolei dzi¦ki 235 oraz 232mamy(b)(c)) dim(V1 + V2) = dimV1 + dimV2 � dim(V1 \ V2) = dimV ) V1 + V2 = V ,wi¦c mamy tak»e implikacj¦ (b)(c) ) V = V1 _+V2.255. �wiczenie. Niech V1; : : : ; Vr b¦d¡ podprzestrzeniami V , przy czym dimV < 1;wtedy V = V1 _+ : : : _+ Vr () speªnione s¡ (cho¢) dwa z nast¦puj¡cych warunków:(a) V1 + : : :+ Vr = V ; (b0) 8i : Vi \ V 0i = f0g; (c) dimV1 + : : :+ dimVr = dimV ,gdzie V 0i := Pj: i 6=j Vj .Warunek (b0) mo»na te» zast¡pi¢ warunkiem (b00), zamieniaj¡c V 0i na V 00i := Pj: j<iVj.256. Przykªad. Je±li e1; : : : ; en jest baz¡ V , to V = he1i _+ he2i _+ : : : _+ heni;mamy wtedy tak»e np. dla 1 < i < j < n rozkªadV = he1; : : : ; eii _+ hei+1; : : : ; eji _+ hej+1; : : : ; eni.37Przypominamy, »e u»yty tutaj symbol `9!' oznacza `istnieje dokªadnie jeden'.74



257. Przykªad. Ustalmy n 2 N oraz niezerowy wielomian b 2 V := K n[ � ];niech m := deg b. Okre±lmy podprzestrzenie V0; V1 � V nast¦puj¡co:V0 := bKn�m[ � ] = (elementy V podzielne przez b), V1 := Km�1[ � ].Sprawdzimy, »e V = V0 _+V1; uzyskamy w ten sposób nowy, krótszydowód twierdzenia o dzieleniu wielomianów: ka»dy a 2 V (a wi¦c ka»dya 2 K [ � ], bo n mo»e tu by¢ dowolnie du»e) ma jednoznaczy rozkªada = bq + r, gdzie q i r s¡ wielomianami oraz deg r < deg b.Warunek (b) jest oczywisty; dla sprawdzenia (c) zauwa»my, »e je±li ei 2 K [ � ] s¡jednomianami, ei(t) := ti, to (e0; : : : ; en) jest baz¡ V , (e0; : : : ; em�1) | baz¡ V1, za±(be0; : : : ; ben�m) | baz¡ V0, wi¦c dimV0+dimV1 = (n�m+1)+m = n+1 = dimV .258. De�nicja (`zewn¦trzna' suma prosta). Niech V1; : : : ; Vr b¦d¡ przestrze-niami wektorowymi nad ciaªem K ; teraz ju» nie musz¡ by¢ one pod-przestrzeniami jakiej± jednej przestrzeni V . W iloczynie kartezja«skimV1 � : : : � Vr = f(v1; : : : ; vr) : 8i 2 1; r : vi 2 Vig zbiorów Vi okre±lmydodawanie elementów i ich mno»enie przez liczby wzorami:(v1; : : : ; vr) + (w1; : : : ; wr) := (v1 + w1; : : : ; vr + wr);�(v1; : : : ; vr) := (�v1; : : : ; �vr);dostajemy w ten sposób przestrze« wektorow¡, nazywan¡ sum¡ prost¡(zewn¦trzn¡) przestrzeni wektorowych V1; : : : ; Vr.Zamiast V1� : : :�Vr u»ywa si¦ cz¦sto oznaczenia V1� : : :�Vr, za± ele-ment (v1; : : : ; vr) oznacza si¦ wtedy symbolem v1� : : :�vr; wobec tegomamy np. (v1� : : :�vr)+(w1� : : :�wr) = (v1+w1)� : : :� (v1+w1).Warto zwróci¢ uwag¦ na to, »e np. v1 � v2 to zazwyczaj co innego, ni» v2 � v1:w przypadku, gdy V1 6= V2, s¡ to zreszt¡ elementy dwóch ró»nych przestrzeni!Czy `wewn¦trzna' i `zewn¦trzna' suma prosta maj¡ za sob¡ co±wspólnego? Odpowied¹ jest krótka i prosta, a jej uzasadnienie staniesi¦ ªatwym ¢wiczeniem do nast¦pnego rozdziaªu:259. Fakt. Niech V1; : : : ; Vr b¦d¡ podprzestrzeniami przestrzeni V . WtedyV = V1 _+ : : : _+Vr , 0B@ odwzorowanie liniowe F : V1 � : : :� Vr ! V;dane wzorem F (v1� : : :� vr) := v1 + : : :+ vr ;jest izomor�zmem przestrzeni wektorowych. 1CA260. Uwaga. Bliskie pokrewie«stwo obu sum prostych (i poj¦¢, i nazw) jest powodemtego, »e najcz¦±ciej zamiast ` _+' u»ywa si¦ symbolu `�'. Z kontekstu zwykle ªatwowynika, o któr¡ sum¦ prost¡ (`wewn¦trzn¡' czy wewn¦trzn¡') chodzi, za± kropkanad `+' ªatwo mo»e by¢ przeoczona lub (przy gorszej jako±ci druku) niewidoczna.
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5 Odwzorowania liniowe5.1 Odwzorowania liniowe; przykªadyNiech V i W b¦d¡ przestrzeniami wektorowymi nad ciaªem K .261. De�nicja. Mówimy, »e odwzorowanie F : V ! W jest liniowe, je»eli� 8v1; v2 2 V : F (v1 + v2) = F (v1) + F (v2) (addytywno±¢);� 8� 2 K : 8v 2 V : F (�v) = �F (v) (jednorodno±¢).262. Fakt (oczywiste wªasno±ci odwzorowania liniowego F : V !W ):(1) F (0) = 0;(2) F (�1v1 + : : :+ �rvr) = �1F (v1) + : : :+ �rF (vr),czyli F -obrazem kombinacji liniowej jest kombinacja liniowaF -obrazów z tymi samymi wspóªczynnikami;(3) F (hv1; : : : ; vri) := (F -obraz zbioru hv1; : : :i) = hF (v1); : : : ; F (vr)i;(4) F -obrazem i F -przeciwobrazempodprzestrzeni s¡ podprzestrzenie:V0 jest podprzestrzeni¡ V )  F (V0) := fF (v) : v 2 V0gjest podprzestrzeni¡ W !;W0 jest podprzestrzeni¡W )  F�1(W0) := fv 2 V : F (v) 2 W0gjest podprzestrzeni¡ V !.263. De�nicja (j¡dro, obraz i rz¡d odwzorowania liniowego F : V ! W ):kerF := F�1f0g = fv 2 V : F (v) = 0g � V (j¡dro F );imF := F (V ) = fF (v) : v 2 V g � W (obraz F );rkF := dim(imF ) 2Z+ (rz¡d F ).Z powy»szej wªasno±ci (4) wynika, »e kerF jest podprzestrzeni¡ V ,natomiast imF | podprzestrzeni¡ przestrzeni W .264. Fakt. F (v1) = F (v2) () v2 � v1 2 kerF , a zatem(F jest injektywne) () kerF = f0g).265. �wiczenie. Udowodni¢ fakt 259, badaj¡c, kiedy kerF = f0g, oraz kiedy imF = V .266. Fakt (posta¢ kanoniczna odwzorowania liniowego). Je±li przestrzenieV i W s¡ sko«czenie wymiarowe, a F : V ! W jest odwzorowaniemliniowym, to istniej¡ bazy: e1; : : : ; en dla V i f1 : : : ; fm dla W , orazliczba r 2 0;min(m;n), takie »eF (ei) = ( fi ; dla 1 ¬ i ¬ r;0; dla r < i ¬ n: (y)267. �wiczenie. Sprawdzi¢, »e je±li zachodzi (y), to ukªad er+1; : : : ; en jest baz¡ kerF ,ukªad f1; : : : ; fr | baz¡ imF , za± r = rkF .268. Wniosek. dimkerF + dimimF = dimV (`bilans wymiarów')gdy» dimkerF = n� r, dimimF = r.76



Konstrukcja baz, w których F ma posta¢ kanoniczn¡. Niech f1; : : : ; fr | dowolnabaza imF ; skoro fi 2 imF , to 9 e1; : : : ; er 2 V takie, »e F (e1) = f1; : : : ; F (er) = fr .Wyka»emy, »e je±li ~e1; : : : ; ~es jest baz¡ kerF , to ukªad e1; : : : ; er; ~e1; : : : ; ~es jestbaz¡ V , dowodz¡c istnienia i jednoznaczno±ci rozkªadu v = rPi=1�iei + sPj=1�j~ej (1)dla ka»dego v 2 V , zob.220. Poniewa» F (ei) = fi, F (~ej) = 0 i F jest liniowe, wi¦ckonsekwencj¡ (1) byªoby F (v) = sPi=1�ifi (2); otó» fi s¡ baz¡ imF , a F (v) 2 imF ,wi¦c �i 2 K, speªniaj¡ce (2), istniej¡ i s¡ okre±lone jednoznacznie. Zarazem z (2)wynika, »e ~v := v� rPi=1 �iei 2 kerF , za± ~ej s¡ baz¡ kerF , wi¦c istniej¡ jednoznacznieokre±lone �j 2 K takie, »e ~v = sPj=1�j~ej , tzn. »e zachodzi równo±¢ (1).Maj¡c dla V baz¦ e1; : : : ; er; er+1 := ~e1; : : : ; er+s := ~es zako«czymy konstrukcj¦,dopeªniaj¡c ukªad f1; : : : ; fr do bazy f1; : : : ; fr; fr+1; : : : ; fm caªej przestrzeni W .269. �wiczenie. Uzasadni¢ alternatywn¡ konstrukcj¦: wybieramy najpierwbaz¦ ~e1; : : : ; ~es podprzestrzeni kerF ; nast¦pnie dopeªniamy j¡ do bazye1; : : : ; er; ~e1 =: er+1; : : : ; ~es =: en caªej V , znajduj¡c stosowne e1; : : : ; er;wtedy ukªad f1; : : : ; fr, gdzie fi := F (ei), jest baz¡ imF (udowodni¢!),wi¦c mo»na go dopeªni¢ do bazy f1; : : : ; fr; : : : ; fm caªej przestrzeniW .270. Przykªady odwzorowa« liniowych.Niech dla uproszczenia K = R, cho¢ wszystkie poni»sze przykªady mo»na uogólni¢na przypadek dowolnego ciaªa K.F : K [ � ]! K , F (v) := v(t0), gdzie t0 2 K jest ustalon¡ liczb¡;Uwaga. Liniowo±¢ F oznacza, »e v(t0) zale»y liniowo od v (a niekoniecznie od t0).G : K [ � ]! K , F (v) := v(t1)� 3v0(t2) + 4v00(t3);D : K [ � ]! K [ � ], D(v) := v0, tzn. (D(v))(t) := v0(t);I : K [ � ]! K [ � ], I(v)(t) := R t0 v(s)ds;Warto tu zauwa»y¢, »e D � I = idV , lecz I �D 6= idV , gdy» D � I(v) = v � v(0);J : K [ � ]! K , J(v) := R ba g(s)v(s)dt; (g | ustalona funkcja ci¡gªa);�+ : K [ � ]! K [ � ], (�+(v))(t) := v(t+ 1)� v(t);�� : K [ � ]! K [ � ], (��(v))(t) := v(t)� v(t� 1);J : K [ � ]! K [ � ], (J (v))(t) := R ta g(s)v(s)ds;Mw : K [ � ]! K [ � ], Mw(v) := vw (w 2 K [ � ] | ustalony wielomian);Analogiczna operacja Aw(v) := v +w (dodawania ustalonego w) nie jest liniowa!L : KN ! KN, L(x1; x2; x3; : : :) := (x2; x3; : : :) (`lewy przesuw');R : KN ! KN, R(x1; x2; x3; : : :) := (0; x1; x2; : : :) (`prawy przesuw');Znów L �R = idV , lecz R � L 6= idV , gdy» R � L(x1; x2; x3; : : :) = (0; x2; x3; : : :).271. �wiczenie. Je±li e1; : : : ; en jest dowolnym ukªadem wektorów z V , toL : K n ! V , dane wzorem L(x) = L(2664 x1...xn 3775) := e1x1 + : : : + enxn,77



jest liniowe; imL = he1; : : : ; eni, kerL = fx 2 Kn : nPj=1 ejxj = 0g,a zatem (L jest injektywne) () ( e1; : : : ; en s¡ liniowo niezale»ne).272. Oznaczenie. L(V ;W ) := fF : F 2 W V ; F | linioweg � W V .Proponujemy jako ¢wiczenie (nie wymagaj¡ce ani mozoªu, ani inwencji)samodzielne wykazanie dwóch poni»szych faktów:273. Fakt. Okre±lmy w naturalny sposób sum¦ odwzorowa« F1; F2 2 W V :(F1 + F2)(v) := F1(v) + F2(v),oraz iloczyn odwzorowania F 2 W V przez liczb¦: (�F )(v) := �F (v).Wtedy(a) zbiór W V jest przestrzeni¡ wektorow¡ nad ciaªem K;(b) zbiór L(V ;W ) jest podprzestrzeni¡ wektorow¡ przestrzeni W V .Zauwa»my, »e fakt (b) mo»na wypowiedzie¢ inaczej:Kombinacja liniowa (w szczególno±ci suma) odwzorowa« liniowych jestodwzorowaniem liniowym.274. Fakt. Zªo»enie odwzorowa« liniowych jest odwzorowaniem liniowym:Je±li G 2 L(U ;V ), F 2 L(V ;W ), to F �G 2 L(U ;W ).Ponadto operacja skªadania � : L(V ;W ) � L(U ;V ) ! L(U ;W ) jest`dwuliniowa', tzn. F �G zale»y liniowo od F (przy ustalonym G) orazod G (przy ustalonym F ).275. Uwaga. Bardzo cz¦sto maj¡c do czynienia z odwzorowaniami liniowymi(38) dlauproszczenie notacji pomija si¦:(a) symbol skªadania `�', pisz¡c np. FG i AFA�1 zamiast F �G i A �F �A�1;(b) nawiasy zamykaj¡ce argument; mo»na wi¦c pisa¢ Fv zamiast F (v).276. Fakt. (1) Je±li F1; F2 2 L(V ;W ), to rk(F1 + F2) ¬ rkF1 + rkF2 .(2) Je±li F 2 L(V;W ), to rkF ¬ minfdimV; dimWg .(3) Je±li F 2 L(V;W ) oraz G 2 L(U; V ), tork(F �G) ¬ minfrkF; rkGg .(1) Je±li F = F1 + F2, to 8v : F (v) = F1(v) + F2(v) 2 imF1 + imF2, wi¦cimF � imF1 + imF2 . St¡d rk(F1 + F2) = dimimF ¬ dim(imF1 + imF2) == dimimF1 + dimimF2 � dim(imF1 \ imF2) ¬ rkF1 + rkF2.(2) imF � W daje rkF ¬ dimW , a zarazem rkF = dimV � dimkerF ¬ dimV .(3) Stosuj¡c (2) do ~F := F imG 2 L(imG;W ) dostajemy rk ~F ¬ dimimG = rkG,za± im ~F = F (imG) = F �G(U )� = im(F � G), a wi¦c rk ~F = rk(F � G). ZarazemG(U ) � V daje im(F �G) = F �G(U )� � F (V ) = imF , a wi¦c rk(F �G) ¬ rkF .38Sªowa `odwzorowanie' i `operator' w zestawieniu z przymiotnikami `liniowe{liniowy's¡ zwykle u»ywane wymiennie i traktowane jako synonimy.78



277. Fakt. Je±li F 2 L(V ;W ) jest bijekcj¡, tzn. ma odwrotno±¢, toodwzorowanie F�1 :W ! V te» jest liniowe, tzn. F�1 2 L(W ;V ).Addytywno±¢: Gdy dla zadanych w1; w2 2 W we¹miemy vi := F�1(wi), wtedyw1 + w2 = F (v1) + F (v2) = F (v1 + v2), wi¦cF�1(w1 + w2) = F�1�F (v1 + v2)� = v1 + v2 = F�1(w1) + F�1(w2).Jednorodno±¢. Je±li dla w 2 W wzi¡¢ v := F�1(w), to �w = �F (v) = F (�v), wi¦cF�1(�w) = F�1�F (�v)� = �v = �F�1(w).278. Terminologia. Odwzorowanie, b¦d¡ce liniow¡ bijekcj¡, nazywa si¦izomor�zmem przestrzeni wektorowych. Zapis F : V �=�! W oznacza,»e F jest izomor�zmem. Dwie przestrzenie V i W , dla których istniejeizomor�zm F : V ! W , nazywamy izomor�cznymi, pisz¡c V �= W .279. �wiczenie. Je±li F 2 L(V ;W ), to F : V �=�!W ()  kerF = f0gimF = W !.280. Fakt. Niech F 2 L(V ;W ), przy czym V;W s¡ sko«czonego wymiaru.Wtedy F jest izomor�zmem () speªnione s¡ (cho¢) dwa z warunków(1) kerF = f0g; (2) imF = W ; (3) dimV = dimW .Wiemy ju», »e (1)&(2) ) �F jest izomor�zmem�, i »e dla izomor�zmu warunki(1)..(3) s¡ speªnione; do zako«czenia dowodu wystarczy sprawdzi¢, »e (1)&(3)) (2)oraz (2)&(3)) (1), a to jest oczywist¡ konsekwencj¡ bilansu wymiarów (p.268).281. �wiczenie. Znale¹¢ przykªady na to, »e dla F 2 L(V ;V ), dimV = 1, ani injek-tywno±¢ (kerF = f0g), ani surjektywno±¢ (imF = V ) nie implikuj¡ bijektywno±ci.282. Uwaga. Jasne, »e odwrotno±¢ izomor�zmu, a tak»e zªo»enie izomor�-zmów, jest izomor�zmem. Wynika st¡d, »e izomor�czno±¢ przestrzeniwektorowych jest `relacj¡ równowa»no±ci', tzn. jest zwrotna (zawszeV �= V ), symetryczna (je±li V �= W , to W �= V ) oraz przechodnia(je»eli U �= V �= W , to tak»e U �= W ).Zwrotno±¢: idV : V �=�! V . Symetria: je±li F : V �=�!W , to F�1 : W �=�! V .Przechodnio±¢: je±li G : U �=�! V & F : V �=�!W , to F �G : U �=�!W .283. �wiczenie. Je±li e = (e1; : : : ; en) jest ukªadem wektorów z V , to odwzorowanie Le : Kn ! V;Le(x) := x1e1 + : : : xnen, jest izomor�zmem!,  ukªad ejest baz¡ V !.284. Fakt. 0B@ Dwie przestrzeniesko«czenie wymiarowes¡ izomor�czne 1CA ()  maj¡ jednakowewymiary !.( Gdy n = dimV = dimV , e| baza V , a f | baza W , to mamyLe : Kn �=�! Voraz Lf : Kn �=�! W , a zatem V �= W dzi¦ki symetrii i przechodnio±ci `relacji' �=.) Odwrotnie, je±li F : V �=�! W , to kerF = f0g, imF = W , wi¦c z `bilansuwymiarów' dimkerF + dimimF = dimV dostajemy równo±¢ dimW = dimV .79



285. Fakt. Niech F 2 L(V ;W ) oraz G 2 L(W ;V ), gdzie przestrzenie V;Ws¡ sko«czenie wymiarowe. Zaªó»my, »e F �G = idW , oraz »e speªnionyjest cho¢ jeden z nast¦puj¡cych warunków:(1) F jest bijekcj¡; (2) G jest bijekcj¡; (3) kerF = f0g;(4) imG = V ; (5) dimV = dimW .Wtedy operatory F iG s¡ wzajemnie odwrotnymi izomor�zmami (a wi¦cpozostaªe warunki te» s¡ speªnione).Z zaªo»enia FG = idW wynika, »e � imF = WkerG = f0g� (ªatwe spostrze»enie!), a tezasprowadza si¦ do równo±ci GF = idV .(1) Je±li F odwracalny, to GF = F�1(FG)F = F�1 idW F = F�1F = idV , QED.(2) Je±li G jest odwracalny, to GF = G(FG)G�1 = G idW G�1 = idV , QED.(3) Zaªo»enie kerF = 0 wraz z imF = W implikuje (1), a to ju» daje tez¦, QED.(4) Zaªo»enie imG = V wraz z kerG = f0g implikuje (2), sk¡d mamy tez¦, QED.(5) Bilans wymiarów daje dimkerF = dimV � dimimF = dimV � dimW = 0,a zatem speªniony jest warunek (3), z którego ju» wywiedli±my tez¦, QED.286. Uwaga. Zaªo»enie o sko«czono±ci wymiarów przestrzeni V i W jest w tym fakcieistotne, o czym ±wiadczy przykªad pary operatorów D i I (lub L i R) z punktu 270.5.2 Macierz wektora i macierz operatora liniowegoZbiór macierzy wymiarum�n o wyrazach z K b¦dziemy oznacza¢ symbolem Kmn;pocz¡wszy od tego miejsca symbole Kn i Kn b¦d¡ uproszczonymi formami dla Kn1i K1n, oznaczaj¡c, odpowiednio, przestrze« wektorów kolumnowych i wierszowych.Ustalmy, jak poprzednio, przestrzenie sko«czonego wymiaru V i W nad ciaªem K.287. De�nicja (macierz wektora w bazie). Je±li e = (e1; : : : ; en) jest baz¡ V ,to dla v 2 V symbolem [v]e oznaczamy wektor kolumnowy utworzonyze wspóªczynników rozkªadu wektora v w bazie e, tzn.[v]e = x () v = x1e1 + : : :+ xnen.Tak wi¦c odwzorowanie [ � ]e : V ! K n jest izomor�zmem, mianowicieodwrotno±ci¡ izomor�zmu Le : K n �=�! V , F (x) = x1e1 + : : : xnen.Wektor kolumnowy [v]e 2 Kn nazywamy macierz¡ wektora v w bazie e.288. Fakt. Je±li e1; : : : ; en jest baz¡ V , to dla dowolnego ukªadu w1; : : : ; wnwektorów przestrzeniW istnieje dokªadnie jedno odwzorowanie linioweF 2 L(V ;W ), takie »eF (e1) = w1; : : : ; F (en) = wn. (*)Mo»na to stre±ci¢ konstatacj¡ odwzorowanie liniowe jest jednoznacznieokre±lone przez swoje warto±ci na wektorach bazy. Inny wariant: je±lipodzbiór B � V jest baz¡ V , to ka»de odwzorowanie f : B !W da si¦,i to jednoznacznie, rozszerzy¢ do odwzorowania liniowego F : V ! W .Je±li F 2 L(V ;W ) speªnia warunki (*), to wskutek liniowo±ci mamy80



F (e1x1 + : : :+ enxn) = w1x1 + : : :+ wnxn; (**)wynika st¡d, »e warto±ci w1; : : : ; wn w peªni okre±laj¡ F , poniewa» ka»dy v 2 V marozkªad postaci v = e1x1 + : : :+ enxn. Z kolei jednoznaczno±¢ takiego rozkªaduv pozwala, dla danych dowolnie wi 2 W , zde�niowa¢ F : V ! W wzorem (**);widoczna jest wtedy liniowo±¢ F oraz to, »e speªnione s¡ warunki (*), gdy» np.e1 = e1x1 + : : :+ enxn, gdzie x1 = 1, x2 = : : : = xn = 0.289. Wniosek. Baza e1; : : : ; en przestrzeni V okre±la bijekcj¦L(V ;W ) �!W � : : :�W; F 7! (F (e1); : : : ; F (en)).Je±li mamy tak»e baz¦W , to wektoryW mo»emy opisywa¢ macierzamiz Km, za± n-elementowe ukªady wektorów W | macierzami z Kmn.290. De�nicja. Je±li e = (e1; : : : ; en) jest baz¡ w V , za± f = (f1; : : : ; fm)| baz¡ w W , to macierz¡ odwzorowania F 2 L(V ;W ) wzgl¦dem obutych baz nazywamy macierz[F ]fe = [F ij ]i21;m; j21;n = 2664 F 11 : : : F 1n... : : : ...Fm1 : : : Fmn 3775 2 Kmn ;której kolejnymi kolumnami s¡ wektory [F (e1)]f ; : : : ; [F (en)]f 2 Km,tzn. macierze wektorów F (ej) 2 W w bazie f . Oznacza to, »e liczbyF 1j ; : : : ; Fmj s¡ wspóªrz¦dnymi wektora F (ej) w bazie f , czyli »ewyrazy F ij macierzy [F ]fe s¡ okre±lone warunkami F (ej) = mPi=1 fi F ij .291. Przypomnienie. Iloczyn Fx wektora x 2 Kn przez macierz F 2 Kmn de�niujemyjako wektor y 2 Km o wspóªrz¦dnych danych wzorem yi := nPj=1F ij xj, i 2 1;m, tzn.264 F 11 : : : F 1n... : : : ...Fm1 : : : Fmn 375264 x1...xn 375 := 264 F 11x1 + : : :+ F 1nxn...Fm1x1 + : : :+ Fmnxn 375.Zobaczymy teraz, »e macierz operatora zawiera peªn¡ informacj¦ o operatorze:292. Fakt. Dla v 2 V zachodzi równo±¢ [F (v)]f = [F ]fe [v]e . Oznacza to,»e dla x = 2664 x1...xn 3775 2 Kn oraz y = 2664 y1...ym 3775 2 Km mamy równowa»no±¢F ( nPj=1 ej xj) = mPi=1 fi yi () 8i : yi = nPj=1F ij xj, tzn. y = [F ]fe x.Istotnie, liniowo±¢ F sprawia, »e F � nPj=1 ej xj� = nPj=1F (ej)xj = nPj=1� mPi=1 fiF ij�xj,co jest równe mPi=1 fi� nPj=1F ijxj� dzi¦ki ª¡czno±ci `+' i rozdzielno±ci `�' wzgl¦dem `+'.293. Uwaga. [F ]f e jest jedyn¡ macierz¡ A 2 Kmn, speªniaj¡c¡ warunek8v : [F (v)]fe = A [v]e, a wi¦c powy»szy wzór [F (v)]f = [F ]fe [v]e81



mo»na traktowa¢ jako Alternatywn¡ Definicj¦ macierzy [F ]fe.Istotnie, ka»dy wektor x 2 Kn mo»na przedstawi¢ jako [v]e, v 2 V ; zarazem macierzzerowa jest oczywi±cie jedyn¡ macierz¡ z Kmn, zeruj¡c¡ wszystkie wektory x 2 Kn.294. Przykªad. Wybierzmy dla V := Kn, W := Km bazy standardowe, tzn.ej := 266666664 0...1...0 377777775 2 K n; f i := 266666664 0...1...0 377777775 2 Km:(`1' tylko na j-tym miejscu) (`1' na i-tym miejscu)Wtedy oczywi±cie 8x 2 K n : [x]e = x oraz 8y 2 K n : [y]f = y,a zatem z to»samo±ci [F (v)]f = [F ]fe [v]e wynika nast¦puj¡cy prosty295. Fakt. Dla F 2 L(K n;Km) istnieje jednoznacznie okre±lona macierzF 2 Kmn, taka »e 8x 2 K n : F (x) = Fx (iloczyn macierzy i wektorakolumnowego); mianowicieF jest macierz¡ F wzgl. baz standardowychK n i Km. Odwrotnie, dla F 2 Kmn wzór F (x) := Fx okre±la operatorF 2 L(Kn;Km), którego macierz¡ wzgl. baz standardowych jest F .Tak wi¦c, mamy par¦ wzajemnie odwrotnych izomor�zmów liniowych:[ � ]f e : L(Kn;Km) �=�! Kmn; F 7! [F ]fe,orazKmn �=�! L(K n;Km); F 7!  operator mno»enia przez macierz F ;tzn. K n 3 x 7! F (x) := F x 2 Km !.W ten sposób wyczerpuj¡co opisali±my ogóln¡ posta¢ odwzorowa« liniowych mi¦-dzy `przestrzeniami arytmetycznymi', tzn. przestrzeniami postaci Kn.W dalszym ci¡gu, dla unikni¦cia konieczno±ci oznaczania baz standar-dowych Kn;Km jakimi± literami, b¦dziemy zamiast [ � ]f e pisa¢ [ � ]stst .296. Przypomnienie. Je±li A 2 Kmn, to kerA := fx 2 Kn : Ax = 0g � Kn,imA := hA1; : : : ;Ani � Km oraz rkA := dim imA; s¡ to j¡dro, obraz i rz¡d A.297. �wiczenie. Przy dotychczasowych oznaczeniach niech A := [F ]fe.Wtedy rkF = rkA, a ponadtov 2 kerF () [v]e 2 kerA, tzn. kerF = f nPj=1 ejxj : x 2 kerAg;w 2 imF () [w]f 2 imA, tzn. imF = f mPi=1 fiyi : y 2 imAg.Poniewa» kerA, imA oraz rkA s¡ j¡drem, obrazem i rz¦dem odpowiadaj¡cegomacierzy A operatora liniowego, wi¦c z `bilansu wymiarów' 268. dostajemy298. Fakt (bilans wymiarów): dimkerA+ dim imA = n dla A 2 Kmn.Posªu»my si¦ teraz faktem 274 mówi¡cym o tym, »e zªo»enie odwzorowa« liniowychjest odwzorowaniem liniowym, oraz 295 o tym, »e bijektywna jest odpowiednio±¢pomi¦dzy macierzami a odwzorowaniami liniowymi przestrzeni kartezja«skich.82



299. De�nicja. Iloczyn dwóch macierzy A 2 Kmn, B 2 K np jest macierz¡AB 2 Kmp, odpowiadaj¡c¡ zªo»eniu A � B : K p B�! Kn A�! Km,operatorów A;B, odpowiadaj¡cych A i B. Poniewa» A(x) = Ax, wi¦cC = AB def() C = AB def() 8u 2 K p : Cu = A(Bu).300. Mno»enie macierzy jest ª¡czne (bo ª¡czne jest skªadanie odwzorowa«);mamy te» wzór C = AB () 8i 2 1;m; k 2 1; p : C ik = nPj=1AijBjk .x = Bu () xj := Pk Bjkuk, wi¦c y = Cu = A(Bu) = Ax ma wspóªrz¦dneyi =Pj Aijxj =Pj AijPk Bjkuk =Pk �Pj AijBjk�uk, zarazem za± yi =Pk Cikuk.Uwaga. W przypadku, gdy A 2 Kmn, B 2 K�p i n 6= � (tzn. gdy warto±ci opera-tora B nie nale»¡ do dziedziny A) iloczyn AB nie ma sensu (nie jest zde�niowany).301. De�nicja. Macierz In := 2664 1 0 : : :0 1 : : :0 0 : : :: : : : :3775 2 K nn o wyrazach �ij = (0; i 6= i1; i = j(delta Kroneckera), nazywamymacierz¡ jednostkow¡; ma ona wªasno±¢AIn = A, InB = B dla ka»dych A 2 Kmn; B 2 K nm. Je±li BA = In,to B nazywamy lew¡ odwrotno±ci¡ A, a A | praw¡ odwrotno±ci¡ B.Uwaga. Z równo±ci BA = In wynika m  n, bowiem wtedy kolumny A (którychjest n, a nale»¡ doKm) s¡ liniowo niezale»ne: Ax = 0 ) (BA)x = 0, tzn. x = 0.Odwrotno±ci¡ macierzyA nazywamy macierzB, dla której ka»dy z ilo-czynów AB;BA jest macierz¡ jednostkow¡; jest to mo»liwe tylko przym = n, wi¦c tylko macierz kwadratowa A 2 K nn mo»e by¢ odwracalna.302. Fakt. Przyporz¡dkowanie F 7! [F ]f e jest nie tylko liniowe, ale tak»emultiplikatywne, tzn. skªadaniu odwzorowa« odpowiada mno»enie ichmacierzy. Dokªadniej, je±li d, e i f s¡ bazami przestrzeni (odpowiednio)U , V i W oraz U G�! V F�! W (tzn. G 2 L(U ;V ), F 2 L(V ;W )), to[F �G]fd = [F ]fe [G]ed .Z de�nicji [G(u)] = [G][u] oraz [F (v)] = [F ][v], wi¦c bior¡c v = G(u) dostajemy[(F � G)(u)] = [F (v)] = [F ][v] = [F ][G(u)] = [F ][G][u], sk¡d dzi¦ki 293. wynikateza.303. `Algebr¡' nazywa si¦ struktur¦ algebraiczn¡, b¦d¡c¡ `poª¡czeniem dwóch innychstruktur: pier±cienia i przestrzeni wektorowej'. Dokªadniej:Przestrze« wektorowa A nad ciaªem K , wyposa»ona w operacj¦ `mno»enia' swoichelementów: A � A 3 (a1; a2) 7! a1a2 2 A, tak¡ »e iloczyn a1a2 zale»y liniowood ka»dego z czynników (tym bardziej wi¦c mno»enie to jest rozdzielne wzgl¦demdodawania), nosi nazw¦ K-algebry.Przykªadem K-algebry jest przestrze« Mn(K) := Knn, wyposa»ona w zwykªemno»enie macierzy; jak wiemy, jest to algebra ª¡czna, nieprzemienna (gdy n > 1)oraz ma jedynk¦, któr¡ jest macierz jednostkowa In. Innym przykªadem K-algebry83



jest przestrze« EndV := L(V ;V ) tzw. endomor�zmów przestrzeni wektorowej V ,w której mno»eniem jest skªadanie odwzorowa«; idV jest oczywi±cie jedynk¡ EndV .304. Wniosek. Przy ustalonej bazie e odwzorowanie [ � ]ee : End V ! K nnjest izomor�zmem algebr.305. Wprost z de�nicji [idV ]ee = In dla dowolnej bazy e = (e1; : : : ; en)przestrzeni V . Je±li ~e = (~e1; : : : ; ~en) jest inn¡ baz¡ V , to macierze [idV ]e~eoraz [idV ]~ee nosz¡ nazw¦ macierzy przej±cia (lub transformacji) mi¦dzytymi bazami albo krócej: macierzy zmiany bazy. Zauwa»my, »e te dwiemacierze przej±cia s¡ wzajemnie odwrotne:[idV ]e~e[idV ]~ee = [idV ]ee = In, [idV ]~ee[idV ]e~e = [idV ]~e~e = InNatychmiastow¡ konsekwencj¡ 302 jest306. Fakt (transformacje macierzy wektora i operatora przy zmianie bazy):[v]~e = [idV ]~ee[v]e , [F ] ~f ~e = [idW ] ~ff [F ]fe[idV ]e~e .Pierwszy wzór to równo±¢ typu [F (v)] = [F ][v] dla F = idV . Do uzyskania drugiegowystarczy zastosowa¢ równo±¢ typu [FG] = [F ][G] dla zªo»e« idW �F oraz F � idV .307. Fakt. Ustalmy (star¡) baz¦ e = (e1; : : : ; en) przestrzeni V ;(1) Je±li A 2 K nn jest macierz¡ kwadratow¡, to ukªad wektorów~e1 := nPi=1 eiAi1; : : : ; ~ej := nPi=1 eiAi j ; : : : ; ~en := nPi=1 eiAinjest (now¡) baz¡ V () A jest macierz¡ odwracaln¡. (2) W tym przy-padku wektor v 2 V , maj¡cy w nowej bazie wspóªrz¦dne ~x1; : : : ; ~xn,ma w starej bazie wspóªrz¦dne xi = nPj=1Ai j~xj . (3) Odwrotne zale»-no±ci maj¡ posta¢ ei = nPj=1 ~ejBji , ~xj = nPi=1Bjixi , gdzie B := A�1.(4) Powy»sze wzory mo»na zapisa¢ w krótszej formie macierzowej:x = A~x , ~x = Bx , ~e = eA , e = ~eB .(1) Gdy ukªad ~ei jest baz¡, wtedy A = [idV ]e~e ma odwrotno±¢, mianowicie [idV ]~ee.Odwrotnie,A�1 =: B ) nPj=1 ~ejBjk = nPi;j=1 eiAijBjk = nPi=1 ei� nPj=1AijBjk� = nPi=1 ei�ik =ek, wi¦c ~e�, tak jak e�, rozpinaj¡ V i jest ich dimV , wi¦c tworz¡ baz¦, zob. 233.(c).308. Przykªad. Niech V = W = K n[ � ] (a wi¦c dimV = dimW = n + 1,odmiennie ni» dotychczas); okre±lmy operator F 2 L(V ;V ) wzorem(F (v))(t) := v(t+ a), gdzie a 2 K jest ustalon¡ liczb¡.Niech e = (e0; e1; : : : ; en) b¦dzie baz¡ V , zªo»on¡ z jednomianów, tzn.e0(t) := 1; e1(t) := t; : : : ; en(t) := tn (pot¦gi t). Wzór dwumienny (t+a)j = nPi=0 �ji�aj�iti oznacza, »e F (ej) = jPi=0 �ji�aj�iei, a zatem macierz84



[F ]ee = [F ij]i;j20;n ma wyrazy(39) F ij = n�ji�aj�i; dla 0 ¬ i ¬ j ¬ n;0; dla 0 ¬ j < i ¬ n:Np. dla n = 3 dostajemy macierz [F ]ee = 26664 1 a a2 a30 1 2a 3a20 0 1 3a0 0 0 1 37775.Na marginesie tego przykªadu zauwa»my, »e czasem warto odst¡pi¢ od reguªy, »ezbiór numerów (wektorów bazy, wierszy lub kolumn macierzy, wspóªrz¦dnych wek-tora itd.) musi by¢ przedziaªem postaci 1; liczba. W tym przykªadzie odrzucenietej reguªy nie odgrywaªo istotnej roli: zamiast ei(t) = ti mogliby±my wprowadzi¢jednomiany "i(t) := ti�1 numerowane liczbami 1; 2; : : :; lecz ju» np. w przestrzenistanów wewn¦trznych cz¡stki o spinie 32 `numery' �32 ;�12 ; 12 ; 32 bywaj¡ wygodniej-sze od numerów 1; 2; 3; 4 cho¢by o tyle, »e maj¡ bezpo±redni¡ interpretacj¦ �zyczn¡.W ogólnym przypadku operowanie wzorami postaci \F (ej) = Pi2I fi F ij dla j 2 J"nie jest ani troch¦ trudniejsze, ni» wzorami postaci \F (ej) = mPi=1fi F ij dla j 2 1; n".309. Przykªad. Je±li dla n = 3 oprócz e = (e0; e1; e2; e3) we¹miemy drug¡baz¦ f := (e3; e2; e1; e0) przestrzeni V = W z poprzedniego przykªadu,to[F ]f e = 26664 0 0 0 10 0 1 3a0 1 2a 3a21 a a2 a3 37775, [F ]ef = 26664 a3 a2 a 13a2 2a 1 03a 1 0 01 0 0 0 37775, [F ]ff = 26664 1 0 0 03a 1 0 03a2 2a 1 0a3 a2 a 137775.310. Przykªad. Ukªad ~e = (~e0; ~e1; ~e2; ~e3), gdzie ~ei(t) := (t + a)i (`przesu-ni¦te jednomiany') jest oczywi±cie tak»e baz¡ V = K 3[ � ] oraz dla F zpoprzedniego przykªadu [F ]~ee = I3 = 264 1 0 00 1 00 0 1 375 (macierz jednostkowa!).311. Przykªad. Okre±lmy operator F 2 L(V ;K 3), V := K 2[ � ], wzoremF (v) := 264 v(a)v(b)v(c) 375, gdzie a; b; c 2 K s¡ ustalone. Je±li e := (e0; e1; e2)jest, jak wy»ej, baz¡ jednomianów w V , za± f | baz¡ standardow¡ K 3,to [F ]fe = 264 1 a a21 b b21 c c2 375, mamy bowiem F (ej) = 264 ej(a)ej(b)ej(c) 375 = 264 ajbjcj 375.W przypadku, gdy dane a; b; c 2 K s¡ parami ró»ne, operator F ma odwrotno±¢:dla �; �;  2 K istnieje (dokªadnie jeden) wielomian v 2 V speªniaj¡cy warunekF (v) = 24�� 35, tzn. taki, »e v(a) = �; v(b) = �; v(c) = ;gdy» v 2 V , okre±lony wzorem v(t) = � (t�b)(t�c)(a�b)(a�c) + � (t�a)(t�c)(b�a)(b�c) +  (t�a)(t�b)(c�a)(c�b) , ma39Symbol dwumienny �xi� := x(x�1):::(x�i+1)i! , i 2 Z+, ma dobrze znan¡ wªasno±¢�0i� = : : : = �i�1i � = 0, a wi¦c wzór F ij = �ji�aj�i jest sªuszny dla wszystkich par i; j 2 0; n.85



»¡dane wªasno±ci; rozkªadaj¡c w bazie e ten wielomian v, tzn. F�124�� 35, dostajemy[F�1]ef = 1D 24 bc2 � b2c ca2 � c2a ab2 � a2bb2 � c2 c2 � a2 a2 � b2c� b a� c b� a 35, gdzie D := (b� a)(c � a)(c � b).Z wªasno±ci [FG] = [F ][G] wida¢, »e dla odwracalnego operatora F macierz [F�1]efjest odwrotno±ci¡ [F ]fe; zatem znale¹li±my 24 1 a a21 b b21 c c2 35�1. W ten sam sposób mo»naznale¹¢ odwrotno±¢ analogicznej ®macierzy Vandermonde'a¯ A 2 Knn dla n 2 N.5.3 Równanie liniowe niejednorodneTwierdzenie Kroneckera-Capelliego312. �wiczenie. Wychodz¡c ze spostrze»enia, »e Ax = A1x1+ : : :+Anxn(kombinacja liniowa kolumnA ze wspóªczynnikami x1; : : : ; xn) dowie±¢,»e dla danych A 2 Kmn; b 2 Km nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:(1) równanie Ax = b ma rozwi¡zanie x 2 Kn;(2) b 2 imA;(3) rkA = rkfA, gdzie fA = [A j b] 2 Kmn+1 jest macierz¡ rozszerzon¡ukªadu Ax = b, tzn. macierz¡ powstaª¡ z zestawienia macierzy A i b.Je±li równowa»ne warunki (1)..(3) nie s¡ speªnione, to równanie Ax = b nie marozwi¡za«. Zajmiemy si¦ teraz zbadaniem przypadku, gdy s¡ one speªnione:313. Spostrze»enie. Je±li wektor x̂ 2 K n speªnia równanie Ax̂ = b, toAx = b () A(x� x̂) = 0, tzn. x� x̂ 2 kerA;zatem ka»de rozwi¡zanie równania Ax = b jest postaci x = x̂ + u,gdzie u 2 kerA, a wi¦c zale»y od dimkerA = n � rkA parametrów.W szczególno±ci równanie Ax = b madokªadnie jedno rozwi¡zanie! () rkA = rkfA = n.Uwagi. (a) Ostatni warunek rkA = rk eA = n oznacza oczywi±cie, »e kolumny A,których jest n, s¡ liniowo niezale»ne, a wektor b jest ich kombinacj¡ liniow¡.(b) Warunek Ax = b mo»na równie dobrze nazywa¢ równaniem na wektor x, jakte» ukªadem równa« na niewiadome x1; : : : ; xn.(c) Powy»szy rozkªad x = x̂+ u cz¦sto tradycyjnie zapisuje si¦ w postaciRORN = RSRN+ RORJ, (*)gdzie RORN oznacza rozwi¡zanie ogólne równania niejednorodnego,RSRN | rozwi¡zanie szczególne równania niejednorodnego,a RORJ | rozwi¡zanie ogólne równania jednorodnego.Zwykle w rozkªadzie (*) przedstawia si¦ RORJ w postaci u = C1u1+: : :Csus, gdzieu1; : : : ;us jest jak¡± baz¡ przestrzeni kerA = fu : Au = 0g, za± C1; : : : ; Cs 2 K| dowolnymi parametrami. Mo»na jednak formalny rozkªad (*) rozumie¢ inaczej,jako równo±¢ dwóch zbiorów, traktuj¡c RORJ i RORJ jako zbiory fx : Ax = bg86



i kerA; wtedy (*) oznacza, »e zbiór RORN jest rezultatem przesuni¦cia o wektorx̂ = RSRN podprzestrzeni RORJ. Przy tym x̂ mo»na wybra¢ dowolnie z RORN.(d) Obliczanie rz¦dów A i eA dla zbadania istnienia rozwi¡zania równania Ax = bo zadanych liczbowych macierzach A; b jest niepraktyczne: wymaga bowiem prawietylu oblicze«, co caªkowite rozwi¡zanie równania metod¡ operacji elementarnych,przy którym oba rz¦dy dostajemy gratis, jako `produkty uboczne'. Natomiast ob-liczanie rz¦dów tych macierzy metod¡ wyznacznikow¡ (propagowane w niektórychpodr¦cznikach i poradnikach szukanie niezerowych minorów maksymalnego stopnia)jest ju» zupeªnym absurdem: nakªad oblicze«, zwªaszcza gdy wymiary m;n nie s¡zbyt maªe, jest tu niepomiernie du»y w stosunku do otrzymanego rezultatu!Inaczej si¦ ma sprawa w przypadku, gdy dane macierze A; b nie s¡ numeryczne,lecz np. zale»¡ od jakich± parametrów: wtedy metoda operacji elementarnych(i inne metody numeryczne) staj¡ si¦ nieadekwatne i, chc¡c niechc¡c, musimy si¦ucieka¢ do metod nienumerycznych, takich jak wyznaczniki, minory itp., czy cho¢byoba powy»sze rezultaty, zwane tradycyjnie twierdzeniem Kroneckera-Capelliego.5.4 Transpozycja macierzy314. De�nicja. Niech A 2 Kmn. Macierz ~A 2 Knm, o wyrazach ~Aji := Aij,i 2 1;m, j 2 1; n, nazywamymacierz¡ transponowan¡ wzgl¦dem A lub,krócej, transpozycj¡ macierzy A; oznaczamy j¡ symbolem AT :A = 2664 A11 � � � A1n... � � � ...Am1 � � � Amn 3775 ) AT = 2664A11 � � � Am1... � � � ...A1n � � � Amn 3775.315. Fakt. Operacja transpozycji A 7! AT jest odwzorowaniem:(1) liniowym; (2) inwolutywnym, tzn. (AT )T = A;(3) `antymultiplikatywnym', tzn. (AB)T = BTAT .Ad(3): Niech A 2 Kmn, B 2 Knp, C := AB 2 Kmp. Oznaczmy dla wygody~A := AT , ~B := BT , ~C := CT . Równo±¢ C = AB oznacza, »e Cik = Pj AijBjk(i 2 1;m, j 2 1; n, k 2 1; p); wstawiaj¡c tu Aij = ~Aji, Bkj = ~Bkj , Cik = ~Ckidostajemy równo±¢ ~Cki =Pj ~Aji ~Bkj =Pj ~Bkj ~Aji, oznaczaj¡c¡, »e ~C = ~B ~A.�wiczenie. Je±li A 2 Mn(K) = Knn ma odwrotno±¢, to ma j¡ równie» AT oraz(AT )�1 = (A�1)T .5.5 Rz¡d `wierszowy' i `kolumnowy' macierzy316. Zde�niujmy rz¡d kolumnowy i rz¡d wierszowy macierzy A 2 Kmn jakowymiary podprzestrzeni rozpi¦tych przez jej kolumny b¡d¹ wiersze:rkK A := dim hA1; : : : ;Ani, rkKA := dimDA1; : : : ;AmE.87



Wprost z okre±lenia rkK A; rkW A 2 0;minfm;ng. Poka»emy wkrótcem.in., »e dla ka»dej macierzy A zachodzi równo±¢ rkKA = rkW A.317. Przypomnijmy najpierw, »e je±li w = [w1 : : : wn] jest wektorem wierszowym, ax = 264 x1...xn 375 | wektorem kolumnowym, to wx = nPn=1wnxn 2 K jest liczb¡; zale»yona liniowo zarówno od w, jak i od x. W przypadku, gdy wx = 0, mówi si¦, »ew i x wzajemnie si¦ zeruj¡ lub anihiluj¡ albo »e s¡ prostopadªe(40), pisz¡c w ? x.Je±liW � K n jest podzbiorem przestrzeni Kn (wektorów wierszowych),to W0 := fx 2 K n : x ? W , tzn. 8w 2 W : wx = 0g � Knjest (oczywi±cie) podprzestrzeni¡, zwan¡ anihilatorem(41) zbioru W .W taki sam sposób okre±la si¦ anihilator X0 � K n podzbioru X � K n.318. Fakt (`metamatematyczny'). Ka»de z trzech poni»szych twierdze« jestprost¡ konsekwencj¡ dwóch pozostaªych:T.1 8A 2 Kmn : dimkerA + dimimA = n (`bilans wymiarów').T.2 8A 2 Kmn : rkW A = rkK A (`o równo±ci rkK i rkW ').T.3 8W � K n : dimW0 + dimW = n (`o wymiarze anihilatora').Je±li A i W s¡ `stowarzyszone' w tym sensie, »e W = 
A1; : : : ;Am� � Kn, todimW = rkW A, kerA = W0. Ponadto dimimA = rkK A, wi¦c T.1, T.2, T.3mo»na przepisa¢ w formie n0 + rkKA = n, rkW A = rkKA, n0 + rkW A = n,gdzie n0 := dimkerA, co powoduje, »e teza staje si¦ oczywista.Przypomnijmy, »e twierdzenie T.1. udowodnili±my ju» wcze±niej, zob. 298.319. Bezpo±redni dowód T.2. Niech Ai1 ; : : : ;Ai� b¦dzie maksymalnym ukªadem l. niez.wierszy, natomiast Aj1 ; : : : ;Aj� | maksymalnym ukªadem l. niezal. kolumn A.Niech ~A 2 K�n b¦dzie podmacierz¡ A, utworzon¡ z wierszy Ai1 ; : : : ;Ai�; mamywi¦c ker ~A = kerA. Poka»emy teraz, »e kolumny ~Aj1 ; : : : ; ~Aj� s¡ l. niezale»ne:Je±li ~Aj1�j1+; : : : ;+~Aj��j� = 0 dla pewnych wspóªczynników �j1 ; : : : ; �j� 2 K, todookre±laj¡c �i := 0 dla i 2 1; n n fj1; : : : ; j�g, otrzymamy ~A1�1 + : : :+ ~An�n = 0,czyli 264 �1...�n 375 2 ker ~A, skoro za± ker ~A = kerA, to mamy st¡d A1�1+: : :+An�n = 0,tzn. Aj1�j1 + : : :+Aj��j� = 0, a wi¦c �j1 = : : : = �j� = 0 wskutek l. niezale»no±ci.Z istnienia l. niezal. ukªadu � kolumn ~Aj� w przestrzeni K� wynika, »e � ¬ �, czylirkK A ¬ rkW A. Odwracaj¡c role kolumn i wierszy dostajemy rkK A  rkW A.320. �wiczenie. Uzupeªni¢ szczegóªy nast¦puj¡cego bezpo±redniego dowo-du twierdzenia T.3; inny jego dowód poznamy w 348.Jak wiemy (z ¢wicze«), ka»da macierz jest wierszowo równowa»na pewnej macierzywierszowo zredukowanej. Zatem dan¡ podprzestrze« W � Kn mo»na przedstawi¢ w40Sªowa `prostopadªo±¢' czy `ortogonalno±¢' s¡ tu niezbyt trafne: nie ma sensu poj¦cie`k¡ta' mi¦dzy w a x, zwªaszcza »e te dwa wektory nale»¡ do dwóch ró»nych przestrzeni!41U»ywa si¦ te» nazw polara i dopeªnienie ortogonalne oraz oznacze« An(W ), W?, itp.88



postaci W = 
A1; : : : ;Am�, gdzie A 2 Kmn jest WZ-macierz¡ o niezerowych wier-szach, m = dimW . Niech wyrazy A1j1 ; : : : ; Amjm b¦d¡ samotnikami kolumnowymiA; skoro j1; : : : ; jm 2 1; n s¡ parami ró»ne, to Z := fj1; : : : ; jmg ma m elementów.Mamy przy tym: x 2 W0 , Ax = 0 , 8 i 2 1;m : xji = � 1Aiji Pk21;nnZAikxk.Oznacza to, »e W0 = �x 2 Kn : 8j 2 Z : xj = Pk21;nnZBjkxk	, gdzie Bjk s¡pewnymi wspóªczynnikami; zatem podprzestrze« W0 jest parametryzowana przezn �m niezale»nych wielko±ci xk, k 2 1; n n Z, czyli dimW 0 = n�m.321. De�nicja. Widz¡c ju», »e zawsze rkKA = rkW A, wspóln¡ warto±¢obu tych rz¦dów nazwijmy rz¦dem A oraz oznaczmy symbolem rkA .322. Fakt. Je±li A;A0 2 Kmn, B 2 K np , to speªnione s¡ nierówno±cirk(A+A0) ¬ rkA+ rkA0 ,rkA ¬ minfm;ng , rk(AB) ¬ minfrkA; rkBg .rkA = rkA, je±li A 2 L(Kn;Km), A(x) = Ax; st¡d i z faktu 276. wynika teza.Oto trzy przykªadowe wnioski z twierdzenia o równo±ci rkW = rkK:323. Fakt. Operacje elementarne zarówno na kolumnach, jak i na wierszachmacierzy, nie zmieniaj¡ jej rz¦du.Istotnie, przestrze« rozpi¦ta przez kolumny, a wi¦c i rkK A, jest niezmiennikiemoperacje elementarnych na kolumnach; z kolei operacje elementarne na wierszachzachowuj¡ przestrze« rozpi¦t¦ przez wiersze, a wi¦c i rkW A.324. Fakt. Transpozycja nie zmienia rz¦du macierzy, tzn. rk�AT� = rkA.Kolumny A s¡ `takie same', jak wiersze AT , wi¦c rkK A = rkW AT , sk¡d teza.325. Fakt. Ukªad równa« liniowych ma rozwi¡zanie wtedy i tylko wtedy,gdy jest `liniowo niesprzeczny'. Dokªadniej: je±li A 2 Kmn, b 2 Kn,to dwa nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:(1) b 62 imA, czyli(42) ukªad Ax = b nie ma rozwi¡zania x 2 Kn;(2) ukªad Ax = b jest `liniowo sprzeczny' w tym sensie, »e równanie0x1 + : : :+ 0xn = 1 jest kombinacj¡ liniow¡ równa« ukªadu:9�1; : : : ; �m 2 K :  �1A1 + : : :+ �mAm = 0;lecz �1b1 + : : :+ �mbm 6= 0!.(1) ) (2): Niech ~A := [Ajb] b¦dzie macierz¡ rozszerzon¡ ukªadu. Z (1) wynika, »eprzestrze« im ~A jest wi¦ksza od imA, a wi¦c rkK ~A > rkK A. Skoro rkK = rkW ,mamy rkW ~A > rkW A, wi¦c je±li ~Ai1 ; : : : ; ~Ai� jest maksymalnym l. niez. ukªademwierszy ~A, to ukªad Ai1 ; : : : ;Ai� jest l. zale»ny: 9 (�i) :P�iAi = 0; P�i ~Ai 6= 0.326. Uwaga. Negacja warunku (2) ma posta¢ 8� 2 Km : �A = 0 ) �b = 0, tzn.b 2 W0, gdzie W := f� : �A = 0g = kerG, za± G 2 L(Km;Kn), G(�) := �A.Zatem fakt 325 oznacza, »e imA = (kerG)0; w nast¦pnym rozdziale zobaczymy, »e42Ax = A1x1 + : : :+Axn jest kombinacj¡ liniow¡ kolumn A ze wspóªczynnikami xi.89



operator G jest transpozycj¡ (G = FT ) operatora F 2 L(Kn;Km), F (x) := Ax,za± uogólnieniem faktu 325 jest wa»ny wzór imF = �kerF T �0, zob. dalej punkt 349.5.6 Przestrze« sprz¦»ona327. De�nicja. Niech V b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ nad ciaªem K .Elementy zbioru V � := L(V ;K ), tzn. odwzorowania liniowe V ! K ,nazywa si¦ formami (lub funkcjonaªami) liniowymi na przestrzeni V .Zbiór V � wszystkich form liniowych na V jest, jak wiemy, przestrzeni¡wektorow¡ (nad K ) wzgl¦dem zwykªych dziaªa« na funkcjach (doda-wania i mno»enia przez skalary); nazywamy j¡ przestrzeni¡ sprz¦»on¡(lub dualn¡, lub dwoist¡) do przestrzeni V .Elementy przestrzeni V � niekiedy (np. w geometrii ró»niczkowej), dla podkre±leniaich zwi¡zku z `wektorami' (tzn. elementami V ) s¡ nazywane `kowektorami' prze-strzeni V ; tak wi¦c `kowektory' s¡ wektorami, lecz innej | dualnej | przestrzeni.328. Przykªad. Je±li e1; : : : ; en jest baz¡ V , to funkcje e1; : : : ; en : V ! K ,okre±lone wzorem ei(v) := (i-ta wspóªrz¦dna v w bazie e1; : : : ; en) , s¡formami liniowymi, tzn. e1; : : : ; en 2 V �.Liniowo±¢ funkcji ei wyra»a oczywisty fakt, »e dziaªaniom na wektorach (dodawaniui mno»eniu przez liczby) odpowiadaj¡ analogiczne dziaªania na ich wspóªrz¦dnych.329. Fakt. ei(ej) = �ij , gdzie �ij := ( 1; i = j;0; i 6= j jest symbolem Kroneckera;mamy ponadto nast¦puj¡ce równo±ci: (1) 8v 2 V : v = nPi=1 ei ei(v)(2) 8� 2 V � : � = nPi=1 �(ei)eiAd (1): v ma w bazie rozkªad v =P eixi, przy czym xi = ei(v) z de�nicji ei, QED.Ad (2): Liniowo±¢ � daje �(v) = � �P eixi� =P�(ei)xi =P�(ei)ei(v), QED(43).330. Wniosek. Ukªad form e1; : : : ; en jest baz¡ przestrzeni V �; wobec tego:Je±li przestrze« V ma sko«czony wymiar, to dimV � = dimV .Skoro ei(ej) = �ij , to kombinacja liniowaPi �iei przyjmuje na ej warto±¢ �j, sk¡dwynika liniowa niezale»no±¢. Z kolei ze wzoru (2) wida¢, »e e1; : : : ; en rozpinaj¡ V �.331. De�nicja. Baz¦ e1; : : : ; en (przestrzeni V �) nazywamy baz¡ sprz¦»on¡(lub dualn¡, lub dwoist¡) wzgl¦dem bazy e1; : : : ; en (przestrzeni V ).332. Uwaga. Wzory (1) i (2) pokazuj¡, »e pod wzgl¦dem algebraicznych wªasno±ci relacjemi¦dzy przestrzeniami V i V � oraz bazami e1; : : : ; en i e1; : : : ; en s¡ symetryczne.Z tego powodu cz¦sto u»ywa si¦ innej (`braketowej') notacji, oznaczaj¡c warto±¢�(v) symbolem h�; vi. W takiej notacji wzory (1),(2) przyjmuj¡ nast¦puj¡c¡ posta¢:43Inny sposób: Obie strony wzoru (2) s¡ formami liniowymi i przyjmuj¡ na ka»dymz wektorów ei t¦ sam¡ warto±¢ �(ei); zatem ich ró»nica jest form¡ zerow¡.90



(1) 8v 2 V : v = nPi=1 ei hei; vi(2) 8� 2 V � : � = nPi=1 h�; eii eiOczywi±cie z kontekstu nale»y si¦ domy±li¢, czy np. ha; bi jest warto±ci¡ formy a nawektorze b, czy przestrzeni¡ rozpi¦t¡ przez dwa wektory a; b; w¡tpliwo±ci zdarzaj¡równie rzadko, jak np. w¡tpliwo±ci, czy `» ' ma by¢ ostatni¡ liter¡ alfabetu, czy dzdt .333. Fakt (kanoniczny izomor�zm V �=�! V ��). Okre±lmy K 2 L(V ; (V �)�)wzorem (K(v))(�) := �(v) , czyli K(v) =: bv, gdzie bv(�) := �(v) .Wtedy K jest liniow¡ injekcj¡, a gdy dimV < 1 | izomor�zmem.kerK = fv : 8� 2 V � : �(v) = 0g, wi¦c injektywno±¢ K, tzn. kerK = f0g, oznacza»e formy liniowe rozdzielaj¡ elementy V : gdy 0 6= v 2 V , wtedy 9� 2 V � : �(v) 6= 0.Dla sprawdzenia tego warunku rozdzielania w przypadku dimV < 1 wystarczy(maj¡c ustalon¡ baz¦ V ) dla zadanego 0 6= v 2 V wzi¡¢ wzi¡¢ � := ei, gdzie numeri 2 1; n dobieramy do v w taki sposób, by i-ta wspóªrz¦dna v byªa 6= 0.W przypadku dimV =1 rozumowania pozostaje sªuszne, a jedyn¡ ró»nic¡ jest to,»e teraz istnienie bazy jest nietrywialne i wymaga aksjomatu wyboru, zob. 243(44).Dla dimV <1 oprócz kerK = f0g mamy te» dimV = dimV � = dim(V �)�, a st¡djak wiemy wynika bijektywno±¢ K, zob. 285, QED.334. Uwaga 1. Nie tylko formy liniowe (tj. elementy V �) rozdzielaj¡ punkty V , ale (cojest oczywiste!) tak»e elementy V (±ci±lej: funkcje bv; v 2 V ) rozdzielaj¡ punkty V �.Uwaga 2. Przymiotnik `kanoniczny' (lub `naturalny') u»ywany jest w matema-tyce w odniesieniu do obiektów, które nie zale»¡ od »adnych arbitralnych wyborów(np. od wyborów baz lub ukªadów wspóªrz¦dnych), tzn. do obiektów okre±lonychjedynie przez obiekty i struktury wyst¦puj¡ce explicite w rozwa»anej sytuacji(45).Przykªad. Maj¡c baz¦ e1; : : : ; en przestrzeni V , okre±lmy izomor�zmF : V �=�! V �wzorem `najprostszym mo»liwym', F (e1x1 + : : : + enxn) := e1x1 + : : : + enxn.Zobaczmy, jakim wzorem wyra»a si¦ F , je±li zamiast e we¹miemy inn¡ baz¦, np.f1 := 2e1 + 3e2, fi := ei dla 2 2; n; wtedy f1 = 12e1, f2 = e2 � 32e1, f i = eidla i 2 3; n, wi¦c F (f1) = 2e1 + 3e2 = 4f1 + 3(f2 + 32 � 2f1) = 13f1 + 3f2,F (f2) = e2 = f2 + 32 � 2f1 = 3f1 + f2, F (fi) = f i dla i 2 3; n. Wida¢ wi¦c, »e Fzale»y w istotny sposób od wyboru bazy, a wi¦c jest izomor�zmem niekanonicznym.335. De�nicja. Dla F 2 L(V ;W ) oraz  2 W � operator  � F : V ! Kjest liniowy (zªo»enie operatorów liniowych), a wi¦c  � F 2 V �; takokre±lon¡ form¦ F T ( ) :=  � F nazywamy F -cofni¦ciem(46) formy  .Co wi¦cej, zale»no±¢  � F od formy  jest liniowa, wi¦c otrzymany44Inny dowód warunku rozdzielania opiera si¦ na fakcie, »e ka»da podprzestrze« V1 � Vma podprzestrze« dopeªniaj¡c¡, tzn. V0 � V , tak¡ »e V = V0 _+ V1. Bior¡c V1 := hv1i,gdzie v1 2 V jest danym wektorem niezerowym, mo»emy okre±li¢ warto±¢ �(v) jako jedyn¡liczb¦ � tak¡, »e v � �v1 2 V0; wtedy � 2 V � oraz �(v1) = 1.45�cisªe zde�niowanie poj¦cia `kanoniczno±ci' jest mo»liwe w j¦zyku tzw. teorii kategorii.46U»ywany jest te» angielskoj¦zyczny termin pullback, a tak»e termin F -transport formy.91



w ten sposób operator F T : W � ! V � jest liniowy; nazywamy go(47)transpozycj¡ operatora F lub operatorem transponowanym wzgl¦dem F .Zatem z de�nicji mamy 8 2 W � : 8v 2 V : (F T ( ))(v) =  (F (v)),co oczywi±cie wygl¡da przejrzy±ciej w notacji `braketowej':hF T ( ); vi = h ;F (v)i. (T)336. Fakt. Operacja transponowania operatora ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:(1) jest liniowa, tzn. (�1F1 + �2Fs)T = �1F T1 + �2F T2 ;(2) jest `antymultiplikatywna': (F �G)T = GT � F T ;zauwa»my, »e je±li U G�! V F�! W , to W � FT�! V � GT�! U�,wi¦c tylko taka `odwrócona' kolejno±¢ transpozycji wchodzi w gr¦.(3) jest inwolutywna, tzn. (F T )T = F ;w tym wzorze, zgodnie z twierdzeniem 333, uto»samimy (V �)� z V ;(4) Je±li F = w 
 �, gdzie w 2 W , � 2 V �(48), to F T = �
 w.(5) Macierz hF T ie�f� jest transpozycj¡ macierzy [F ]fe ,je±li e� jest baz¡ sprz¦»on¡ wzgl¦dem e, a f� | baz¡ sprz¦»on¡ wzgl¦dem f .(1) jest oczywista. (2) (F �G)T ( ) =  � (F � G) = ( � F ) � G = GT �FT ( )�.(3) gdy» wzór (T) mo»na przepisa¢ w postaci hF (v);  i = 
v; FT ( )�, je±li wektoryv i F (v) traktujemy zgodnie z 333 jako formy liniowe na przestrzeniach V � i W �.(4) gdy» 
FT ( ); v� = 
 ;w h�; vi� = h ;wi�h�; vi, co oznacza, »e F T ( ) = h ;wi�wskutek dowolno±ci v. (5) gdy» je±li F =Pi;j F ij fi 
 ej , to FT =Pi;j F ij ej 
 fi.Dalsze wªasno±ci wprowadzonych tu poj¦c warto formuªowa¢ i rozwa»a¢ w troch¦ogólniejszej formie, w której dwie wzajemnie sprze»one przestrzenie s¡ od pocz¡tkutraktowane równoprawnie. Korzy±ci¡ takiego podej±cia jest m.in. to, »e uzyskanepoj¦cia, wªasno±ci i fakty odnosz¡ si¦ nie tylko do przestrzeni sprz¦»onych, ale i do`przestrzeni z iloczynem skalarnym' lub np. `przestrzeni symplektycznych'.5.7 Pary dwoiste337. De�nicja. Niech U; V b¦d¡ przestrzeniami wektorowymi nad ciaªem K ,za± h � ; � i : U � V ! K , (u; v) 7! hu; vi 2 K | odwzorowaniem dwu-liniowym (tzn. takim, »e liczba hu; vi zale»y liniowo i od u, i od v).Trójk¦(49) (U; V; h � ; � i) nazywamy par¡ dwoist¡ (lub dualn¡), a od-wzorowanie h � ; � i| dwoisto±ci¡ lub dualno±ci¡ mi¦dzy przestrzeniamiU i V , je±li h � ; � i ma nast¦puj¡ce `wªasno±ci rozdzielania':47Nieco starsza, lecz wci¡» spotykana jest nazwa sprz¦»enie F lub operator sprz¦»onywzgl¦dem F ; jedynym jej mankamantem jest to, »e termin operator sprz¦»ony jest cz¦stou»ywany w innym (cho¢ pokrewnym) znaczeniu, w teorii przestrzeni z iloczynem skalarnym(np. unitarnych lub przestrzeni Hilberta). Termin `sprz¦»enie' ª¡czy si¦ z symbolem F �.48Tzn. F (v) = w h�; vi, a � i w s¡ tu ustalone; tej (i tylko tej) postaci F ma rz¡d ¬ 1.49Czyli par¦ przestrzeni wyposa»on¡ w odwzorowanie dwuliniowe.92



1� 8 0 6= u 2 U : 9 v 2 V : hu; vi 6= 0;2� 8 0 6= v 2 V : 9u 2 U : hu; vi 6= 0:338. Fakt. Trójka (V �; V; h � ; � i), gdzie h�; vi := �(v), jest par¡ dwoist¡.Odwrotnie, je±li (U; V; h � ; � i) jest par¡ dwoist¡, a przestrzenie U; Vs¡ sko«czenie wymiarowe, to odwzorowanieU 3 u 7! bu 2 V �; bu(v) := hu; vi,jest (kanonicznym) izomor�zmemU �=�! V �, czyli ®ka»da para dwoistawygl¡da tak samo, jak para V �; V '¯, w szczególno±ci dimU = dimV .u 7! bu jest (wprost z wªasno±ci 1�) liniow¡ injekcj¡ U ! V �, je±li wi¦c stosuj¡c fakt280 wystarczy pokaza¢, »e dimU = dimV �. Otó» z istnienia injekcji U ! V � mamydimU ¬ dimV �, za± dzi¦ki symetrii sytuacji mamy te» przeciwn¡ nierówno±¢.Uwaga. Odwzorowania U 3 u 7! bu = 
u; � � 2 V � oraz V 3 v 7! bv = 
 � ; v� 2 U�w przypadku niesko«czonego wymiaru s¡ injektywne, lecz nie musz¡ (a nawet obanaraz nie mog¡, jak pokazujemy w Appandiksie) by¢ surjektywne, zob. poni»ej (D).339. Przykªady. (A) Dla przestrzeni U = Kmn, V := Knm dwuliniowe odwzorowanie(u;v) 7! 
u;v� := tr(uv) jest dwoisto±ci¡: wªasno±ci rozdzielania 1�; 2� ªatwo wi-da¢ ze wzoru 
u;v� = mPi=1 nPj=1uij vji, gdzie uij i vji s¡ wyrazami macierzy u;v.W szczególno±ci dla m = 1 dostajemy dwoisto±¢ mi¦dzy przestrzeni¡ wektorówwierszowych U = Kn i wektorów kolumnowych V = Kn; jest to wªa±nie dwoisto±¢
u;v� = tr(uv) = uv = � u1 : : : un � 264 v1...vn 375 = u1v1 + : : :+ unvn,której u»ywamy, traktuj¡c wektory wierszowe jako formy liniowe na przestrzeni Kn.(B) Je±li X;Y s¡ przestrzeniami wektorowymi, U = L(X;Y ), V = L(Y ;X), to wzór
u; v� := tr(u � v) = tr(v �u) okre±la dwoisto±¢ pomi¦dzy U i V (zauwa»my, »e obate zªo»enia s¡ endomor�zmami, a wi¦c oba ±lady s¡ dobrze okre±lone). Warunek1� mo»na sprawdzi¢ np. korzystaj¡c ze wzoru 
u; x 
  � = h ; u(x)i(50); mo»natak»e skorzysta¢ z tego, »e tr(uv) = tr�[uv]ee]� = tr(uv), gdzie u = [u]ef , v = [v]fe.(C) Niebawem poznamy bardzo wa»ny przykªad, w którym U = V , dimV < 1,a hu; vi = b(u; v), gdzie b : V � V ! K jest pewn¡ form¡ dwuliniow¡ nieosobliw¡na V . Taka forma najcz¦±ciej jest symetryczna (wtedy nazywa si¦ j¡ iloczynemskalarnym na V ) lub antysymetryczna (wtedy jest to forma symplektyczna na V ).Najprostszy przykªad: V = Kn, za± hx;yi := nPi=1xiyi = � standardowy iloczynskalarny na Kn �.(D) Niech U = V = fx 2 KN : 8�i : xi = 0g (niesko«czone ci¡gi x = (x1; x2; : : :),maj¡ce prawie wszystkie wyrazy równe zero). Oczywi±cie wzór 
x;y� := 1Pi=1xiyijest sensowny (liczba 6= 0 skªadników jest sko«czona), a okre±lona nim forma jestdwoisto±ci¡. W tym przykªadzie odwzorowanie U 3 u 7! bu 2 V � jest niesurjek-tywne, np. forma liniowa � 2 V �, dana wzorem �(x) := 1Pi=1xi (sensowna de�nicja:50Je±li operator u 2 U jest 6= 0, to 9x 2 X : y := u(x) 6= 0, a wi¦c 9 2 Y � : h ; yi 6= 0.93



jest tylko sko«czona liczba niezerowych skªadników) nie jest postaci �(x) = 
x;y�.(E) Niech U = V = Kn[ � ] (wielomiany stopnia ¬ n); dopuszczamy tutaj n = 1.�atwo zauwa»y¢, »e jest dwoisto±ci¡ wielko±¢ 
u; v� = b(u; v) := Pk akbk, gdzieak; bk s¡ wspóªczynnikami u; v, tzn. u(t) = Pk aktk, v(t) = Pk bktk. Ciekawsza jestinna dwoisto±¢: 
u; v� = b̂(u; v) := � u � ddt� v(t) ���t=0 =Pk akbkk! ; w tym wzorze u � ddt�jest `operatorem ró»niczkowym'Pk ak dkdtk , którym dziaªamy na wielomian v(t).Od tego miejsca zaªo»ymy, »e przestrzenie U i V s¡ sko«czenie wymiarowe.340. Bazy dwoiste. Para baz: e = (e1; : : : ; en) dla V oraz e� = (e1; : : : ; en)dla U , nazywamy (wzajemnie) sprz¦»ona (lub dualna lub dwoista), je±li8i; j 2 1; n : hei; eji = �ij ; wtedy 8u 2 U : u = Pi hu; eii ei8v 2 V : v = Pi ei hei; vi .W tym sensie elementy bazy e� okre±laj¡ liniowe wspóªrz¦dne na prze-strzeni V , za± elementy bazy e | liniowe wspóªrz¦dne na U .341. Fakt. Relacja sprz¦»enia baz jest odpowiednio±ci¡ bijektywn¡ e$ e�.Okre±lmy �i(v) := (i-ta wspóªrz¦dna v w bazie e), wtedy �i 2 V �; skoro odwzo-rowanie U 3 u 7! bu 2 V � jest bijektywne, to istniej¡ ei 2 U , takie »e bei = �i,tzn. 
ei; v� = �i(v), w szczególno±ci 
ei; ej� = �i(ej) = �ij. Zatem baza sprz¦»onawzgl¦dem e istnieje. Gdyby oprócz 
ei; ej� = �ij byªo tak»e 
f i; ej� = �ij, wtedy8j : 
f i � ei; ej� = 0, sk¡d 8v : 
f i � ei; v� = 0, a to z warunku rozdzielaniaoznacza, »e f i � ei = 0; wobec tego baza sprz¦»ona jest okre±lona jednoznacznie.342. �wiczenie. Czasem przydatne jest ogólniejsze poj¦cie ukªadów wzajemnie sprz¦-»onych, tzn. ukªadów wektorów e1; : : : ; er 2 U i e1; : : : ; er 2 V , speªniaj¡cychrelacje 
ei; ej� = �ij . Wykaza¢, »e: (1) wtedy oba ukªady s¡ liniowo niezale»ne oraz(2) zachodz¡ wzory 8u 2 U0 : u = Pi hu; eii ei, 8v 2 V0 : v = Pi ei 
ei; v�, gdzieU0 � U; V0 � V s¡ podprzestrzeniami rozpi¦tymi przez oba ukªady; (3) ka»dyukªad liniowo niezale»ny w V ma ukªad sprz¦»ony; dla r < dimU = dimV nie majednoznaczno±ci: do ei mo»na doda¢ `poprawki' ui, takie »e 8v 2 V0 : 
ui; v� = 0.343. Przykªad. Dla `modelowej' pary dwoistej U = Kn, V = K n, gdziehu;vi := uv =Pi uivi , mamy nast¦puj¡ce po»yteczne spostrze»enie:�wiczenie!Je±li X 2 K nn jest macierz¡ odwracaln¡, to baz¦ dwoist¡ wzgl¦dembazy utworzonej z kolumn macierzy X tworz¡ wiersze macierzyX�1.344. Transformacje baz: fj = Pi eiAi j () f i = Pj Bijej ,gdzie obie `macierze przej±cia', A = [Ai j] oraz B = [Bij] 2 Knn, s¡wzajemnie odwrotne:�ij = hf i; fji = hPr Birer;Ps esAsji =Pr Ps : : : = Pr BirArj.345. Fakt. Niech (U1; V1) oraz (U2; V2) b¦d¡ dwiema parami dwoistymi, aF 2 L(V1;V2). Wtedy istnieje dokªadnie jeden operator F T 2 L(U2;U1),94



zwany transpozycj¡ F lub operatorem transponowanym wzgl. F , taki »e8u2 2 U2 : 8v1 2 V1 : DF T (u2); v1E1 = hu2; F (v1)i2 . (*)�wiczenie. Dla dla Ui = V �i warunek (*) oznacza, »e 8� 2 V �2 : FT (�) = � � F .346. Fakt (podstawowe wªasno±ci operacji transponowania operatora):(1) F 7! F T jest liniowe, (2) (F �G)T = GT � F T , (3) F TT = F ;(4) Macierz [F T ]e�f� jest transpozycj¡ macierzy [F ]fe,je±li e, e�, f i f� s¡ (stosownie sprz¦»onymi) bazami kolejno V1, U1, V2 i U2.Sprawdzenie tych wªasno±ci pozostawiamy jako proste ¢wiczenie.347. De�nicja (anihilator podzbioru). Je±li h � ; � i : U�V ! K jest dwoisto-±ci¡, to anihilatorem podzbioru W � V nazywamy podzbiór W0 � U ,okre±lony wzorem W0 := fu 2 U : 8w 2 w : hu;wi = 0g. Oczywi±cieW0 jest zawsze podprzestrzeni¡ U . Analogicznie de�niujemy anihilatorpodzbioru Z � U : Z0 := fv 2 V : 8z 2 Z : hz; vi = 0g � V .348. Fakt (wªasno±ci anihilatora podprzestrzeni). Niech (U; V ) b¦dzie par¡dwoist¡, n := dimU = dimV oraz W � V (lub W � U) | podprze-strzeni¡; wtedy(1) dimW0 = n� dimW ; (2) W00 = W ;(3) (W1 +W2)0 =W01 \W02 ; (4) (W1 \W2)0 = W01 +W02 :Ad (1): Je±li e1; : : : ; er jest baz¡ W , za± e1; : : : ; er; : : : ; en | baz¡ V , to oczywi±cieer+1; : : : ; en jest baz¡ W0. Ad (2): Wprost z de�nicji W � W00, za± dimW =dimW00. Ad (3): Oczywiste. Ad (4): Istniej¡ ~Wi � U , takie, »e Wi = ~W0; korzy-staj¡c z (3),(2) dostajemy (W1\W2)0 = ( ~W01 \ ~W02 )0 = ( ~W1+ ~W2)00 = W01 +W02 .349. Fakt. Przy zaªo»eniach i oznaczeniach z punktu 345 zachodz¡ równo-±ci: (1) kerF T = (imF )0 , (2) imF T = (kerF )0 .Ad (1) : u2 2 kerFT , 8v1 : �
FT (u2); v1� = 0, tzn. hu2; F (v1)i = 0�,, u2 2 fF (v1) : v1 2 V1g0 , u2 2 �imF �0.Ad (2) : �imF T �0 = kerF TT = kerF dzi¦ki (1) i wªasno±ci sprz¦»enia; st¡d teza.Appendix 0: Przestrze« sprz¦»ona w przypadkuniesko«czonego wymiaruPoka»emy teraz, »e zaªo»enie dimV < 1 jest nie tylko wystarczaj¡ce, lecz tak»ekonieczne, by przestrzenie V � oraz V �� byªy izomor�czne z V . Wobec tego dladimV =1 kanoniczne odwzorowanie V ! V �� jest injektywne, a niesurjektywne.* Fakt. Je±li przestrze« V ma niesko«czony wymiar, to dimV < dimV �.Niech X � V b¦dzie baz¡ V ; oznaczmy x := jXj = dimV , k := jKj. Poka»emynajpierw, »e jV j = kx, jV �j = kx. Ka»dy v 2 V jest sko«czon¡ kombinacj¡ liniow¡elementów x 2 X, wi¦c V = V1[V2[V3[: : :, gdzie Vn jest zbiorem tych v 2 V , które95



s¡ kombinacj¡ liniow¡ ¬ n elementów bazy. Dzi¦ki surjekcji Sn : Kn � Xn ! Vn,Sn(�1; : : : ; �n; x1; : : : ; xn) := nPi=1�ixi, mamy jVnj ¬ knxn = kx; skoro kx  jNj,mamy st¡d jV j = jSn Vnj ¬ jNjkx = kx, zarazem jV j  jV1j = kx, a wi¦c jV j = kx.Z kolei poniewa» ka»da forma � : V ! K jest jednoznacznie okre±lona przez swewarto±ci na bazie, tzn. przez obci¦cie �X : X !K, to V � �= KX , wi¦c jV �j = kx.Je±li x  k, to kx = x < 2x ¬ kx, czyli jV j < jV �j; tym bardziej dimV < dimV �.Je±li x < k, to mo»e by¢ kx = kx, a wi¦c jV j = jV �j, np. je±li k jest postaci k = ax,to kx = k = ax = ax2 = �ax�x = kx. Poka»emy jednak, »e w tym przypadku tak»edimV < dimV �. Wybierzmy przeliczlny podzbiór X0 := fx0; x1; x2; : : :g � Xi okre±lmy dla a 2 K element �a 2 V � wzorem �a(x) := � 0; x 2 Xn 2 X0;aj; x = xj:Sprawdzimy, »e �a dla a 2K s¡ liniowo niezale»ne, a wi¦c dimV �  k > x = dimV .Niech elementy a1; : : : ; an 2 K b¦d¡ parami ró»ne; poka»emy, »e je±li dla pewnych�1; : : : ; �n 2 K zachodzi równo±¢ �1�a1 + : : :+ �n�an = 0, to �1 = : : : = �n = 0.Istnieje wielomianL1(t) taki, »e L1(a1) 6= 0, lecz L1(a2) = : : : = L1(an) = 0; mo»nanp. wzi¡¢ L1(t) := (t � a2) : : : (t� an). Niech L1(t) = c0 + c1t+ : : :+ cN tN ; wtedy0 = NPj=0 cj� nPi=1�i�ai(xj)� = NPj=0 cj� nPi=1�iaij� = nPi=1�i� NPj=0 cjaij� = nPi=1�iL1(ai) == �1L1(a1), czyli �1 = 0. Analogicznie pokazujemy, »e �2 = 0; : : : ; �n = 0.5.8 �lad macierzy i endomor�zmu350. �ladem macierzy kwadratowej A 2 K nn nazywamy sum¦ wszystkich jejwyrazów diagonalnychA11; : : : ; Ann; oznaczamy go symbolem trA (51):trA = A11 + : : :+Ann.351. Fakt. �lad jest liniow¡ funkcj¡ tr : K nn ! K o nast¦puj¡cej wªasno±ci:tr(AB) = tr(BA) (52),gdy A 2 Kmn; B 2 K nm, tzn. gdy okre±lone s¡ iloczyny AB i BA.Macierze AB 2 Kmm i BA 2 Knn s¡ kwadratowe, a z de�nicji ±ladu i mno»eniamacierzowego oraz z ª¡czno±ci i przemienno±ci dodawania liczb mamy: tr(AB) =Pi (AB)ii =Pi �Pj AijBjj� =Pi;j AijBji =Pj �Pi BjiAij� =Pj (BA)jj = tr(BA).352. Wniosek. Je±li F 2 End V := L(V ;V ), to ±lad macierzy [F ]ee niezale»y od wyboru bazy e w przestrzeni V , co powoduje, »e poni»szade�nicja jest sensowna.Je±li f jest drug¡ baz¡ V , to ze wzoru 306 mamy [F ]ff = AB, gdzieA := [id]fe[F ]ee,B := [id]ef , wi¦c BA = �[id]ef [id]fe� [F ]ee = [F ]ee; st¡d tr�[F ]ff � = tr�[F ]ee�.353. De�nicja. �lad endomor�zmu F 2 End V jest to liczba dana wzorem51Z ang. trace `±lad, trop'; spotyka si¦ tak»e symbole TrA oraz SpA (z niem. Spuhr).52Wynika st¡d od razu, »e cykliczne przestawianie czynników nie zmienia ±ladu, lecz np.tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB) na ogóª jest 6= tr(ACB) = tr(BAC) = tr(CBA).96



trF := tr([F ]ee) =  suma wyrazów diagonalnych macierzy [F ]eegdzie e jest dowoln¡ baz¡ V !.Poniewa» i-ta wspóªrz¦dna w 2 V w bazie e wyra»a si¦ wzorem hei; wi,gdzie e� = (e1; : : : ; en) jest baz¡ sprz¦»on¡ wzgl¦dem e = (e1; : : : ; en),to [F ]ee ma wyrazy F ij = hei; F (ej)i; wobec tego otrzymujemy wzórtrF = nPi=1 hei; F (ei)i .354. Fakt. (1) �lad jest funkcjonaªem liniowym na przestrzeni End V .(2) Dla dowolnych operatorów F 2 L(V ;W ) i G 2 L(W ;V ) mamy:tr(F �G) = tr(G � F ).(3) Wobec tego je±li A 2 L(V ;W ) jest liniow¡ bijekcj¡, a F 2 End V ,to tr(A � F �A�1) = trF .Jest to oczywist¡ konsekwencj¡ wªasno±ci ±ladu macierzy i macierzy odwzorowania.355. Uwagi.1. Liczba S := tr�[F ]fe� = nPi=1 
f i; F (ei)�, gdzie e i f s¡ dwiema bazami V , zale»ynie tylko od operatora F , ale tak»e od obu baz, a wi¦c ze ±ladem F nie ma nic wspól-nego; co wi¦cej, jedyn¡ relacj¡ mi¦dzy F a liczb¡ S jest implikacja F = 0) S = 0.2. Nie da si¦ uogólni¢ poj¦cia ±ladu na inne odwzorowania liniowe. Nietrudno te»pokaza¢, »e dla ustalonego F 2 L(V ;W ) przez stosowny wybór baz mo»na jako[F ]fe uzyska¢ ka»d¡ macierz (wymiaru dimW �dimV ), której rz¡d jest równy rkF .3. Oprócz endomor�zmów istniej¡ inne obiekty geometryczne zwi¡zane z V , którew bazie V mo»na scharakteryzowa¢ macierz¡ kwadratow¡; przykªadem mo»e by¢odwzorowanie dwuliniowych � : V � V ! K. Otó» ±lad macierzy takiego obiektu(np. macierzy [�(ei; ej)] dla formy dwuliniowej) zale»y od wyboru bazy, a zatemnie stanowi »adnej istotnej charakterystyki takiego obiektu.4. �lad tr : EndV ! K stanowi nowy przykªad kanonicznego (lub naturalnego)odwzorowania liniowego, zob. punkt 334.
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6 Odwzorowania wieloliniowei (anty)symetryczne6.1 Wieloliniowo±¢, symetria i antysymetria356. De�nicja. Niech r 2 N, za± V1; : : : ; Vr oraz W b¦d¡ przestrzeniamiwektorowymi nad ciaªem K . Odwzorowanie f : V1 � : : : � Vr ! Wnazywamy r-liniowym, je±li jest liniowe wzgl¦dem ka»dego ze swoichargumentów (przy ka»dym zestawie pozostaªych argumentów), tzn. je±lif(v1; : : : ; �0v0j + �00v00j ; : : : ; vr) == �0f(v1; : : : ; v0j; : : : ; vr) + �00f(v1; : : : ; v00j ; : : : ; vr)dla ka»dych j 2 1; r, �0; �00 2 K , v1 2 V1; : : : ; v0j; v00j 2 Vj ; : : : ; vr 2 Vr.357. Przykªady. Dla �1 2 V �1 ; : : : ; �r 2 V �r funkcja f : V1 � : : :� Vr ! K ,f(v1; : : : ; vr) := �1(v1) � : : : � �r(vr),jest r-liniowa; oznacza si¦ j¡ zwykle symbolem �1 
 : : :
 �r .Odwzorowanie `ewaluacji' f : L(V ;W ) � V ! W , f(F; v) := F (v),jest dwuliniowe: F (v) zale»y liniowo zarówno od v, jak i od F .Odwzorowanie f : V � � V ! K , f(�; v) := h�; vi, jest 2-liniowe.Funkcja g : W � � L(V ;W ) � V ! K , g(�;F; v) := h�;F (v)i, jesttrójliniowa: liczba h�;F (v)i zale»y liniowo od �, od F i od v.MacierzABCD oraz liczba tr(ABCD) s¡ czteroliniowymi funkcjamimacierzy A;B;C;D; mamy wi¦c, na przykªad, czteroliniowe odwzo-rowania K 35 � K 54 � K 47 � K 73 o warto±ciach w K 33 i w K .Operacja skªadania operatorów liniowych jest wieloliniowa, tzn. np.L(V3;V4)� L(V2;V3)� L(V1;V2)! L(V1;V4), (F;G;H) 7! F �G �H,jest odwzorowaniem trójliniowym.358. De�nicja. Symbolem L(V1; : : : ; Vr;W ) oznaczmy zbiór wszystkichr-liniowych odwzorowa« V1 � : : : � Vr ! W ; jest on przestrzeni¡wektorow¡ wzgl¦dem `zwykªych', tj. punktowych dziaªa« dodawaniai mno»enia przez liczby. W dalszym ci¡gu zajmiemy si¦ przede wszyst-kim przypadkiem V1 = : : : = Vr, wi¦c wprowad¹my jeszcze oznaczeniaLr(V ;W ) := L(V; : : : ; V| {z }r ;W ), Lr(V ) := Lr(V ;K ) = L(V; : : : ; V| {z }r ;K );elementy przestrzeni Lr(V ), tzn. r-liniowe funkcje V � : : : � V ! K ,nazywa si¦ formami r-liniowymi na V .359. Niech 1 ¬ i < j ¬ r; mówimy, »e odwzorowanie f : V � : : :� V ! Wjest antysymetryczne wzgl¦dem i-tego oraz j-tego argumentu, je±li8 v1; : : : ; vr 2 V : f(: : : ; vj; : : : ; vi; : : :) = �f(: : : ; vi; : : : ; vj; : : :).360. Fakt. Dla f : V � : : :� V !W nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:98



1. Dla ka»dej permutacji � 2 Sr zachodzi równo±¢:8 v1; : : : ; vr 2 V : f(v�(1); : : : ; v�(r)) = sgn(�) � f(v1; : : : ; vr); (*)2. 8 1 ¬ i < j ¬ r : f jest antysym. wzgl. argumentów o n.rach i; j;3. 8 1 ¬ i < r : f jest antysym. wzgl. argumentów o n.rach i; i+ 1.4. 8 1 < j ¬ r : f jest antysym. wzgl. argumentów o numerach 1; j.Bior¡c � := (i j) dostajemy 1.)2.3.4. Dowód odwrotnych implikacji zaczniemyod sprawdzenia, »e zbiór �f := f� 2 Sr : (*)g jest zamkni¦ty wzgl¦dem skªadania:je±li %; � 2 �f , to opócz (*) mamy f(w%(1); : : : ; w%(r)) = sgn(%) � f(w1; : : : ; wr)dla w1; : : : ; wr 2 V ; bior¡c wi := v�(i) dostajemy f(v��%(1); : : : ; v��%(r)) = sgn(%) �sgn(�)�f(v1; : : : ; vr), tzn. ��% 2 �f , gdy» sgn jest homomor�zmemgrup. Implikacja3.)1. wynika teraz z tego, »e transpozycje (1 2); (2 3); : : : ; (r�1 r) generuj¡ grup¦Sr oraz »e | na mocy 3. | ka»da z nich nale»y do �f . Analogicznie 2.)1. i 4.)1.361. De�nicja. Odwzorowanie f : V �: : :�V !W nazywa si¦ (caªkowicie)antysymetryczne, je±li speªnia powy»sze równowa»ne warunki.362. �wiczenie. Sformuªowa¢ i dowie±¢ analogiczny fakt charakteryzuj¡cyodwzorowania (caªkowicie) symetryczne.363. Fakt. Je±li odwzorowanie f jest r-liniowe, tzn. f 2 Lr(V ;W ), to dlaka»dej (ustalonej) pary 1 ¬ i < j ¬ r równowa»ne s¡ nast¦p. warunki:(a) f jest antysymetryczne wzgl¦dem i-tego oraz j-tego argumentu;(b) 8 v1; : : : ; vr 2 V : �vi = vj ) f(v1; : : : ; vi; : : : ; vj; : : : ; vr) = 0�.Pozwala to dla odwzorowa« wieloliniowych przeformuªowa¢ warunkiantysymetrii z faktu 360., np. warunkowi 2. mo»emy nada¢ posta¢f(v1; : : : ; vr) = 0, ilekro¢ dwa spo±ród wektorów v1; : : : ; vr s¡ równe.(a))(b) jest oczywiste. (b))(a): Dla uproszczenia zapisu we¹my i = 1; j = r = 2.Z 2-liniowo±ci mamy f(v1+v2; v1+v2) = f(v1; v1)+f(v1; v2)+f(v2; v1)+f(v2; v2),co po uwzgl¦dnieniu wªasno±ci (b) daje równo±¢ 0 = f(v1; v2) + f(v2; v1).364. Twierdzenie. Niech f 2 Lr(V ;W ); wtedy�f jest antysymetryczne �,  f zeruje si¦ na ka»dym liniowozale»nym ukªadzie r wektorów z V !.Zatem je±li f 2 Lr(V ;W ) jest antysymetryczne i r > dimV , to f = 0.) Gdy v1; : : : ; vr s¡ liniowo zale»ne, wtedy jeden z wektorów ukªadu, np. vr, jestkombinacj¡ liniow¡ pozostaªych, wi¦c z liniowo±ci wzgl¦dem r-tego argumentuf(v1; : : : ; vr) = f(v1; : : : ; vr�1; r�1Pj=1 vj�j) = r�1Pj=1 f(v1; : : : ; vj; : : : ; vr�1; vj)�j = 0.( Ukªad v1; v1; v2; : : : ; vr jest liniowo zale»ny, wi¦c f(v1; v1; : : : ; vr) = 0, to za±oznacza antysymetri¦ f wzgl. 1. i 2. argumentu itd.; st¡d i z faktu 360 wynika teza.365. Wniosek. Je±li f 2 Ln(V ;W ) jest odwzorowaniem antysymetrycznym,a wektory ui; vi 2 V s¡ takie, »e ka»dy z ukªadów u1; u2; : : : ; uk; vk,gdzie k 2 1; n� 1, jest liniowo zale»ny, np. vk 2 hu1; : : : ; uki, tof(u1; u2; : : : ; un) = f(u1; v1 + u2; v2 + u3; : : : ; vn�1 + un).Istotnie, warto±¢ prawej strony nie zmieni si¦, gdy pominiemy w niej skªadnik99



� v1, gdy» liniowa zale»no±¢ u1; v1; : : : sprawia, »e f(u1; v1; v2 + u3; : : :) = 0;� v2, gdy» lin. zale»no±¢ u1; u2; v2; : : : sprawia, »e f(u1; u2; v2; v3 + u4; : : :) = 0;� v3, gdy» lin. zale»no±¢ u1; u2; u3; v3; : : : sprawia, »e : : :366. De�nicja. Niech Vr(V �) := ff 2 Lr(V ) : f jest antysymetryczneg;jest to podprzestrze« Lr(V ), zªo»ona z antysymetrycznych form r-linio-wych na V ; jej elementy nazywaj¡ si¦ formami zewn¦trznymi stopnia r(albo, krócej, r-formami) na V ; Vr(V �) nosi nazw¦ r-tej pot¦gi ze-wn¦trznej przestrzeni V �; oczywi±cie V1(V �) = V �; z 364 wiemy, »eVr(V �) = f0g dla r > dimV .367. Przykªad. Je±li '1; '2 2 V �, to wzór f(v1; v2) := '1(v1)'2(v2) � '1(v2)'2(v1)okre±la pewn¡ 2-form¦ f 2 V2(V �) (oznaczan¡ zwykle symbolem '1 ^ '2 i zwan¡iloczynem zewn¦trznym '1 i '2). Zauwa»my, »e je±li '1; '2 s¡ l. niezale»ne, to f 6= 0,bowiem V ma baz¦ e1; : : : ; en, tak¡ »e '1 = e1, '2 = e2, gdzie ei(ej) = �ij (bazadualna), mamy wi¦c f(e1; e2) = 1. Odwrotnie, f = 0 dla l.zale»nych form '1; '2.368. De�nicja. Form¡ obj¦to±ci na przestrzeni wektorowej V nazywa si¦niezerowy element f 2 Vn(V �), gdzie n := dimV .W przypadku K = Rwarto±¢ f(v1; : : : ; vn) 2 Rnazywa si¦ obj¦to±ci¡ zorientowan¡(a jej moduª | obj¦to±ci¡ niezorientowan¡) równolegªo±cianu `rozpostartego' nav1; : : : ; vn, tzn. zbioru [0; 1]v1+ : : :+ [0; 1]vn = ft1v1+ : : :+ tnvn : ti 2 [0; 1]g � V .369. Fakt. Niech n = dimV oraz e1; : : : ; en b¦dzie baz¡ V . Wtedy ka»dan-forma f 2 Vn(V �) jest jednoznacznie okre±lona przez swoj¡ warto±¢f(e1; : : : ; en) 2 K . Wobec tego: (a) przestrze«Vn(V �) jest 1-wymiarowa;(b) je±li f i ~f s¡ dwiema formami obj¦to±ci na V , to 9� 2 K � : ~f = ��f .Rozªó»my ka»dy z wektorów v1; : : : ; vn w bazie e: vj = nPi=1 eixij, wtedy dzi¦kin-liniowo±cif(v1; : : : ; vn) = f� nPi1=1 ei1xi11 ; : : : ; nPin=1 einxinn � = nPi1;:::;in=1f(ei1 ; : : : ; ein) �xi11 � : : :�xinn .Wskutek antysymetrii liczba f(ei1 ; : : : ; ein) jest = 0, gdy ci¡g wska¹ników i1; : : : ; innie jest ró»nowarto±ciowy, wi¦c wkªad do sumy mog¡ wnosi¢ tylko ci¡gi postaci�(1); : : : ; �(n), gdzie � 2 Sn; ponadto f(e�(1); : : : ; e�(n)) = sgn(�)f(e1; : : : ; en),wi¦c f(v1; : : : ; vn) = � P�2Sn sgn(�)x�(1)1 � : : : � x�(n)n , (*)gdzie � := f(e1; : : : ; en) 2 K. Dowiedli±my tym samym, »e istnieje co najwy»ejjedna n-forma f o danej warto±ci � := f(e1; : : : ; en) 2 K; pozostaje teraz pokaza¢,funkcja f zde�niowana wzorem (*) jest n-form¡. Sprawd¹my liniowo±¢ wzgl¦dem(przykªadowo) 1. argumentu: v = �0v01+�00v001 oznacza, »e xi1 = �0x0i1+�00x00i1, wi¦cf(�0v01 + �00v001 ; v2; : : : ; vn) = � P�2Sn sgn(�)��0x0�(1)1 + �00x00�(1)1 � � : : : � x�(n)n == �0� P�2Sn sgn(�)x0�(1)1 � : : : � x�(n)n + �00� P�2Sn sgn(�)x00�(1)1 � : : : � x�(n)n == �0f(v01; v2; : : : ; vn) + �00f(v001 ; v2; : : : ; vn).Antysymetria: zast¦puj¡c w (*) wektory vj wektorami wj = v%(j) = nPi=1 eixi%(j),gdzie % 2 Sn, musimy w miejsce wspóªrz¦dnych xij wstawi¢ yij = xi%(j), zatem100



f(v%(1); : : : ; v%(n)) = � P�2Sn sgn(�)x�(1)%(1) � : : : � x�(n)%(n) .Suma nie zmieni si¦, gdy `wska¹nik' � przemianujemy na ��%, co wraz z � przebiegacaª¡ grup¦ Sn; otó» iloczyn x��%(1)%(1) � : : :�x��%(n)%(n) ro»ni si¦ tylko kolejno±ci¡ czynnikówod x�(1)1 � : : : � x�(n)n , za± sgn(� � %) = sgn(�) � sgn(%); tak wi¦c faktycznie mamyf(v%(1); : : : ; v%(n)) = sgn(%) � f(v1; : : : ; vn).370. Uwaga. W taki sam sposób mo»na otrzyma¢ ogólniejszy rezultat:ka»da r-forma f 2 Vr(V �), r 2 1; n, jest caªkowicie okre±lona(53)przez swe warto±ci f(ei1 ; : : : ; eir) dla wszystkich mo»liwych rosn¡cychci¡gów i1; : : : ; ir indeksów z 1; n. Poniewa» takich ci¡gów jest tyle, copodzbiorów (`kombinacji') r-elementowych zbioru n-elementowego, todimVr(V �) = �nr�; n := dimV .6.2 Wyznacznik macierzy371. Z ostatniego faktu wynika, »e dla n 2 N na przestrzeni K n istniejedokªadnie jedna forma obj¦to±ci, przyjmuj¡ca na bazie standardoweje1; : : : ;en przestrzeni K n warto±¢ równ¡ 1; form¦ t¦ nazywa si¦wyznacznikiem stopnia n.W takim razie wykazali±my nast¦puj¡ceTwierdzenie o Istnieniu i Jednoznaczno±ciWyznacznika:Istnienie: Istnieje funkcja Detn : K n � : : : � Kn ! K , maj¡ca trzynast¦puj¡ce wªasno±ci:(1) n-liniowo±¢; (2) antysymetria;(3) Detn(2664 1...0 3775 ; : : : ;2664 0...1 3775) = Detn(e1; : : : ;en) = 1 (unormowanie).Jednoznaczno±¢: Ka»de f : K n � : : : � K n ! K , maj¡ce wªasno±ci(1) i (2), ma posta¢ f(x1; : : : ;xn) = f(e1; : : : ;en) � Detn(x1; : : : ;xn),czyli f = � �Detn, gdzie � = f(e1; : : : ;en).372. De�nicja. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A 2 K nn nazywamyliczb¦ detnA := Detn(A1; : : : ;An), gdzie Ai 2 Kn s¡ kolumnami A.Zatem detn : Knn ! K jest jedyn¡ funkcj¡, która:(I) jest n-liniow¡ antysymetryczn¡ funkcj¡ kolumn;(II) przyjmuje warto±¢ 1 na macierzy jednostkowej.TIJW mówi, »e taka funkcja detn istnieje, oraz »e53Mamy mianowicie wzór f(v1; : : : ; vr) = P(i1;:::;ir)2Inr f(ei1 ; : : : ; eir)Xi1 ;:::;ir , stanowi¡cyuogólnienie (*); Inr jest �nr�-elementowymzbiorem wszystkich rosn¡cych ci¡gów (i1; : : : ; ir)o wyrazach z 1; n, natomiast Xi1 ;:::;ir = P�2Sr sgn(�)xi�(1)1 � : : : � xi�(r)r = det hxipq ip;q21;r .101



ka»de odwzorowanie f : Knn ! K , speªniaj¡ce warunek (I), jest postacif(A) = f(In) � detA .373. Odnotujmy, »e zgodnie ze wzorem (*) z punktu 369 zachodzi równo±¢(54)detA = P�2Sn sgn(�)A�(1)1 � : : : �A�(n)n .374. Wprawdzie wzór powy»szy odgrywa doniosª¡ rol¦, lecz rosn¡ca lawinowo wraz z nliczba n! skªadników sumy sprawia, »e bezpo±rednie jego stosowanie do obliczaniawyznaczników ma sens tylko dla n ¬ 3. Bior¡c n = 2 i n = 3 otrzymujemy z niego:det �A11 A12A21 A22 � = A11A22 �A21A12;det24A11 A12 A13A21 A22 A23A31 A32 A33 35 = A11A22A33 + A21A32A13 + A31A12A23 +�A31A22A13 �A11A32A23 �A21A12A33.Stosowanie ostatniego wzoru uªatwia mnemotechniczna reguªa Sarrusa; polegaona na zapami¦taniu tych zestawów wyrazów macierzy, których iloczyny opatru-jemy znakiem +, oraz tych zestawów, których iloczyny opatrujemy znakiem �:24 � � � 35 ;24 �� � 35 ;24 � �� 35| {z }ze znakiem + ;24 ��� 35 ;24 � �� 35 ;24 �� � 35| {z }ze znakiem � .�atwo to zapami¦ta¢, zauwa»aj¡c »e znaki `+' przypisujemy iloczynom trójek, ma-j¡cym `bok' równolegªy do @@ , a znaki `�' | maj¡cym `bok' równolegªy do ��.375. Uwaga. Liczb¦ detA oznacza si¦ cz¦sto symbolem ��������A11 A12 � � � A1n... ... � � � ...An1 An2 � � � Ann ��������.Pami¦tajmy wi¦c, »e np. � 2 3�7 6 � jest macierz¡, a wi¦c `zestawem liczb' (niektórzypisz¡ to jako � 2 3�7 6�), za± ���� 2 3�7 6 ���� | wyznacznikiem tej macierzy, a wi¦c liczb¡.6.3 Podstawowe wªasno±ci wyznacznika376. W de�nicji wyznacznika traktowali±my macierz jako zestaw kolumn; mo»na jednakte» postrzega¢ macierz jako zestaw wierszy, a w konsekwencji oprócz `wyznacznikakolumnowego' zde�niowa¢ analogiczny `wyznacznik wierszowy' macierzy. Okazujesi¦ jednak, »e nie ma takiej potrzeby: oba wyznaczniki, `wierszowy' i `kolumnowy',s¡ równe. Aby si¦ o tym przekona¢ wystarczy pokaza¢, »e nasz `kolumnowy' wy-znacznik jest antysymetryczn¡ funkcj¡ wieloliniow¡ nie tylko kolumn, ale i wierszy;to za± wynika w oczywisty sposób z nast¦puj¡cego faktu:377. Fakt. Transpozycja nie zmienia wyznacznika, tzn. det(AT ) = detA .54Od tego miejsca b¦dziemy zazwyczaj pisa¢ krótko `detA' zamiast `detnA'.102



Zamiana A na AT we wzorze 373 daje det(AT ) = P�2Sn sgn(�)A1�(1) � : : : �An�(n).Ustawiaj¡c czynniki w kolejno±ci numerów kolumn dostajemy A1�(1) � : : :�An�(n) == A��1(1)1 �: : :�A��1(n)n; zarazem sgn(�) = sgn(��1), wi¦c po przemianowaniu ��1na %, a P� na P% (co mo»emy zrobi¢ dzi¦ki temu, »e przyporz¡dkowanie � 7! ��1jest bijekcj¡ Sn ! Sn; mówi¡c obrazowo: wraz z � tak»e ��1 przebiega jednokrotniecaªy zbiór Sn) dostajemy det(AT ) = P%2Sn sgn(%)A%(1)1 � : : : �A%(n)n = detA.378. Wniosek(55). Dla f : K nn ! K nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:� f jest antysymetryczn¡ funkcj¡ wieloliniow¡ kolumn macierzy;� f jest antysymetryczn¡ funkcj¡ wieloliniow¡ wierszy macierzy;� f jest postaci f(A) = c � detA, gdzie (oczywi±cie) c = f(In).Poj¦cie wyznacznika jest ogromnie wa»ne gªównie dlatego, »e zachodzi nast¦puj¡cy379. Fakt (wzór Cauchy'ego). Wyznacznik det : K nn ! K jest funkcj¡multiplikatywn¡, tzn. det(AB) = detA � detB dla A;B 2 K nn.Kolumnami macierzy AB s¡ wektory AB1; : : : ;ABn, wi¦c fA(B) := det(AB)przy ustalonej macierzy A jest antysymetryczn¡ funkcj¡ n-liniow¡ kolumn B; st¡dfA(B) = fA(In) � detB = detA � detB.380. Fakt. Wyznacznik macierzy górnotrójk¡tnej (lub dolnotrójk¡tnej) jestiloczynem jej wyrazów diagonalnych(56).Zastosujmy wzór 373. Z zaªo»enia speªniony jest warunek Aij 6= 0 ) i ¬ j, wi¦cA�(1)1 : : :A�(n)n 6= 0 implikuje �(1) ¬ 1; �(2) ¬ 2; : : : ; �(n) ¬ n, co dla permutacjioznacza, »e �(1) = 1; : : : ; �(n) = n, tj. � = id; zatem suma, jak¡ jest detA, ma conajwy»ej jeden niezerowy skªadnik, mianowicie A11 : : :Ann, QED.Inny dowód (bardziej bezpo±redni, nie wymagaj¡cy wzoru 373). Zastosujemy 365.Macierz górnotrójk¡tna ma kolumny postaci Ak = vk�1 + uk, gdzie uk := Akkek,v0 := 0, za± vj 2 Vj := he1; : : : ; eji; zatem ka»dy z ukªadów u1; : : : ;uk;vk jestliniowo zale»ny (k + 1 wektorów w k-wymiarowej przestrzeni Vk). St¡d teza.381. Fakt. det "A B0 D # = detA � detD = det "A 0C D #dla A 2 K pp, B 2 K pq, C 2 K qp, D 2 K qq, czyli wyznacznik macierzy®blokowo trójk¡tnej¯ jest iloczynem wyznaczników bloków diagonalnych.Oczywi±cie przez indukcj¦ mo»emy ten rezultat uogólni¢ na dowoln¡liczb¦ bloków, np. det264A B C0 D E0 0 F 375 = detA � detD � detF .Z wªasno±ci wyznacznika jest jasne, »e f(A;B;D) := det �A B0 D � jest antysyme-tryczn¡ p-liniow¡ funkcj¡ kolumn A (przy ustalonych B;D), wi¦c z 378. mamyf(A; B;D) = f(Ip; B;D) � detA; tak samo f(Ip; B;D) jest antysymetryczn¡55Szalenie wa»ny.56Macierz kwadratowa A = �Aij � 2 Knn nazywa si¦ górnotrójk¡tna, je±li s¡ zeramiwszystkie jej wyrazy le»¡ce pod gªówn¡ przek¡tn¡, tzn. je±li Aij = 0 dla i > j; A jest ±ci±letrójk¡na, gdy ponadto 8i : Aii = 0. Analogicznie de�niujemy macierze dolnotrójk¡tne.103



q-liniow¡ funkcj¡ wierszy D, wi¦c f(Ip ; B;D) = f(Ip ; B; Iq) � detD. Wreszcief(Ip;B; Iq) = (wyznacznik macierzy trójk¡tnej o jedynkach na diagonali) = 1. (57)382. De�nicja. Dla A = [Aij] 2 K nn niech A6=i 6=j oznacza podmacierz A,uzyskan¡ przez wykre±lenie kolumny i wiersza zawieraj¡cych wyrazAij.Liczb¦ (�1)i+j detA6=i 6=j nazywa si¦ dopeªnieniem algebraicznymwyrazu Aij; b¦dziemy j¡ oznacza¢ symbolem ~Aji. Zwró¢my uwag¦ nanotacj¦: ~A12 jest dopeªnieniem algebraicznym wyrazu A21, a nie A12.Niech ~A = [ ~Aji] b¦dzie macierz¡ dopeªnie« algebraicznych.383. Przykªady. A = � a bc d � ) ~A = � d �b�c a �,A = 24 a1 a2 a3b1 b2 b3c1 c2 c3 35 ) ~A = 24 b2c3 � c2b3 c2a3 � a2c3 a2b3 � b2a3b3c1 � c3b1 c3a1 � a3c1 a3b1 � b3a1b1c2 � c1b2 c1a2 � a1c2 a1b2 � b1a2 35.384. Twierdzenie. Zachodzi wzór A ~A = ~AA = (detA)In , co oznacza, »e8i; k 2 1; n : nPj=1Aij ~Ajk = (detA)�ik; nPj=1 ~Ai jAjk = (detA)�ik.Dla ustalonej pary i; k oznaczmy f(A) := nPj=1Aij ~Ajk. Skoro wielko±¢ Aij jest li-niow¡ funkcj¡ kolumny Aj , za± wielko±¢ ~Ajk | wieloliniow¡ funkcj¡ pozostaªych(wszystkich, prócz j-tej) kolumn A, to skªadnik Aij ~Ajk, a wi¦c tak»e suma f(A),jest wieloliniow¡ funkcj¡ kolumn A. Sprawdzimy, »e f(A) jest antysymetryczn¡funkcj¡ kolumn: je±li 9j : Aj = Aj+1, to ~Ajk = � ~Aj+1k (gdy» A 6=k6=j = A 6=k6=j+1,za± (�1)j+k = �(�1)j+1+k), natomiast ~Alk = 0 dla l 2 1; n n j; j + 1 (bo macierzA6=k6=l ma dwie jednakowe kolumny); zatem �9j : Aj = Aj+1�) f(A) = 0, co, jakwiemy, jest równowa»ne antysymetrii f(A) = f(A1; : : : ;An).Wobec tego f(A) = f(In) � detA; pozostaje zauwa»y¢, »e f(In) = �ik, gdy» dlaA = In mamy Aij = �ij oraz ~Ajk = �jk. Drugi wzór wyprowadza si¦ analogicznie.385. Wniosek. 8i ¬ n: nPj=1Aij ~Aji = detA , 8j ¬ n: nPi=1Aij ~Aji = detA .Wzory te nazywa si¦ rozwini¦ciami Laplace'a; daj¡ one rozwini¦cia wyznacznikawzgl¦dem i-tego wiersza (1. wzór) oraz wzgl¦dem j-tej kolumny (2. wzór).386. Przykªad. Dla macierzy A = 2664 2 11 4 916 7 5 143 12 10 18 6 13 153775 rozwini¦cia detA wzgl¦dem drugiejkolumny oraz wzgl¦dem trzeciego wiersza wygl¡daj¡ nast¦puj¡co:detA = (�11) ������ 16 5 143 10 18 13 15 ������ + 7 ������ 2 4 93 10 18 13 15 ������� 12 ������ 2 4 916 5 148 13 15 ������+ 6 ������ 2 4 916 5 143 10 1 ������;57Wzór f(Ip; B; Iq) = 1 mo»na wykaza¢ bez tw. o wyznaczniku macierzy trójk¡tnej:8� : �pf(Ip;B; Iq)=1: f(�Ip; �B; Iq)=2: �pf(Ip; �B; Iq) dzi¦ki jednorodno±ci wyznacznikawzgl¦dem wierszy (1.) i kolumn (2.). St¡d to»samo±¢ f(Ip;B; Iq) = f(Ip; �B; Iq); musiona zachodzi¢ nawet dla � = 0, gdy» zale»no±¢ f(Ip; �B; Iq) od � jest wielomianowa.104



detA = 3 ������ 11 4 97 5 146 13 15 ������ � 12 ������ 2 4 916 5 148 13 15 ������+ 10 ������ 2 11 916 7 148 6 15 ������� 1 ������ 2 11 416 7 58 6 13 ������.387. Przykªad. Maj¡c dane n  2 liczb x1; : : : ; xn 2 K utwórzmy nast¦pu-j¡cy wyznacznik stopnia n, nazywany wyznacznikiem Vandermonde'a:V (x1; : : : ; xn) := ������������� 1 1 : : : 1x1 x2 : : : xnx12 x22 : : : xn2... ... . . . ...x1n�1 x2n�1 : : : xnn�1 �������������.Na przykªad dla n = 2 i n = 3 mamy: V (a; b) = ���� 1 1a b ���� = b� a,V (a; b; c) = ������ 1 1 1a b ca2 b2 c2 ������ = bc2 + ca2 + ab2 � b2c � c2a� a2b = (b� a)(c� a)(c� b).Fakt. Wyznacznik Vandermonde'a wyra»a si¦ nast¦puj¡cym wzorem:V (x1; : : : ; xn) = Qi<j(xj � xi).W konsekwencji V (x1; : : : ; xn) 6= 0 () x1; : : : ; xn s¡ parami ró»ne(58).Niech f(x) := V (x1; : : : ; xn�1; x); traktuj¡c x1; : : : ; xn�1 jako parametry rozwi«mywyznacznik f(x) wzgl¦dem ostatniej kolumny; wida¢ wtedy, »e f(x) jest wielomia-nem stopnia ¬ n� 1, przy czym wspóªczynnikiem przy xn�1 jest V (x1; : : : ; xn�1).Ponadto f(x1) = 0; : : : ; f(xn�1) = 0 (wyznacznik macierzy o dwóch jednakowychkolumnach), wi¦c f(x) = C(x � x1) : : : (x � xn�1), gdzie C = V (x1; : : : ; xn�1).Dla zako«czenia dowodu wystarczy teraz zastosowa¢ prost¡ indukcj¦ wzgl¦dem n.Poznamy teraz dalsze przykªady po»ytków z twierdzenia 384:6.4 Macierze nieosobliwe, wzory Cramera388. Twierdzenie. Je±li A 2 K nn, to nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:(1) detA 6= 0;(2) A jest odwracalna (czyli 9B : AB = BA = In);(3) A ma lew¡ lub praw¡ odwrotno±¢: 9B : AB = In lubBA = In;(4) 8 b 2 K n: ukªad Ax = b ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie x;(5) 9 b 2 K n: ukªad Ax = b ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie x;(6) kerA = 0 (czyli dla b = 0 ukªad ma tylko jedno rozwi¡zanie);(7) rkA = n (czyli dla ka»dego b 2 Kn ukªad ma rozwi¡zanie).(1) ) (2), gdy» na mocy twierdzenia 384 przy D = detA 6= 0 macierz B := 1D ~Ama wªasno±ci AB = BA = In, tzn. jest odwrotno±ci¡ A. (2) ) (3) oczywiste.(3)) (1), gdy» AB = In ) detA detB = 1 (ze wzoru Cauchy'ego)) detA 6= 0.(4) ) (5) oczywiste. (5) ) (6), gdy» je±li u 2 kerA i Ax = b, to A(x + u) = b,58Wynikanie `)' jest widoczne wprost z de�nicji: je±li xi = xj, i 6= j, to V (x1; : : : ; xn)jest wyznacznikiem macierzy, która ma dwie kolumny równe (i-t¡ i j-t¡), wi¦c jest zerem.105



sk¡d (jednoznaczno±¢) x + u = x, tj. u = 0. (6), (7), gdy» dimkerA+rkA = n.(7) , (4): rkA = n () dim hA1; : : : ;Ani = n () hA1; : : : ;Ani = Kn ()kolumny A tworz¡ baz¦ Kn, zob. 233(c); z kolei wobec wzoru Ax = PAiximamy Ax = b () b jest kombinacj¡ liniow¡ kolumn A o wspóªczynnikach xi.(4) ) (2) Niech e1; : : : ; en b¦dzie standardow¡ (zerojedynkow¡) baz¡ Kn, za± dlai 2 1; n niech xi b¦dzie rozwi¡zaniem ukªadu Axi = ei. Wtedy A[x1j : : : jxn] =[e1j : : : jen] = In, tzn. mamy AX = In, sk¡d detA detX = 1, a wi¦c detA 6= 0.(2)) (4), gdy» wtedy Ax = b () A�1�Ax� = A�1b () x = A�1b.389. �wiczenie. Dowie±¢, »e je±li A;B 2 Knn s¡ takie, »e AB = In, to tak»e BA = In.390. Macierz¡ nieosobliw¡ nazywamy macierz kwadratow¡, speªniaj¡c¡ rów-nowa»ne warunki (1)..(7); jak widzieli±my w `(1) ) (2)' mamy wzórA�1 = 1detA ~A .Jest to wa»ny i po»yteczny wzór, lecz je±li chodzi o odwracanie macierzy nu-merycznych, jego przydatno±¢ ogranicz si¦ do n ¬ 3; warto np. stosowa¢ wzór� a bc d ��1 = 1ad�bc � d �b�c a �.391. De�nicja. Ukªad równa« liniowych 8><>: A11x1 + : : :+A1nxn = b1: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Am1 x1 + : : :+Amnxn = bmtzn. Ax = b, nazywa si¦ cramerowski, je±li m = n (tzn. niewiadomychjest tyle, co równa«) oraz macierz A jest nieosobliwa, tzn. detA 6= 0.392. Fakt. Je±li ukªad równa« Ax = b (gdzie A 2 Knn oraz b 2 Kn)jest cramerowski, to: (a) ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie x = 264 x1� � �xn 375;(b) rozwi¡zanie tego ukªadu mo»na otrzyma¢ z tzw. wzorów Cramera:xj = DjD , gdzie D := detA;Dj = � wyznacznik macierzy, otrzymanej z Aprzez zast¡pienie kolumny Aj wektorem b� :(a) Poniewa» A�1 istnieje, to Ax = b () A�1Ax = A�1b () x = A�1b,co oznacza istnienie i jednoznaczno±¢ rozwi¡zania.(b) Poka»emy, »e je±li Ax = b, to Dj = Dxj , i to nawet bez zaªo»enia, »e D 6= 0:Sposób 1. Ax = b () b =Pi Aixi, zatem z liniowo±ci wyznacznika wzgl. j-tejkolumny dostajemy Dj = det[A1; : : : ; b; : : : ;An] = det[A1; : : : ;Pi Aixi; : : : ;An] ==Pi xi det[A1; : : : ;Ai; : : : ;An] = xj detA = xj �D.Sposób 2. ~AA = D In, wi¦c konsekwencj¡ Ax = b jest Dx = ~AAx = ~Ab; st¡dDxj =Pi ~Ajibi = �rozwini¦cie det[A1; : : : ; b; : : : ;An] wzgl. kolumny b� = Dj .393. Przykªad. 24 p� 4 p� 3 p� 2p+ 1 p� 1 p+ 2p+ 3 p p+ 43524 x1x2x3 35 = 24 3p535, p 2 K |parametr. Stosuj¡c `sche-106



mat Sarrusa' dostajemy D = 4 � p, D1 = �3p2 + 25p � 52 = (4 � p)(3p � 13),D2 = �p2 � 5p + 36 = (4 � p)(p + 9), D3 = 4p2 � 27p + 44 = (p � 4)(4p � 11).Zatem ukªad jest cramerowski () p 6= 4 i ma wtedy dokªadnie jedno rozwi¡zaniex = 24 3p� 13p+ 9�4p+ 1135. Z kolei w przypadku p = 4 mo»emy zastosowa¢ metod¦ operacjielementarnych, dostaj¡c rozwi¡zanie ogólne x = 24�113�5 35+ �24 02�135.394. Uwaga. Jak widzieli±my, relacje Dj = Dxj s¡ konsekwancj¡ równaniaAx = b nawet wtedy, gdy D = detA = 0. Zatem je±li ukªad niecra-merowski (tzn. taki, »e D = 0) ma rozwi¡zanie, to D1 = : : : = Dn = 0.To samo mo»na wyrazi¢ w innej formie: je±li D = 0, przy czym cho¢jeden z wyznaczników Dj jest 6= 0, to ukªad jest sprzeczny.Jednak»e(59) odwrotne wynikanie jest faªszywe. Aby to sobie wyra¹nieu±wiadomi¢, wystarczy rozwa»y¢ i zapami¦ta¢ dwa bardzo proste, leczpouczaj¡ce przykªady, w których D = D1 = D2 = 0:(I) " 0 00 0 #x = " 10 #, (II) " 1 00 0 #x = " 00 #.6.5 Wyznacznik endomor�zmu395. De�nicja.Wyznacznikiem endomor�zmu F 2 End V nazywamy liczb¦detF := det([F ]ee) ; nie zale»y ona od wyboru bazy e przestrzeni V .det�[F ]ff� = det�P [F ]eeP�1� =���detP: det�[F ]ee�:����det(P�1), gdzie P := [idV ]fe.396. Multiplikatywno±¢ A 7! detA daje nast¦puj¡ce wªasno±ci funkcji det : EndV ! Kdet(F1F2) = detF1 � detF2 dla F1; F2 2 EndV (wzór Cauchy'ego);det(FG) = det(GF ) , gdy V F�! W , W T�! V , dimV = dimW (60);wobec tego det(AFA�1) = detF , gdy F 2 End V oraz A : V �=�! W ;detF = 0 () operator F jest osobliwy, tzn. kerF 6= f0g.397. Uwaga. Nie da si¦ sensownie zde�niowa¢ wyznacznika operatora F 2 L(V ;W )dla dowolnej pary przestrzeni V;W ; co wi¦cej, nie da si¦ tego zrobi¢ nawet wtedy,gdy ograniczymy si¦ do par przestrzeni V;W takich, »e dimV = dimW .Nie da si¦ tak»e sensownie zde�niowa¢ wyznacznika np. formy kwadratowej; to samodotyczy wielu innych `liniowych obiektów geometrycznych nad przestrzeni¡ V ',opisuj¡cych si¦ macierz¡ kwadratow¡ zale»n¡ od wyboru bazy e.59Wbrew zadziwiaj¡co popularnej opinii, od lat spotykanej cz¦sto na kolokwiach iegzaminach.60 Jest to istotne zaªo»enie, gdy» np. [1 0] � 10 � = [1] 6= 0, det(� 10 � [1 0]) = ���� 1 00 0 ���� = 0.107



7 Formy kwadratowei przestrzenie euklidesowe7.1 Formy dwuliniowe398. Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡ nad ciaªem K. Przy-pomnijmy, »e L2(V ) = L(V; V ;K) = �dwuliniowe odwzorowania b : V � V ! K	,a elementy przestrzeni L2(V ) nazywa si¦ formami dwuliniowymi na V (61).Wa»ny Przykªad formy dwuliniowej stanowi funkcja b = � 
  , okre±lona dladanych �;  2 V � wzorem b(u; v) := �(u) (v). Zobaczymy wkrótce, »e ka»dyb 2 L2(V ) jest sum¡ elementów tej postaci; co wi¦cej, je±li ukªad e1; : : : ; en jestbaz¡ V , to n2 form ei 
 ej tworzy baz¦ przestrzeni L2(V ) (62).399. Fakt (kanoniczny izomor�zm L2(V ) �= L(V ;V �) ).(1) Je±li b 2 L2(V ), to F (v) := b( � ; v) 2 V � dla v 2 V , przy czym takokre±lone odwzorowanie F jest liniowe: F 2 L(V ;V �).(2) Je±li F 2 L(V ;V �), to wzór b(u; v) := hF (v); ui okre±la pewn¡form¦ dwuliniow¡ b 2 L2(V ).(3) Opisane w (1) i (2) odwzorowania b 7! F i F 7! b s¡ wzajemnieodwrotnymi izomor�zmami przestrzeni L2(V ) i L(V ;V �).Jak ªatwo si¦ domy±li¢, zapis typu � = b( � ; v) oznacza, »e 8u : �(u) = b(u; v).Sprawdzenie (1)..(3) stanowi ªatwe ¢wiczenie. Zauwa»my, »e `teoriomnogo±ciowymaspektem' (na poziomie samych zbiorów i odwzorowa«, bez struktur wektorowych iliniowo±ci) jest spostrze»enie, »e dla dowolnych zbiorów K;U; V mamy kanoniczn¡bijekcj¦ KU�V �= �KU�V , dan¡ przez b 7! b̂, gdzie b̂(v) := b( � ; v), tzn. (b̂(v))(u) =b(u; v) (dla przypomnienia: KV oznacza zbiór wszystkich odwzorowa« V ! K).W dalszym ci¡gu chc¡c zaznaczy¢, »e b i F s¡ zwi¡zane powy»szymirelacjami, tzn. »e F (v) = b( � ; v) oraz b(u; v) = hF (v); ui, b¦dziemypisa¢ F = Fb lub b = bF .400. De�nicja. Rz¦dem formy dwuliniowej b nazywamy rz¡d operatora Fb,tzn. liczb¦ rk(Fb) 2 0;dimV ; oznaczamy j¡ symbolem rk b. Mówimy, »eforma b jest niezdegenerowana, je±li rk b = dimV .401. Oznaczenie. Dla b 2 L2(V ) oznaczmy bT (u; v) := b(v; u), wtedy oczy-wi±cie bT 2 L2(V ); operacj¦ b 7! bT nazywa si¦ transpozycj¡ lub prze-stawieniem na przestrzeni L2(V ). Jej oczywistymi wªasno±ciami s¡:(1) liniowo±¢; (2) inwolutywno±¢: �bT�T = b.Forma b jest symetryczna, je±li b(u; v) = b(v; u), za± antysymetryczna,je±li b(u; v) = �b(v; u) dla ka»dych u; v 2 V . Oczywi±cie mo»na te wa-runki zapisa¢ w krótszej postaci:61Litera `b' nawi¡zuje tu do angielskiego sªowa bilinear (`dwuliniowy'); spotykane czasemw »argonie matematycznym sªowo `biliniowy' wydaje si¦ stylistycznie niefortunne: brzmirównie dziwacznie (i pretensjonalnie), jak cho¢by sªowa `bikrotny', `bistronny' itp.62Posªuguj¡c si¦ poj¦ciem tzw. iloczynu tensorowego mówi si¦ w takiej sytuacji, »e prze-strze« wektorowa L2(V ) mo»e by¢ uto»samiana z iloczynem tensorowym V � 
 V �.108



bT = b (symetria) b¡d¹ bT = �b (antysymetria).402. Fakt. L2(V ) jest sum¡ prost¡ L2(V ) = L+2 (V ) _+ L�2 (V ) podprzestrzeniL+2 (V ) = (formy symetryczne) i L�2 (V ) = (formy antysymetryczne).Inaczej mówi¡c: ka»da forma dwuliniowa b 2 L2(V ) ma jednoznaczny roz-kªad b = b+ + b� na sum¦ formy symetrycznej b+ i antysymetrycznej b�.Je±li b ma rozkªad b = b++b�, gdzie bT� = �b�, to bT = b+�b�; z tych dwóch rów-na« wynikaj¡ wzory b+ = 12 (b+ bT ), b� = 12(b � bT ) , a zatem rozkªad mo»e by¢co najwy»ej jeden. Gdy z kolei ostatnie wzory przyjmiemy za de�nicj¦ b�, wtedyoczywi±cie b¦dzie b� 2 L�2 (V ) oraz b = b+ + b�, co dowodzi istnienia rozkªadu.�wiczenie. Sprawdzi¢, »e(1) b = �
  ) bT =  
 �. (2) rk b = 1 () 9�;  2 V � : b = �
  .(3) FbT = (Fb)T , co oznacza, »e je±li formie b odpowiada operator F 2 L(V ;V �), tobT odpowiada operator F T 2 L(V ��;V �) = L(V ;V �), transponowany wzgl¦dem F .(4) kerFb = fv 2 V : b( � ; v) = 0g (tzw. `lewe j¡dro b') jest podprzestrzeni¡ Vwymiaru dimV � rk b; `prawe j¡dro b', tzn. podprzestrze« fu 2 V : b(u; � ) = 0g,ma taki sam wymiar, gdy» jest j¡drem operatora F Tb , a jak wiemy rkFT = rkF .(5) Je±li b 2 L+2 (V ) lub b 2 L�2 (V ), to `prawe j¡dro' pokrywa si¦ z `lewym'.(6) b jest niezdegenerowana () jest dwoisto±ci¡, tzn. (V; V ; b) jest par¡ dwoist¡.403. De�nicja. Je±li b 2 L2(V ), a e jest baz¡ e1; : : : ; en przestrzeni V , tomacierz kwadratowa [bij] 2 K nn o wyrazach bij := b(ei; ej) nazywasi¦ macierz¡ formy dwuliniowej b w bazie e i oznacza symbolem [b]e.Zauwa»my, »e:i. Macierz [b]e w peªni okre±la form¦ b, gdy» rozpisuj¡c u; v 2 V w ba-zie e: u =Pi eixi, v = Pj ejyj, wskutek dwuliniowo±ci b dostajemy:b(u; v) = Pi Pj b(eixi; ejyj) = nPi;j=1 b(ei; ej)xiyj.ii. Je±li F = Fb, to [b]e = [F ]e�e, gdzie e� jest baz¡ V � sprz¦»on¡ wzgl¦-dem e. Istotnie, i-t¡ wspóªrz¦dn¡ w bazie e� formy � = F (ej) jest�(ei) = hF (ej); eii = b(ei; ej), a wi¦c F ij = bij.iii. [bT ]e = ([b]e)T , czyli transponowaniu formy odpowiada transpozycjajej macierzy; st¡d (b jest (anty-)symetryczna) () (macierz [b]ejest (anty-)symetryczna, za± macierzami cz¦±ci b+ i b� s¡ cz¦±¢ sy-metryczna i antysymetryczna B� = 12(B �BT ) macierzy B = [b]e.404. Uwaga. W notacji macierzowej wzór i. ma posta¢ b(u; v) = [u]T [b][v] ,gdzie [u] = [u]e i [v] = [v]e s¡ macierzami wektorów u; v, a [b] = [b]e jestmacierz¡ formy b, przy czym oczywi±cie wszystkie te macierze musz¡si¦ odnosi¢ do tej samej bazy.Wniosek. Dla V = Kn ka»da forma dwuliniowa b 2 L2(V ) jest postacib(u;v) = uTBv,109



(iloczyn macierzy z K 1n, K nn, Kn1 jest liczb¡!), gdzie B 2 K nn jestpewn¡ (okre±lon¡ jednoznacznie) macierz¡, mianowicie B = [b]st.405. Fakt. Je±li e1; : : : ; en jest baz¡ V �, sprz¦»on¡ wzgl¦dem bazy e1; : : : ; en,to ukªad n2 form dwuliniowych ei 
 ej, gdzie i; j 2 1; n, tworzy baz¦przestrzeni L2(V ); w konsekwencji dimL2(V ) = n2.W oznaczeniach 403 mamy (ei 
 ej)(u; v) = ei(u)ej(v) = xiyj , a wi¦c wzór i.oznacza, »e b = bijei 
 ej ; zatem ukªad form ei 
 ej rozpina L2(V ). Ponadto ukªadten jest l. niezale»ny, gdy» warto±ci¡ formyPi;j �i;jei 
 ej na parze (u; v) = (ek; el)jest �k;l.406. Wniosek. Formy ei 
 ej + ej 
 ei, gdzie 1 ¬ i ¬ j ¬ n, tworz¡ baz¦L+2 (V ); formy ei
ej�ej
ei, gdzie 1 ¬ i < j ¬ n, tworz¡ baz¦ L�2 (V ).Zatem dimL+2 (V ) = 12n(n + 1), dimL�2 (V ) = 12n(n� 1).407. Zmiana bazy. Je±li oprócz e mamy inn¡ baz¦ f , za± A = [idV ]ef , tzn.fk = Pi eiAik, to korzystaj¡c z dwuliniowo±ci dostajemyb(fk; fl) = b(Pi eiAik;Pj ejAjl) = Pi;j AikAjlb(ei; ej).W zapisie macierzowym oznacza to, »e [b]f = AT [b]eA; A = [idV ]ef .408. Uwaga. Wyznacznik det[ b ]e zale»y od bazy, a wi¦c nie jest niezmiennikiem b;wobec tego nie ma poj¦cia `wyznacznika formy dwuliniowej', tym bardziej nie maj¡sensu takie obiekty, jak `wielomian charakterystyczny' czy `warto±ci i wektory wªa-sne' formy dwuliniowej; cz¦sto jednak spotyka si¦ z ignorancj¡ w tych sprawach.Natomiast jest niezmiennikiem (tzn. nie zale»y od bazy) znak wyznacznika det[ b ]e.7.2 Formy kwadratowe409. De�nicja. Dla b 2 L2(V ) funkcj¦ Qb : V ! K , okre±lon¡ wzoremQb(v) := b(v; v), nazywamy form¡ kwadratow¡, okre±lon¡ przez form¦ blub stowarzyszon¡ z b(63). Funkcj¦ Q : V ! K nazywamy form¡ kwa-dratow¡ na przestrzeni V , je±li istnieje forma b 2 L2(V ), taka »eQ = Qb.410. Uwaga. Je±li b = �
  , to Qb = � = (zwykªy iloczyn funkcji �;  : V ! K) jestfunkcj¡ wielomianow¡ jednorodn¡ stopnia 2. Dla dimV <1 jest to te» prawd¡ dlaka»dej formy kwadratowej, gdy» b 2 L2(V ) jest sum¡ skªadników postaci bijei
 ej .411. Fakt (wªasno±ci form kwadratowych): Dla ka»dych u; v 2 V oraz � 2 K1� Q(�v) = �2Q(v); 2� Q(u+ v) +Q(u� v) = 2(Q(u) +Q(v)).63Qb jest `cz¦±ci¡ diagonaln¡ funkcji b', tj. jej obci¦ciem do `diagonali' f(v; v) : v 2 V g`kwadratu kartezja«skiego' V � V = f(u; v) : u; v 2 V g.Nietrudno si¦ domy±li¢, »e po formach liniowych i kwadratowych mo»na by rozwa»a¢ formysze±cienne na przestrzeni V , czyli funkcje V ! K postaci v 7! t(v; v; v), gdzie t 2 L3(V ).110



Wzór 2� nazywa si¦ reguª¡ równolegªoboku(64); wynika on natychmiast z równo±ciQ(u� v) = b(u� v; u� v) = b(u; u)� b(u; v) � b(v; u) + b(v; v).412. Jak sprawdzi¢, czy dana funkcja Q : V ! K jest form¡ kwadratow¡? Okazuje si¦, »ew gruncie rzeczy tym pytaniem nie warto sobie zawraca¢ gªowy, podobnie np. jakpytaniem, w jaki sposób rozpozna¢, czy co± jest wielomianem(65). Je±li Q jest form¡kwadratow¡, to jest to po prostu widoczne wprost z jej okre±lenia(66), i nawet gdyw tym okre±leniu b nie pojawia wprost, to zawsze ªatwo odgadn¡¢, jak wygl¡da:Przykªad. Dla Q : K3 ! K, Q(x) = x21 + 3x1x2 + 4x2x3 równo±¢ Q(x) = b(x;y)dostaniemy, bior¡c b(x;y) = x1y1 + 3x1y2 + 4x2y3; równie dobrym b 2 L2(K3) jestb(x;y) = x1y1 + 3x2y1 + 4x3y2 lub b(x;y) = x1y1 + x1y2 + 2x2y1 + 3x2y3 + x3y2.Mo»my tak»e wybra¢ b(x;y) = x1y1 + 32x1y2 + 32x2y1 + 2x2y3 + 2x3y2, a wtedyb¦dzie speªniony warunek symetrii b(x;y) = b(y;x), czyli b 2 L+2 (K3).Je±li jednak koniecznie chcemy mie¢ ogólny sposób wykazywania, »e jakie± zadane Qnie jest form¡ kwadratow¡, albo je±li chcemy rozwia¢ w¡tpliwo±ci, czy napotkana wjakim± podr¦czniku `dziwna' de�nicja formy kwadratowej jest równowa»na z nasz¡,to warto w charakterze bardzo ªatwego ¢wiczenia udowodni¢ nast¦puj¡cyFakt. Maj¡c dan¡ funkcj¦ Q : V ! K okre±lmy funkcj¦ b : V � V ! K wzoremb(u; v) := 12�Q(u + v) � Q(u)� Q(v)�; wtedy (0) ) (1) ) (2) ) (3)) (0), gdzie:(0) Q jest form¡ kwadratow¡;(1) b 2 L2(V ) oraz 8�; v : Q(�v) = �2Q(v);(2) b 2 L2(V ) oraz 8v : Q(2v) = 4Q(v);(3) b 2 L2(V ) oraz Q = Qb.Zatem ka»dy z warunków (1), (2), (3) mo»e by¢ de�nicj¡ formy kwadratowej(67).413. Dygresja. Je±li Q : V ! K jest funkcj¡, a b(u; v) := 12�Q(u + v) � Q(u) � Q(v)�,to nietrudno pokaza¢, »e warunek równolegªoboku 2� jest równowa»ny temu, »e bjest form¡ Q-dwuliniow¡. Wynika st¡d, »e dla Q 6�� K warunki 1� i 2� s¡ niezale»ne,a tak»e, »e istniej¡ Q speªniaj¡ce 1� i 2�, lecz nie b¦d¡ce form¡ kwadratow¡; nato-miast dla K = Q warunek 2� implikuje, »e Q = Qb jest form¡ kwadratow¡; zatemw tym przypadku warunki 1� i 2� w peªni charakteryzuj¡ formy kwadratowe.Znacznie trudniej pokaza¢, »e dla K = R lub C (ogólniej: dla ciaªa K charakterystki6= 2, maj¡cego elementy niealgebraiczne) oraz dimV  2 istniej¡ funkcje Q : V ! Ko wªasno±ciach 1�; 2�, nie b¦d¡ce formami kwadratowymi.414. ®Wzór polaryzacyjny¯: b+(u; v) = 12 [Qb(u+ v)�Qb(u)�Qb(v)]wyra»a b+, tzn. symetryczn¡ cz¦±¢ formy b 2 L2(V ), przez Qb; zatemforma kwadratowa Qb zawiera peªn¡ informacj¦ o symetrycznej cz¦±ci b.Mamy Qb(u + v) = b(u + v; u + v) = b(u; u)| {z }=Qb(u)+ b(v; v)| {z }=Qb(v)+ b(u; v) + b(v; u)| {z }=2b+(u;v) dzi¦ki2-liniowo±ci formy b i wprost z de�nicji formy kwadratowejQb, co ko«czy dowód(68).64Dla V = R2 oraz Q(v) := (kwadrat dªugo±ci v) wzór 2� mówi, »e je±li liczby a; b s¡dªugo±ciami boków, a d1; d2 | przek¡tnych równolegªoboku, to d 21 + d 22 = 2(a2 + b2).65`Ko« jaki jest, ka»dy widzi' (Benedykt Chmielowski, 1700-1763, Nowe Ateny).66Chyba, »e mamydo czynienia z dziwacznym i pozbawionym gª¦bszego sensu zadaniem.67Niech 0 6= � 2 V � i 0 6= v0 2 V ; wtedy funkcje Q1 := � oraz Q2(v) := ��2; v = �v0;0; v 62 hv0i ;pokazuj¡, »e mo»e by¢ speªniony tylko jeden z dwu warunków b 2 L2(V ) i Q(�v) = �2Q(v).68Równie ªatwo sprawdzi¢ inny wzór polaryzacyjny b+(u; v) = Qb �u+v2 � �Qb �u�v2 � ;111



415. Fakt. (1) Zale»no±¢ b 7! Qb jest liniowa; (2) jej j¡drem jest podprze-strze« L�2 (V ) form antysymetrycznych; (3) Qb = Qb0 () [b+ = b0+,tzn. b i b0 maj¡ jednakowe cz¦±ci symetryczne]. Zatem odwzorowanieb 7! Qb jest izomor�zmem L+2 (V ) �=�! (formy kwadratowe na V ).Ad(2): Je±li b 2 L�2 , to 8v : b(v; v) = 0, tzn. Qb = 0, wi¦c L�2 � K := fb : Qb = 0g;odwrotnie, dla b 2 K, tj. Qb = 0, wzór polaryzacyjny daje b+ = 0, tj. b = b� 2 L�2 .Ad(3): Qb = Qb0 , Qb0�b = 0 , b0 � b 2 K , b0 � b 2 L�2 , (b0 � b)+ = 0.416. De�nicja. Niech b 2 L+2 (V ); baza e przestrzeni V , taka »e macierz [b]ejest diagonalna, tzn. 8i 6= j : bij = b(ei; ej) = 0,nazywa si¦ baz¡ diagonalizuj¡c¡ form¦ b lub ortogonaln¡ wzgl¦dem b.Macierz formy kwadratowej Q zde�niujmy wzorem [Q]e := [b]e, gdzieb 2 L+2 (V ) jest okre±lona (jednoznacznie wobec 415) warunkiem Q =Qb. Zatem macierz [Q]e = B = [bij] 2 K nn jest symetryczna (bij = bji)oraz Q(v) = nPi;j=1 bijxixj dla v = Pi eixi.Mo»na ostatni warunek zapisa¢ inaczej: Q(v) = xTBx, gdzie x = [v]e.Poniewa» [Q]e = [b]e, to baz¦ diagonalizuj¡c¡ b nazywa si¦ tak»e baz¡ diagonalizu-j¡c¡ form¦ kwadratow¡ Q = Qb. Je±li zestaw �1; : : : ; �n 2 V � jest baz¡ sprz¦»on¡wzgl¦dem e, tzn. funkcje �i : V ! K tworz¡ odpowiadaj¡cy tej bazie ukªad wspóª-rz¦dnych na V , to b =Pi;j bij�i 
 �j, za± Q =Pi;j bij�i�j. (69)Zatem �wspóªrz¦dne �1; : : : ; �n odpowia-daj¡ bazie diagonalizuj¡cej b � , �Q = c1�12 + : : :+ cn�n2gdzie ci = bii 2 K �; z tegowzgl¦du o takich wspóªrz¦dnych (tzn. bazie V �) mówimy, »e diagonalizuj¡ form¦ Q.417. Twierdzenie (Lagrange'a, o diagonalizacji). Ka»da forma kwadratowa(wi¦c i ka»da symetryczna forma dwuliniowa) ma baz¦ diagonalizuj¡c¡.Dowód indukcyjny wzgl. dimV . Dla dimV = 1 teza jest oczywista. Dla dimV > 1oraz b 6= 0 ustalmy v0 2 V taki, »e Q(v0) 6= 0, tzn. b(v0; v0) 6= 0; nast¦pnie okre±lmyU := fu 2 V : b(u; v0) = 0g = ker b( � ; v0) = ker�0, 0 6= �0 = F (v0) 2 V �.Zatem dimU + 1 = dimV (bilans wymiarów dla �0 : V ! K) oraz U \ hv0i = f0g(gdy» v0 62 U ), sk¡d V = U _+ hv0i. Ponadto, z okre±lenia U , v0 ? U w sensie b,tzn. 8u 2 U : b(u; v0) = 0; zatem bior¡c baz¦ e1; : : : ; en�1 diagonalizuj¡c¡ bU�U(istnieje z zaªo»enia indukcyjnego) oraz en := v0 dostajemy baz¦ diagonalizuj¡c¡ b.Metoda Lagrange'aOpiszemy konstrukcj¦ wspóªrz¦dnych diagonalizuj¡cych, zwan¡ metod¡ Lagrange'alub metod¡ uzupeªniania do kwadratu. Wychodz¡c z dowolnych `pocz¡tkowych'wspóªrz¦dnych �1; : : : ; �n na V (czyli bazy V �), b¦dziemy krok po kroku popra-wia¢ te wspóªrz¦dne, zmniejszaj¡c liczb¦ pozadiagonalnych wyrazów macierzy Q.mo»na wymy±la¢ i inne wzory, wyra»aj¡ce b+(u; v) przez warto±ci formy kwadratowej Qb.69Dla przypomnienia: skªadniki �i�j s¡ zwykªymi iloczynami funkcji �i; �j : V ! K .112



A oto pojedynczy krok, który wykonujemy, dopóki �1; : : : ; �n nie diagonalizuj¡ b.1� Je±li 9i 2 1; n : bii 6= 0, przejd¹my od razu do 2�; w przeciwnym razie we¹myustalone i < j takie, »e bij 6= 0 i oznaczmy ~�i = 12(�i + �j), ~�j = 12(�i � �j),wtedy 2bij�i�j = 2bij �~�2i � ~�2j�, wi¦c b wyra»ona w `poprawionych' wspóªrz¦d-nych ~�1; : : : ; ~�n, gdzie ~�k := �k dla k 2 1; n n fi; jg, ma ju» 6= 0 wyraz diagonalny.[W dalszym ci¡gu kolejne | `coraz lepsze' | ukªady wspóªrz¦dnych b¦dziemyoznacza¢ tu tak, jak wyj±ciowe, opuszczaj¡c falki ~� dla uproszczenia zapisu].2� We¹my ustalone i 2 1; n, takie »e bii 6= 0; dla uªatwienia zapisu przyjmijmy, »ejest to i = 1. Zauwa»my, »e t¦ cz¦±¢ Q, która zawiera wszystkie skªadniki z �1,tzn. b11�12 + 2 Pj2 b1j�1�j mo»na zapisa¢ w postaci 1b11 ~'21 � 1b11�Pj2 b1j�j�2 ,gdzie ~�1 := b11x1 + : : :+ b1n�n . St¡d wyra»aj¡c Q we wspóªrz¦dnych ~�1; : : : ; ~�n,gdzie ~�j := �j dla j  2, otrzymamy wyra»enie nie zawieraj¡ce ~�1 ~�j dla j  2.418. Wniosek (posta¢ kanoniczna(70) formy kwadratowej dla K = R lub C ).Istnieje baza �1; : : : ; �n przestrzeni V � (tj. wspóªrz¦dne na V ), taka »edla K = R : Q = pPi=1�i2 � p+qPj=p+1 �j2, (y)dla K = C : Q = rPi=1�i2. (z)Istotnie, we¹my najpierw dowolne wspóªrz¦dne diagonalizuj¡ce: Q = nPi=1 bii�i2;nast¦pnie je poprzestawiajmy i przenumerujmy w taki sposób, by:dla K = R: najpierw staªy dodatnie bii, potem ujemne, a na ko«cu zerowe;dla K = C : niezerowe bii poprzedzaªy zerowe.Ostatni krok polega na zast¡pieniu ka»dej z form �i, dla bii 6= 0, form¡ �i�i, gdziedla K = R: �i :=pjbiij; dla K = C : �i 2 pbii (dowolna z dwu warto±ci).Uwaga. Oczywi±cie baza V (sprz¦»ona z �1; : : : ; �n), w której Q ma posta¢ kano-niczn¡, jest baz¡ ortonormaln¡ dla formy dwuliniowej b � Q, co oznacza, »e opróczortogonalno±ci (i 6= j ) b(ei; ej) = bij = 0) mamy jeszcze warunek unormowania:8i 2 1; n : b(ei; ei) = bii 2 � f0;�1; 1g; gdy K = R;f0; 1g; gdy K = C :Wprost z de�nicji: je±li baza e jest ortonormalna i stosownie uporz¡dkowana, tomacierz �Q �e = � b �e = � b(ei; ej) � jest postacidla K = R: 24 Ip 0 00 �Iq 00 0 035, dla K = C : � Ir 00 0 �.Z bazy ortogonalnej mo»na zawsze zrobi¢ baz¦ ortonormaln¡, normuj¡c jej wektory,tzn. bior¡cêi := � 1�i ei; gdy b(ei; ei) 6= 0;ei; gdy b(ei; ei) = 0; gdzie �i 2 K, �2i = �jb(ei; ei)j; gdy K = R;bii; gdy K = C :Przypomnijmy, »e liczba #fi : bii 6= 0g, równa p + q lub r dla Q danej wzoremwzorem (y) lub (z), jest rz¦dem formy Q (a, z de�nicji, rkQb = rk b), a wi¦c nie70Zwró¢my uwag¦, »e cz¦sto spotykane w tym kontek±cie wyra»enia `baza kanoniczna'i `wspóªrz¦dne kanoniczne' s¡ bardzo nietrafne merytyrycznie: jest wiele baz (i wspóªrz¦d-nych) diagonalizuj¡cych dan¡ form¦, wi¦c o ich `kanoniczno±ci' mowy by¢ nie mo»e.113



zale»y od wyboru bazy diagonalizuj¡cej (jest niezmiennikiem Q). Zobaczymy teraz,»e w przypadku K = R tak»e liczby p; q 2Z+ s¡ niezmiennikami formy Q; trady-cyjne sªowo `bezwªadno±¢' w poni»szej nazwie nawi¡zuje wªa±nie do tego: zmianawspóªrz¦dnych diagonalizuj¡cych nie powoduje zmiany liczb p; q.419. Twierdzenie (Sylvestera, `o bezwªadno±ci'). Niech K = R, tzn. V jestprzestrzeni¡ rzeczywist¡. Je±li �1; : : : ; �n oraz  1; : : : ;  n s¡ dwiemabazami przestrzeni V � orazQ := pPi=1� 2i � p+qPj=p+1 � 2j = rPi=1 2i � r+sPj=r+1 2j ,dla pewnych p; q; r; s 2Z+ (p+ q ¬ n; r+ s ¬ n), to p = r oraz q = s.Wiemy ju», »e p+ q = r+ s = (rz¡d dwuliniowej formy b = bT , odpowiadaj¡cej Q).Przypu±¢my, »e p < r, wtedy ukªad równa« liniowych�1(v) = 0; : : : ; �p(v) = 0;  r+1(v) = 0; : : : ;  n(v) = 0ma niezerowe rozwi¡zanie v 2 V , gdy» równa« jest mniej ni» dimV : p+n� r < n.Lecz równo±¢ Q(v) = � p+qPj=p+1�j(v)2 = rPi=1 i(v)2 daje Pi �j(v)2 +Pi  i(v)2 = 0,wi¦c 8i 2 1; r :  i(v) = 0; zatem  1(v) = : : : =  n(v) = 0, wbrew temu, »e v 6= 0.420. De�nicja. Niech Q : V ! R b¦dzie form¡ kwadratow¡ na rzeczywistejprzestrzeni V (K = R); sygnatur¡ formy Q nazywamy par¦ (p; q) liczbz Z+, tak¡ »e Q ma w jakich± liniowych wspóªrz¦dnych (tj. bazie V �)przedstawienie postaci (y). Piszemy wtedy sgnQ = (p; q). Tak¡ sam¡sygnatur¦ przypisuje si¦ tak»e formie b 2 L+2 (V ), stowarzyszonej z Q:sgn b = sgnQb.Cz¦sto zamiast sgnQ = (p; q) pisze si¦ te» sgnQ = (+; : : : ;+| {z }p ;�; : : : ;�| {z }q ), a wi¦c np.(+;+;+;�) zamiast (3,1), a (+;�;�) zamiast (1,2).421. De�nicja(71). Niech K = R oraz Q : V ! R b¦dzie form¡ kwadratow¡;wtedyQ  0 def() 8v 2 V : Q(v)  0 (Q jest dodatnio póªokre±lona);Q > 0 def() 8v 2 V n f0g : Q(v) > 0 (Q jest dodatnio okre±lona);analogicznie nadajemy sens i nazwy wªasno±ciom `Q ¬ 0' i `Q < 0'.Dla b 2 L+2 (V ) wªasno±ci b  0, b > 0, b ¬ 0 i b < 0 de�niujemy jakorównowa»ne, odpowiednio, z Qb  0, Qb > 0, Qb ¬ 0 i Qb < 0; np.b > 0 def() 8v 2 V n f0g : b(v; v) > 0.422. Uwaga. Warto sobie u±wiadomi¢, »e istniej¡ formy kwadratowe nieokre±lone, tzn.nie speªniaj¡ce ani relacji Q  0, ani Q ¬ 0; przykªadem s¡ formy kwadratoweQ(� xy �) := xy oraz ~Q(� xy �) := x2� y2, przyjmuj¡ce i dodatnie, i ujemne warto±ci.Przykªad Q(� xy �) := x2 dowodzi faªszywo±ci implikacji �Q  0; Q 6= 0� ) Q > 0.71W tej de�nicji nie jest potrzebny sko«czony wymiar V . Wspomnijmy te» o innej ter-minologii: wªasno±¢ `Q  0' bywa nazywana dodatnio±ci¡, a `Q > 0' | ±cisª¡ dodatnio±ci¡.114



Natomiast pod pozostaªymi wzgl¦dami relacje ; ¬; >; < dla form przypominaj¡uporz¡dkowanie zbioru R: Je±li oznaczymy Q1 ¬ Q2 def() Q2 � Q1 ¬ 0, to mamy1� Q ¬ Q (zwrotno±¢), 2� Q1 ¬ Q ¬ Q2 ) Q1 ¬ Q2 (przechodnio±¢),3� Q1 ¬ Q2 ¬ Q1 ) Q1 = Q2 (przeciwsymetria),4� �Q1 ¬ ~Q1Q2 ¬ ~Q2�) Q1 +Q2 ¬ ~Q1 + ~Q2, 5� � Q  0� 2 R+� ) �Q  0;oczywi±cie 1�; 3�; 4�; 5� oznaczaj¡, »e zbiór S wszystkich form  0 form na V jeststo»kiem wypukªym, tzn. S+S � S i R+S � S, natomiast 2� | »e S\(�S) = f0g.423. Fakt (nierówno±¢ Schwarza). Je±li forma b 2 L+2 (V ) jest póªokre±lonadodatnio, tzn. b  0, to8u; v 2 V : h b(u; v) i2 ¬ b(u; u) b(v; v).Ustalmy u; v 2 V i okre±lmy f : R ! R wzorem f(t) := b(tu + v; tu + v) =b(u; u)t2+ 2b(u; v)t+ b(v; v); jest to wielomian stopnia ¬ 2 oraz 8t : f(t)  0. St¡d� ¬ 0 (nawet, gdy b(u; u) = 0), za± � = wyró»nik = 4�b(u; v)2 � b(u; u)b(v; v)�.424. Fakt. Niech K = R, n := dimV , Q : V ! R | forma kwadratowa,sgnQ =: (p; q). Wtedy oczywi±cieQ  0 () q = 0; Q > 0 () (p; q) = (n; 0);Q ¬ 0 () p = 0; Q < 0 () (p; q) = (0; n):425. Twierdzenie (Sylvestera-Jacobiego wyznacznikowy wzór na sygnatur¦).Niech Q b¦dzie form¡ kwadratow¡ na rzeczywistej (K = R) prze-strzeni V , b 2 L+2 (V ) | odpowiadaj¡c¡ Q form¡ dwuliniow¡, za±bij := b(ei; ej), gdzie e1; : : : ; en jest pewn¡ baz¡ V . Zaªó»my, »e ró»neod 0 s¡ wszystkie wyznaczniki D1; : : : ;Dn, gdzie Dk := det[bi;j]i;j21;k,w szczególno±ci D1 = b1;1, Dn = det[ b ]e. Wówczas Q ma sygnatur¦(p; q), gdzie p jest liczb¡ dodatnich, a q | ujemnych wyrazów ci¡guD11 ; D2D1 ; D3D2 ; : : : ; DnDn�1 .Dowód przeprowadzimy w dwóch krokach:(1) Poka»emy, »e istnieje baza f1; : : : ; fn diagonalizuj¡ca b i taka, »e macierz [idV ]efjest postaci 2664 1 � � :::0 1 � :::0 0 1 :::: : : :::3775, tzn. »e fj � ej 2 he1; : : : ; ej�1i dla j 2 1; n. W tym celuwe¹my f1 := e1, a dla j 2 2; n poªó»my fj = x1e1+ : : :+xj�1ej�1+ ej i spróbujmy(dla ka»dego j  2 z osobna) tak dobra¢ x1; : : : ; xj�1, by b(ei; fj) = 0 dla i < j .Oznacza to, »e bi;1x1+: : :+bi;j�1xj�1 = �bi;j dla i 2 1; j � 1; ten ukªad j�1 równa«na x1; : : : ; xj�1 jest cramerowski, gdy» ma wyznacznik gówny równy Dj�1 6= 0.Zatem wektor fj o postulowanych wªasno±ciach istnieje (i to dokªadnie jeden).�atwo sprawdzi¢, »e f1; : : : ; fj rozpinaj¡ Vj := he1; : : : ; eji, tzn. tworz¡ baz¦ Vj (72).Otrzymana baza f1; : : : ; fn jest ortogonalna wzgl¦dem b, gdy» wskutek warunkówfi 2 he1; : : : ; eii i b(e1; fj) = : : : = b(ei; fj) = 0 dla i < j dostajemy b(fi; fj) = 0.(2) Niech ci;j := b(fi; fj). Macierze Ck := [ci;j]i;j21;k oraz Bk := [bi;j]i;j21;k dla72Maj¡c v 2 Vj dobierzmy �j tak, by v � �jej 2 Vj�1, wtedy vj�1 := v � �jfj 2 Vj�1;tak samo mo»na dobra¢ �j�1 tak, by v � �j�1fj�1 � �jfj = vj�1 � �j�1fj�1 2 Vj�2 itd.115



k 2 1; n s¡ macierzami formy QVk wzgl¦dem baz f1; : : : ; fk oraz e1; : : : ; ek. Zatemze wzoru na transformacj¦ macierzy formyCk = ATkBkAk, gdzie Ak = [idVk ]:::ek:::fk .St¡d detCk = (detAk)2 � detBk = Dk z de�nicji Dk i st¡d, »e Ak jest górno-trójk¡tna i ma jedynki na diagonali. Zarazem macierz Ck jest diagonalna (ortogo-nalno±¢ bazy f), wi¦c (1) Dk = detCk = c1;1 � : : : � ck;k, sk¡d ck;k = DkDk�1 , oraz(2) sgnQ = (p; q), gdzie p = #fk : ck;k > 0g, q = #fk : ck;k < 0g. To ko«czy dowód.426. Wniosek 1 (kryterium wyznacznikowe dodatniej okre±lono±ci formy).W oznaczeniach twierdzenia Sylvestera-Jacobiego mamy:Q > 0 () D1 > 0; : : : ;Dn > 0.( Wprost z twierdzenia. ) Wystarczy oczywi±cie pokaza¢, »e je±li forma b jestdodatnio okre±lona, to dla ka»dej bazy e1; : : : ; en mamy D1; : : : ; Dn 6= 0, gdzieDk := det � b(ei; ej) �i;j21;k dla k 2 1; n.Zauwa»my w tym celu, »e warunek b > 0 implikuje niezdegenerowanie formy b:�b( � ; v) = 0, tzn. 8u 2 V : b(u; v) = 0� ) b(v; v) = 0 ) v = 0.Zatem macierz � bij � jest niezdegenerowana, a wi¦c ma wyznacznik 6= 0, tj.Dn 6= 0.Ostatnim krokiem jest spostrze»enie, »e dodatnio±¢ b : V �V ! R implikuje dodat-nio±¢ bW�W (a wi¦c i niezdegenerowanie!) dla ka»dej podprzestrzeni W � V (73).Bior¡c w szczególno±ci W = 
e1; : : : ; ek� dostajemy st¡d Dk 6= 0.427. Uwaga. Nie jest prawd¡, »e je±li D1; : : : ; Dn  0, to Q  0. Kontrprzykªadem mo»eby¢ forma Q : R3 ! R, dana wzorem Q(x) := x1x3�x22; oczywi±cie sgnQ = (1; 2),gdy» x1x3 = �x1+x32 �2 � �x1�x32 �2, natomiast �Q �st = 24 0 0 10 �1 01 0 035, mamy wi¦cD1 = D2 = 0, D3  0. �wiczenie. Dowie±¢, »e Q  0 ) D1; : : : ; Dn  0.428. Wniosek 2. W oznaczeniach twierdzenia Sylvestera-Jacobiego mamyQ < 0 () �Q > 0 () 8k 2 1; n : (�1)kDk > 0.Wynika to wprost z wniosku 1 oraz tego, »e det(�B) = (�1)n detB dla B 2 Knn.7.3 Przestrzenie euklidesowe429. De�nicja. Przestrzeni¡ euklidesow¡ nazywamy przestrze« wektorow¡nad ciaªem R, wyposa»on¡ w dodatnio okre±lon¡ symetryczn¡ form¦dwuliniow¡ b, zwan¡ (euklidesowym) iloczynem skalarnym lub metryk¡euklidesow¡ w tej przestrzeni.Sztandarowym przykªadem jest V = Rn ze `standardowym' iloczynem skalarnym(xjy) := nPi=1xiyi = xTy.Zwykle `uprawiaj¡c geometri¦ euklidesow¡' form¦ b 2 L+2 (V ) oznacza si¦ symbolem73Dygresja: W przeciwie«stwie do dodatnio±ci wªasno±¢ niezdegenerowania dla form niejest `dziedziczna': obci¦cie do W � V formy niezdegenerowanej na V mo»e by¢ form¡zdegenerowan¡; np. forma Q(�xy� := xy jest niezdegenerowana na R2, a znika na 
�10��.116



( � j � ), pisz¡c (ujv) zamiast b(ujv); podobnie b(v; v) oznacza si¦ zwykle jako kvk2,przy czym liczb¦ kvk := p(vjv) nazywa si¦ (euklidesow¡) norm¡ wektora v 2 V .Oczywiste wªasno±cikvk  0, kvk = 0 () v = 0, k�vk = j�j kvk, ku+ vk ¬ kuk+ kvk(z których ostatnia jest konsekwencj¡ nierówno±ci Schwarza) powoduj¡, »e wielko±¢d(u; v) := ku � vk jest metryk¡ na przestrzeni V ; jest to metryka niezmienniczawzgl¦dem przesuni¦¢: d(u; v) = d(u + w; v + w), oraz wspóªzmiennicza z jedno-kªadno±ciami: d(�u; �v) = j�j d(u; v). Dalszym obiektem jest np. k¡t mi¦dzy par¡wektorów: 6 (u; v) := arc cos (ujv)kuk kvk 2 [��; �](nierówno±¢ Schwarza upewnia nas, »e takiew okre±lenie jest poprawne). Mo»na te-raz ªatwo zauwa»y¢, »e wiele poj¦¢, wzorów i faktów szkolnej geometrii przenosi si¦`na teren geometrii euklidesowej', przykªadowocos 6 (u; v) = a2 + b2 � c22ac , je±li a = kuk, b = kvk, c = ku� vk.Twierdzenie o istnieniu bazy diagonalizuj¡cej mówi, »e ka»da przestrze« euklide-sowa V ma baz¦ ortonormaln¡, tj. baz¦ e1; : : : ; en tak¡, »e (ujv) = nPi=1xiyi dlax = Pi xiei, y = Pi yiei. Zatem odwzorowanie F : Rn ! V , n = dimV , okre±lonewzorem F �264 x1...xn 375 := x1e1 + : : :+ xnen, jest izomor�zmem zgodnym z iloczynamiskalarnymi obu przestrzeni: �F (x)��F (y)� = (xjy). Mo»na to wysªowi¢, mówi¡c »eka»da n-wymiarowa przestrze« euklidesowa wygl¡da `tak samo', jak modelowa prze-strz« euklidesowa, czyli Rn ze standardowym iloczynem skalarnym (xjy) = xTy.
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8 Struktura endomor�zmu8.1 Wielomiany od macierzy i operatorów430. De�nicja. Je±li w(�) = c0 + c1� + : : : + cm�m 2 K [ � ], to warto±ci¡wielomianu w na macierzy kwadratowej A 2 K nn nazywamy macierzw(A) := c0In + c1A + c2A2 + : : :+ cmAm,za± warto±ci¡ wielomianu w na operatorze F 2 End V | operator(74)w(F ) := c0 idV +c1F + c2F 2 + : : :+ cmFm.431. Przyporz¡dkowania w 7! w(A) i w 7! w(F ) (zwane ewaluacjami naA i na F ) s¡ nie tylko liniowe, ale i multiplikatywne(75): je±li w(�) jestiloczynem w1(�)w2(�) dwóch wielomianów, to w(A) = w1(A)w2(A)(iloczyn macierzy) oraz w(F ) = w1(F ) � w2(F ) (zªo»enie operatorów).Fakt ten wyra»amy, mówi¡c »e odwzorowania w 7! w(A) i w 7! w(F )s¡ homomor�zmami algebry K [ � ] w algebr¦ K nn i w algebr¦ End V .Warto pami¦ta¢, »e wskutek przemienno±ci mno»enia w K [ � ] macierzeB1 = w1(A), B2 = w2(A) s¡ zawsze przemienne: B1B2 = B2B1;tak samo G1G2 = G2G1 dla operatorów G1 = w1(F ), G2 = w2(F ).W szczególno±ci Aw(A) = w(A)A oraz Fw(F ) = w(F )F .432. Ka»da z algebr K [ � ], K nn i End V ma jedynk¦ (odpowiednio: wielomianstaªy równy 1, In oraz idV ), a ka»dy z powy»szych homomor�zmówalgebr odzorowuje jedynk¦ na jedynk¦.433. Zauwa»my, »e je±li w1 j w, tzn. 9w2 : w = w1w2, to mamy implikacjew1(A) = 0 ) w(A) = 0 oraz w1(F ) = 0 ) w(F ) = 0.434. Ustalmy baz¦ e przestrzeni V i piszmy krócej [ � ] zamiast [ � ]ee; poniewa»przyporz¡dkowanie F 7! [F ] jest homomor�zmem algebr End V i K nn(tzn. jest `zgodne z dziaªaniami algebraicznymi': dodawaniu i mno»eniuoperatorów odpowiadaj¡ takie same operacje na ich macierzach), to[w(F )] = w([F ]), tzn. [w(F )] = w(A), gdzie A := [F ].8.2 Wektory i warto±ci wªasne435. De�nicja. Wektor v 2 V nazywamy wektorem wªasnym operatora F 2End V , je±li F (v) 2 hvi, tzn. je±li F (v) = �v dla pewnej liczby � 2 K .Zauwa»my, »e niezerowy wektor wªasny w peªni determinuje t¦ liczb¦ �;nazywamy j¡ warto±ci¡ wªasn¡ operatora F , odpowiadaj¡c¡ wektorowiwªasnemu v (76). Tak wi¦c74W tym rozdziale sªowa `operator' i `endomor�zm' b¦d¡ synonimami; Fn := F � : : :�Fjest n-t¡ pot¦g¡ operatora, a symbol skªadania `�' b¦dzie cz¦sto pomijany, np. FG = F �G.75Jest to oczywiste, gdy oba czynniki s¡ jednomianami; st¡d i z rozdzielno±ci mno»eniamacierzy (lub skªadania operatorów) wzgl¦dem dodawania wynika ogólny przypadek.76W tekstach angloj¦zycznych u»ywane s¡ terminy eigenvectors i eigenvalues.118



 � 2 K jest warto±ci¡wªasn¡ operatora F ! def()  F (v) = �v, tzn. v 2 ker(F � � idV )dla pewnego niezerowego v 2 V !.436. Warto uzmysªowi¢ sobie, »e je±li F (v) = �v, to tak»e F n(v) = �nvdla n 2Z+ (ªatwa indukcja), a w takim razie (w(F ))(v) = w(�)v dladowolnego wielomianu w 2 K [ � ] (bo w(�) jest kombinacj¡ liniow¡ �n).Wobec tego ªatwe jest obliczenie warto±ci operatora G = w(F ) nawektorze, który jest sum¡(77) kilku wektorów wªasnych F : v = v1 + : : :+ vr; gdzieF (vj) = �jvj; j 2 1; r ! ) G(v) = w(�1)v1 + : : :+ w(�r)vr.437. Fakt. Niech liczby �1; : : : ; �r 2 K b¦d¡ parami ró»ne; mamy wtedy(78) F (vj) = �jvj dla j 2 1; rv1 + : : :+ vr = 0 ! ) v1 = : : : = vr = 0.Zatem ka»dy ukªad niezerowych wektorów wªasnych F , odpowiadaj¡cychparami ró»nym warto±ciom wªasnym, jest liniowo niezale»ny.We¹myw1(�) := (���2) : : : (���r), wtedy w1(�1) 6= 0, w1(�2) = : : : = w1(�r) = 0,wi¦c dla G = w1(F ) mamy 0 = G(v1 + : : :+ vr) = v1. Analogicznie v2 = 0, itd(79).438. �wiczenie. Je±li F ma n = dimV ró»nych warto±ci wªasnych, to V ma baz¦ zªo»on¡z wektorów wªasnych F . Z kolei je±li V ma baz¦ zªo»on¡ z wektorów wªasnych F ,tzn. F (ei) = �iei dla i 2 1; n, to � F �ee jest macierz¡ diagonaln¡ diag � �1; : : : ; �n �;wtedy tak»e � w(F ) �ee = diag �w(�1); : : : ; w(�n) � dla dowolnego wielomianu w.439. Wektorami i warto±ciami wªasnymi macierzy kwadratowej A nazywamy wektoryi warto±ci wªasne operatora mno»enia przez macierz A, tzn. operatora A 2 EndKn,okre±lonego wzorem A(x) := Ax; jasne, »e s¡ one zwi¡zane z równaniem Ax = �x.Poniewa» F (v) = �v () �F � � v � = � � v � (w ustalonej bazie e przestrzeni V ),wi¦c w szczególno±ci F ma warto±ci wªasne takie same, jak macierz A := � F �ee.440. �wiczenie. Sprawdzi¢, »e: (1) Operator F �x1x2� := ��x2x1 � w V := R2 jest obrotemo 90�; z tej interpretacji wida¢, »e F nie ma 6= 0 wektora wªasnego. (2) Okre±lonytym samym wzorem operator F 2 End(C 2) ma dwa (tworz¡ce baz¦ C 2) wektorywªasne �1_�� ; � 1� _��, odpowiadaj¡ce warto±ciom wªasnym �1 = � _�, �2 = _�.(3) Niech F 2 End(R2), F �x1x2� := � x1x1 + x2�; wtedy �x = � x1x2 � jest wektoremwªasnym F � () x1 = 0 () Fx = x; zatem F ma tylko jedn¡ warto±¢ wªasn¡� = 1; ponadto dla x1 6= 0 wektor x nie jest sum¡ wektorów wªasnych F .77Skoro krotno±¢ wektora wªasnego jest tak»e wektorem wªasnym, to kombinacja liniowawektorów wªasnych jest sum¡ wektorów wªasnych.78Jest to równowa»ne liniowej niezale»no±ci przestrzeni wªasnych ker(F��i idV ) , i 2 1; r.Wkrótce poznamy mocniejszy fakt o liniowej niezale»no±ci przestrzeni pierwiastkowych.79Inny dowód: F k(vi) = �ikvi, wi¦c mamy rPi=1viAij = 0 dla j 2 1; r, gdzieAij = �ij�1 s¡wyrazamimacierzy nieosobliwej: detA = V (�1; : : : ; �r) 6= 0 (wyznacznik Vandermonde'a).119



441. Oznaczenia. Dla F 2 End V , � 2 K oraz k 2 Z+ = f0; 1; 2; : : :gzde�niujmy nast¦puj¡ce podprzestrzenie przestrzeni V :Vk(�) :=: Vk(�; F ) := kerF�k = fv : (F � � idV )kv = 0g,gdzie dla uproszczenia zapisu F� := F � � idV . Wskutek oczywistychzawiera« f0g = V0(�) � V1(�) � V2(�) � : : : suma mnogo±ciowaV (�) :=: V (�; F ) := 1Sk=0Vk(�)tak»e jest podprzestrzeni¡; co wi¦cej, ci¡g liczb caªkowitych dimVk(�)jest (sªabo) rosn¡cy, a tak»e | przy zaªo»eniu dimV < 1 | ograni-czony z góry, wi¦c staªy od pewnego miejsca; zatem przy ustalonym �9h  1 : 8k  h : Vh(�) = Vk(�), czyli V (�) = Vh(�).Zakªada¢ b¦dziemy odt¡d, »e V ma sko«czony wymiar oraz n = dimV .442. De�nicja. Oznaczmy wF (�) := det(F�) = det(F � � idV ) ; poniewa»detG = det[G]ee i [F�]ee = [F ]ee � �In, wi¦c bior¡c A := [F ]ee mamywF (�) = det(A� �In) = ����������A11 � � A12 ::: A1nA21 A22 � � ::: A2n... ... . . . ...An1 An2 ::: Ann � � ����������. (*)Z rozdziaªu o wyznaczniku endomor�zmu wiemy ju», »e ostatni wyznacznik, w od-ró»nieniu od macierzy [F ]ee, nie zale»y od wyboru bazy e przestrzeni V . Ponadto zewzoru (*) ªatwo wywnioskowa¢, »e wF (�) jest wielomianem stopnia n wzgl¦dem �;nazywa si¦ on wielomianem charakterystycznym operatora (sci±lej: endomor�zmu) F .443. Fakt. Dla F 2 End V oraz � 2 K nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:(1) wF (�) = 0;(2) V1(�) 6= f0g, czyli � jest warto±ci¡ wªasn¡ F ;(3) V (�) 6= f0g, czyli 9k  1 : Vk(�) 6= f0g;(4) Vk(�) 6= f0g dla wszystkich k  1.Jak wiemy, kerG 6= f0g , detG = 0 dla G 2 End V ; daje to (1) , (2) przyG = F�. Bior¡c G = F�k dostajemy detG = �wF (�)�k, sk¡d (1), (3) i (1), (4).444. De�nicja. Zbiór SpF := f� 2 K : wF (�) = 0g , czyli zbiór warto±ciwªasnych F , nazywamy spektrum lub widmem operatora F .Dla � 2 SpF przestrzenie V1(�) (niezerowe!) nazywa si¦ przestrzeniamiwªasnymi operatora F , za± Vk(�) � V1(�) | uogólnionymi przestrze-niami wªasnymi F . Przestrzenie V (�), tzn. maksymalne spo±ród prze-strzeni Vk(�), nazywamy przestrzeniami pierwiastkowymi operatora F .445. Przykªad. Niech przestrze« V ma baz¦ e1; e2; e3; e4; e01; e02; f1; f2; f3; f 01; g1; g01(a zatem dimV = 12), w której operator F wyra»a si¦ wzoramiF (ei) = �ei + ei+1, F (e0i) = �e0i + e0i+1,F (fi) = �fi + fi+1, F (f 0i) = �f 0i + f 0i+1,F (g1) = g1, F (g01) = g01,gdzie �; �;  2 K s¡ parami ró»ne; przy tym dla skrócenia zapisu umawiamy si¦,120



»e e5 := 0, e03 := 0, f4 := 0, f 02 := 0. Powy»sz¡ sytuacj¦ wygodnie jest obrazowa¢nast¦puj¡cym diagramem: e1#e2 f1# #e3 e01 f2# # #e4 e02 f3 f 01 g1 g01| {z }� | {z }� | {z }Nietrudne (a warte zrobienia i przemy±lenia) ¢wiczenie polega na sprawdzeniu, »emamy wtedy SpF = f�; �; g, V1(�) = he4; e02i, V2(�) = he3; e4; e01; e02i, V3(�) =he2; e3; e4; e01; e02i, V4(�) = he1; e2; e3; e4; e01; e02i, V (�) = V4(�); V1(�) = hf3; f 01i,V2(�) = hf2; f3; f 01i, V3(�) = hf1; f2; f3; f 01i, V (�) = V3(�); V1() = V () = hg1; g01i.8.3 Podprzestrzenie niezmiennicze wzgl. operatora446. De�nicja. Podprzestrze« W � V nazywamy niezmiennicz¡ wzgl¦demoperatora F (krócej: F -niezmiennicz¡), je±li F (W ) � W , tzn. je±li8w 2 W : F (w) 2 W .Oznacza to, »e obci¦cie FW :W ! V przyjmuje warto±ci jedynie z W ,a wi¦c mo»e by¢ traktowane jako operator nale»¡cy do EndW .447. Przykªad. Sprawdzimy, »e je±li operatory F;G 2 End V komutuj¡, tzn. FG = GF ,to podprzestrzenie kerG i imG s¡ F -niezmiennicze:v 2 kerG , G(v) = 0 ) G�F (v)� = F �G(v)� = F (0) = 0 ) F (v) 2 kerG;v 2 imG , 9u 2 V : v = G(u) ) F (v) = F �G(u)� = G�F (u)� 2 imG.448. Fakt. Ka»da z podprzestrzeni Vk(�) oraz V (�) jest F -niezmiennicza.Vk(�) = kerG, gdzie G = (F � � idV )k jest wielomianem od F , wi¦c FG = GF ;zatem Vk(�) jest F -niezmiennicz. Zarazem V (�) = Vk(�) dla du»ych k, sk¡d teza.449. Je±li e1; : : : ; en jest baz¡ V , za± F ij | wyrazami macierzy [F ]ee, tzn.F (ej) = Pi eiF ij, to wprost z okre±lenia wynika, »ei. he1; : : : ; eki jest F -niezmiennicza wtedy i tylko wtedy, gdy8j 2 1; k : F (ej) 2 he1; : : : ; eki, tzn. F k+1j = : : : = F nj = 0;oznacza to, »e macierz [F ]ee podzielona na bloki jest postaci[F ]ee = " � �0 � #,gdzie 0 jest macierz¡ zerow¡ z K n�kk, za± � oznaczaj¡ dowolnemacierze (`bloki') stosownych wymiarów.ii. Analogicznie, F -niezmienniczo±¢ hek+1; : : : ; eni oznacza, »e[F ]ee = " � 0� � #,gdzie 0 jest macierz¡ zerow¡ z K kn�k.121



iii. Zatem F -niezmienniczo±¢ obu podprzestrzeni: he1; : : : ; eki orazhek+1; : : : ; eni, jest równowa»na postaci [F ]ee = " � 00 � #, gdziemacierze zerowe s¡, odpowiednio, z przestrzeni K kn�k i K n�kk.iv. Ogólniej, gdy V = V1 _+ : : : _+ Vr jest sum¡ prost¡ swoich pod-przestrzeni V1; : : : ; Vr, wtedy F -niezmienniczo±¢ wszystkich Vijest równowa»na temu, »e w bazie V zgodnej z tym rozkªademF wyra»a si¦ macierz¡ `blokowo diagonaln¡', postaci[F ]ee = 266664 � 0 ::: 00 � ::: 0... ... . . . ...0 0 ::: � 377775.450. Fakt. Je±li V jest sum¡ prost¡ swoich podprzestrzeni V1; : : : ; Vk, przyczym s¡ one F -niezmiennicze, todetF = detF1 : : :detFr,wF (�) = wF1(�) : : : wFr(�),gdzie Fi 2 End Vi jest obci¦ciem F Vi operatora F do podprzestrzeni Vi.W bazie V , b¦d¡cej konkatenacj¡ baz poszczególnych podprzestrzeni Vi, macierz�F � jest blokowo-diagonalna, wi¦c detF = det�F � jest iloczynem wyznacznikówbloków diagonalnych �Fi�, za± det�Fi� = detFi. Drugi wzór dostajemy z pierwszego,zast¦puj¡c F operatorem F� = F � � idV .8.4 Wielomian charakterystycznyi niezmienniki endomor�zmu451. De�nicja. Je±li A 2 K nn, to wA(�) := det(A � �In) jest oczywi±ciewielomianem stopnia n od �:wA(�) = �n(A)� �n�1(A)� + : : :+ �1(A)(��)n�1 + (��)n;nazywamy go wielomianem charakterystycznym macierzy A, a jegowspóªczynniki �k(A) | niezmiennikami podstawowymi A.Je±li F 2 End V , to wF (�) := det(F � � idV ) nazywa si¦ wielomianemcharakterystycznym operatora F :wF (�) = �n(F )� �n�1(F )�+ : : :+ �1(F )(��)n�1 + (��)n;wspóªczynniki �k(F ) nazywaj¡ si¦ niezmiennikami podstawowymi ope-ratora F . Skoro [F �� idV ]ee = [F ]ee��In, to wF (�) = wA(�) , a wi¦crównie» �k(F ) = �k(A) , je±li A = [F ]ee, gdzie e jest dowoln¡ baz¡ V .Bior¡c � = 0 widzimy natychmiast, »e �n(A) = detA, �n(F ) = detF .452. Uwaga. Zaªó»my, »e K = C lub, ogólniej, »e wielomian charakterystyczny jestrozkªadalny na czynniki stopnia 1. Wzory Viete'a (wyra»aj¡ce wspóªczynniki wie-lomianu przez jego pierwiastki) daj¡ wtedy dla �k = �k(F ) lub �k = �k(A) relacje122



�1 = �1 + : : :+ �n, �n = �1 � : : : � �n,�2 = �1�2 + : : :+ �1�n + �2�3 + : : :+ �2�n + : : : = Pi<j �i�j ,gdzie �1; : : : ; �n s¡ wszystkimi pierwiastkami wielomianu wF (�) lub wA(�), tzn.f�1; : : : ; �ng = SpF lub SpA; przyjmujemyoczywi±cie konwencj¦, »e ci¡g �1; : : : ; �nuwzgl¦dnia krotno±ci pierwiastków.Ogólnie, �k = P1¬i1<:::<ik¬n�i1 � : : : � �ik jest dla k 2 1; n tzw. k-tym symetrycznymwielomianem podstawowym od warto±ci wªasnych operatora F lub macierzy A.453. Fakt (niezmienniczo±¢(80)). Je±li A;B 2 K nn, to �k(AB) = �k(BA),wi¦c tym bardziej �k(ABA�1) = �k(B).Analogiczne wzory zachodz¡ dla endomor�zmów: je±li F;G 2 End V ,to �k(FG) = �k(GF ) , a tak»e �k(AFA�1) = �k(F ) dla A : V �=�! W .ABA�1 � �In = A(B � �In)A�1, wi¦c licz¡c wyznacznik i opuszczaj¡c znosz¡cesi¦ czynniki detA �detA�1 widzimy, »e wielomiany charakterystyczne ABA�1 i Bs¡ jednakowe, wi¦c �k(ABA�1) = �k(B). Zamieniaj¡c tuB naBA dostajemy wzór�k(AB) = �k(BA), lecz przy dodatkowym zaªo»eniu detA 6= 0; otó» zaªo»enie tomo»na opu±ci¢, bo obie strony s¡ wielomianowymi funkcjami wyrazów macierzy A(dwa wielomiany, przyjmuj¡ce jednakowe warto±ci na `du»ym' zbiorze, s¡ równe,a zbiór fA : detA 6= 0g jest `du»y')(81). Z kolei wzory dla operatorów wynikaj¡z analogicznych wzorów dla macierzy oraz z relacji �k(F ) = �k�[F ]ee�.454. Uwaga. Niezmienniki �k( � ) s¡ nazywane podstawowymi (lub fundamentalnymi)z powodu nast¦puj¡cego faktu: ka»dy wielomianowy `niezmiennik', tzn. funkcja � :End V ! K o wªasno±ci � (AFA�1) = � (F ), jest wielomianem od �1; : : : ; �n(82).Mo»na np. sprawdzi¢ (zakªadaj¡c najpierw diagonalizowalno±¢ operatora F ), »etr(F 2) = ��1(F )�2 � �2(F ).455. Fakt. �k(A) jest sum¡ wszystkich �nk� minorów gªównych(83) stopnia kmacierzy A; w szczególno±ci�1(A) = nPi=1Ai i = trA, �2(A) = Pi<j �����A11 A12A21 A22 �����, : : : , �n(A) = detA.�k(A) jest wspóªczynnikiem przy �n�k w wA(��). Niech Spj := �Aj; p = 0ej ; p = 1�,wtedy80Przymiotnik ten (niezbyt trafny, lecz u±wi¦cony tradycj¡) oznacza tu staªo±¢ funkcjiA 7! �k(A) i F 7! �k(F ) na ka»dej z klas relacji `�' (zwanej czasem podobie«stwem),okre±lonej w zbiorach Knn i EndV wzorami B0 � B def() 9A : B0 = ABA�1 orazF 0 � F def() 9A : F 0 = AFA�1.81Jest to prosta i wr¦cz modelowa ilustracja zastosowania tzw. Zasady Usuwalno±ci Nie-równo±ci Algebraicznych, b¦d¡cej wygodnym i skutecznym narz¦dziem w wielu dowodach.82Dowód opiera si¦ na tym, »e: (1) operatory diagonalizowalne tworz¡ `du»y' podzbiórEnd V , oraz (2) ka»dy wielomian symetryczny f(�1; : : : ; �n), tzn. niezmienniczy wzgl¦-dem przestawiania zmiennych �i, jest wielomianem od tzw. wielomianów symetrycznychpodstawowych nPi=1�i, Pi<j �i�j, : : : , �1�2 : : :�n, tzn. wzpóªczynników W (�) = nQi=1(� + �i).83Minorem stopnia k macierzyA nazywamywyznacznik jej podmacierzy wymiaru k�k;minor jest gªówny, je±li utworzony jest z wierszy i kolumn o tych samych numerach.123



wA(��) = det(A + �In) = det[A1 + �e1; : : : ;An + �en] ==Pdet[A1 lub �e1; : : : ;An lub �en] = Pp1 ;:::;pn �p1+:::+pn det[Sp11 ; : : : ; Spnn ],gdzie indeksy pj przebiegaj¡ zbiór f0; 1g, a wi¦c caªa sumama 2n skªadników. Zatemwspóªczynnik przy �n�k mo»emy wyrazi¢ sum¡ Pp1+:::+pn=n�kdet(Sp11 ; : : : ; Spnn ) maj¡c¡�nk� skªadników. Skªadnik z p1 = : : : = pk = 0, pk+1 = : : : = pn = 1 jest na mocy tw.o wyznaczniku macierzy blokowo-trójk¡tnej równy det[A1; : : : ; Ak; ek+1; : : : ; en] == ������A11 : : : A1k: : : : : : : : :Ak1 : : : Akk ������; pozostaªe skªadniki �k(A) s¡ tak»e minorami gªownymi stopnia k.Przykªad. Dla A = � 3 59 7 �: wA(�) = detA � (trA)� + �2 = �24 � 10�+ �2 =(� + 2)(� � 12). Dla A = 24 8 2 53 9 41 7 635 z kolei �1(A) = trA = 8 + 9 + 6 = 23,�2(A) = � 8 23 9 � + � 8 51 6 � + � 9 47 6 � = 66 + 43 + 26 = 135, �3(A) = detA = 240.Zatem wA(�) = 240� 135�+ 23�2 � �3.8.5 Wielomiany zeruj¡ce operator456. Twierdzenie (Cayleya-Hamiltona)(a) Ka»da macierz kwadratowa jest zerowana przez swój wielomiancharakterystyczny: wA(A) = 0.(b) Ka»dy endomor�zm F 2 EndV jest zerowany przez swój wielo-mian charakterystyczny: wF (F ) = 0.(a) Niech B(�) := gA� �In b¦dzie macierz¡ dopeªnie« alg. macierzy A � �In;zamieniaj¡c A na A � �In we wzorze (detA)In = A eA dostajemy to»samo±¢wA(�)In = (A � �In)B(�). Wyrazy macierzy B(�) s¡ oczywi±cie wielomianamistopnia¬ n�1, a zatemB(�) = B0+B1�+: : :+Bn�1�n�1 dla pewnych Bk 2 Knn;oznaczmy ponadto wA(�) = c0 + c1�+ : : :+ cn�n. Dostajemy wtedy to»samo±¢(c0 + c1� + : : :+ cn�n)In = (A � �In)(B0 +B1�+ : : :+Bn�1�n�1),z której wynikaj¡ równo±ci wspóªczynników przy kolejnych pot¦gach zmiennej �:c0In = AB0; c1In = AB1�B0; : : : ; cn�1In = ABn�1�Bn�2; cnIn = �Bn�1.Mno»¡c te równo±ci lewostronnie przez I ;A; : : : ;An�1;An oraz dodaj¡c dostajemy:wA(A) = c0In + c1A + : : :+ cnAn == AB0 +A(AB1 �B0) + : : :+An�1(ABn�1 �Bn�2) +An(�Bn�1) = 0.(b) Ustalmy baz¦ e w V i piszmy [ � ] zamiast [ � ]ee; wtedy [w(F )] = w�[F ]� = w(A)dla ka»dego wielomianu w(�) (gdy» F 7! [F ] jest homomor�zmem algebr), wi¦c dlaw(�) := wF (�) = wA(�), A := [F ], dostajemy [wF (F )] = [wA(F )] = wA(A) = 0.457. Wniosek. Ka»dy wielomian od macierzy A 2 K nn, w szczególno±cika»d¡ jej pot¦g¦, mo»na przedstawi¢ jako wielomian stopnia < n od A,tzn. jako kombinacj¦ liniow¡ I;A; : : : ;An�1. Analogicznie: ka»dy wie-lomian od operatora F 2 EndV mo»na przedstawi¢ jako kombinacj¦124



liniow¡ operatorów idV ; F; : : : ; F n�1, gdzie n = dimV .Istotnie, dziel¡c w(�) przez wA(�) dostajemy w(�) = q(�)wA(�)+%(�), gdzie %(�)jest wielomianem stopnia < n. Skoro wA(A) = 0, to w(A) = %(A).Jest te» mo»liwy inny dowód: to, »e Ak 2 
I ;A; : : : ;An�1�, dowodzimy indukcyjniewzgl¦dem k  n, korzystaj¡c przy tym z relacji 0 = wA(A) = An � �1An�1 + : : :.Uwaga. Wspóªczynniki wielomianu lub kombinacji liniowej zale»¡ oczywi±cie za-równo od wielomianu w(�) czy wykªadnika, jak i od A lub F .458. Fakt. Dla F 2 EndV istnieje w K [ � ] dokªadnie jeden wielomian, który� zeruje F ;� jest dzielnikiem ka»dego wielomianu zeruj¡cego F ;� jest unormowany (ma wspóªczynnik 1 przy najwy»szej pot¦dze �).Nazywamy go wielomianem minimalnym operatora F i oznaczamy sym-bolem bwF (�). Skoro wF (F ) = 0 (tw. Cayleya-Hamiltona), to bwF j wF .JF := fw 2 K [ � ] : w(F ) = 0g jest oczywi±cie ideaªem w pier±cieniu K[ � ]; ideaª tenjest gªówny, bo K[ � ] jest dziedzin¡ ideaªów gªównych, oraz 6= f0g, gdy» wF 2 JF .459. �wiczenie. Dowie±¢, »e wielomiany wF (�) i bwF (�) maj¡ jednakowe pierwiastki.Rozwi¡zanie. Oczywi±cie bw�1F f0g � wF�1f0g, gdy» bwF j wF . Odwrotne zawiera-nie: je±li wF (�) = 0, to 9v 6= 0 : Fv = �v, wi¦c w(F )v = w(�)v dla dowolnegowielomianu w; bior¡c w = bwF dostajemy 0 = bwF (F )v = bwF (�)v, tzn. bwF (�) = 0.460. Zatem je±li wF (�) = (�1 � �)k1 : : : (�r � �)kr , to wielomian minimalny ma posta¢bwF (�) = (� � �1)h1 : : : (� � �r)hr , gdzie 1 ¬ hi ¬ ki.Wykªadniki ki s¡ krotno±ciami warto±ci wªasnych �i; jak zobaczymy niebawem(zob. 488), wykªadniki hi s¡ tzw. wysoko±ciami przestrzeni pierwiastkowych V (�i).8.6 Funkcje od operatoraWiemy ju», co to jest '(F ), gdy F 2 EndV , a '(�) jest wielomianem. Zobaczymyteraz, jak mo»na uogólni¢ de�nicj¦ '(F ) na wi¦ksz¡ od wielomianów klas¦ funkcji.Zaªo»ymy tu, »e K = C albo K = R, aby mo»na si¦ byªo zajmowa¢ funkcjamianalitycznymi, tzn. rozwijalnymi w szereg pot¦gowy. Je±li K = R, to o takiej funkcji' : O ! C zaªo»ymy, »e jest rzeczywista(84): 8� 2 O : �� 2 O oraz '(�) = '(�)�.461. Lemat 1 (kryterium podzielno±ci funkcji analitycznej przez wielomian).Niech w(�) = (� � �1)k1 : : : (� � �r)kr , gdzie ki 2 N, a �i 2 C s¡parami ró»ne; niech ponadto ' : O ! C b¦dzie funkcj¡ analityczn¡na otwartym podzbiorze O � C , zawieraj¡cym w�1f0g = f�1; : : : ; �rg.Wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:(1) Istnieje funkcja analityczna � : O ! C , taka »e ' = �w;(2) 8i 2 1; r : 8k 2 0; ki � 1 : '(k)(�i) = 0. (85)84Warto sprawdzi¢, »e dla wielomianu taki warunek faktycznie oznacza, »e ' 2 R[ � ].85Czyli ka»de zero dla w jest zerem dla ', z krotno±ci¡ co najmniej tak¡, jak dla w.125



(1)) (2) b. proste: skoro w(j)(�i) = 0 dla j < ki, to ��w�(k) = Pj¬k �kj��(k�j)w(j)znika w � = �i dla k < ki. (2)) (1) : Na otoczeniu �1 funkcja ' ma rozwini¦cie'(�) = 1Pk=0 ck(� � �1)k, przy czym c0 = : : : = ck1�1 = 0; wobec tego funkcja'(�)w(�) = 1(���2)k2 :::(���r)kr 1Pk=0 ck+k1(� � �1)k na otoczeniu �1 jest analityczna(86).Przy speªnieniu (1),(2) mówimy, »e ' jest podzielna przez w, pisz¡cw j �.462. Lemat 2 (reszta z dzielenia funkcji przez wielomian). Je±li w 2 C [ � ]jest niezerowy, za± ' : O ! C jest funkcj¡ analityczn¡ na otoczeniuzbioru w�1f0g, to istnieje dokªadnie jeden wielomian % 2 C [ � ], taki »ew j ('� %) oraz deg % < d := degw;zatem istnieje funkcja analityczna � : O ! C taka, »e ' = �w + %.Je±li oprócz tego ' jest rzeczywista, a w 2 R[ � ], to równie» % 2 R[ � ].Niech w(�) = (� � �1)k1 : : : (� � �r)kr , gdzie �i parami ró»ne, ki 2 N; wtedyw�1f0g = f�1; : : : ; �rg. Mo»na sprawdzi¢, »e formy liniowe v 7! v(k)(�i) na prze-strzeni W = Kd�1[ � ], dla i 2 1; r, k 2 0; ki � 1, s¡ l. niezale»ne; skoro jest ichP ki = d = dimW , wi¦c tworz¡ baz¦ W �. Zatem istnieje jedyny % 2 W , przyjmu-j¡cy zadane dowolnie warto±ci %(k)(�i) = Cki ; dla Cki := '(k)(�i) mamyw j ('� %).Funkcja '�(�) := '(�) te» jest analityczna, a rzeczywisto±¢ ' i w oznacza '� = ',w� = w; st¡d ' = (w�+%)� = w��+%�, wi¦c %� = % dzi¦ki jednoznaczno±ci reszty.463. Wielomian, o którym mowa w lemacie, nazywa si¦ reszt¡ z dzielenia 'przez w albo wielomianem interpolacyjnym dla ' wzgl¦dem w; b¦dziemygo zwykle oznacza¢ symbolem ~'. Jak wida¢ z dowodu lematu, jest onniezale»ny od wyboru otoczeniaO i okre±lony jednoznacznie warunkami8i 2 1; r : 8k 2 0; ki � 1 : ~'(k)(�i) = '(k)(�i) oraz deg ~' < degw.464. De�nicja (funkcja od operatora F 2 EndV ). Niech ' : O ! C b¦dziefunkcj¡ analityczn¡ na pewnym otoczeniu O zbioruSpC F := (wF )�1 f0g = f� 2 C : wF (�) = 0g;dla K = R zakªadamy przy tym, »e ' jest rzeczywista: '(�) = '(�).Wówczas '(F ) := ~'(F ) , (?)gdzie ~' 2 K [ � ] jest reszt¡ z dzielenia ' przez dowolny wielomian w,zeruj¡cy operator F : w(F ) = 0 , co oznacza (zob. 458), »e bwF j w .S¡ dwa praktyczne powody, dla których b¦dziemy dodatkowo wymaga¢, by w j wF :(1) stopie« d = degw jest liczb¡ niewiadomych (tj. wspóªczynników wielomianu ~'),a tak»e liczb¡ równa« (tj. warunków ~'(k)(�i) = : : :), które musimy rozwi¡za¢,86Korzystamy tu z nast¦puj¡cych rezultatów kursu analizy: (1) analityczno±¢ jest wªa-sno±ci¡ lokaln¡; (2) iloczyn funkcji analitycznych jest funkcj¡ analityczn¡; (3) odwrotno±¢funkcji analitycznej o warto±ciach 6= 0 jest funkcj¡ analityczn¡. Wynika z tego tak»e i to,»e iloraz 'w jest f. analityczn¡ na Onf�1; : : : ; �rg, wi¦c tylko punkty �i stanowi¡ problem.126



szukaj¡c wielomianu interpolacyjnego ~'; zatem nakªad pracy ro±nie wraz z d.(2) w de�nicji reszty i ilorazu z dzielenia ' przez w przyj¦li±my (dla uproszczenia),»e zbiór w�1f0g musi si¦ zawiera¢ w dziedzinie funkcji analitycznej '.465. Fakt. De�nicja (?) jest sensowna, tzn. rezultat nie zale»y od wyboru w.Niech ~' i ~'1 b¦d¡ resztami z dzielenia ' przez wielomiany w i w1, takie »e w(F ) =w1(F ) = 0; wtedy ~'1 � ~' = ('� ~')� ('� ~'1) = �w� �1w1, przy czym w i w1 s¡podzielne przez bwF ; zatem bwF j ( ~'1� ~'), a wi¦c wielomian ~'1 � ~' zeruje F , QED.466. Uwaga. Zauwa»my, »e je±li k1 = : : : = kr = 1, tzn. wielomian bwFnie ma pierwiastków wielokrotnych, to '(F ) zale»y jedynie od warto±ci(a nie pochodnych) ' w punktach zbioru SpC F ; w tym przypadkumamy wi¦c implikacj¦� � ' zeruje si¦ na SpC F� )  (F ) = '(F );dzi¦ki temumo»na operator '(F ) zde�niowa¢ nie tylko dla analitycznej,ale wr¦cz dla ka»dej (rzeczywistej dla K = R) funkcji ' : SpC F ! C .Kiedy ten po»yteczny warunek k1 = : : : = kr = 1 jest speªniony? Na przykªad, gdyF jest diagonalizowalny, tzn. V ma baz¦ zªo»on¡ z wektorów wªasnych F (jest takm.in. wtedy, gdy wielomian wF ma n = dimV pierwiastków w K, zob. 438)(87)467. Wªasno±ci funkcji od operatora.(1) Je±li ' 2 K[ � ], to tak zde�niowane '(F ) jest `zwykª¡' ewaluacj¡ wielomianu naoperatorze, gdy» dla wielomianów �' = �w+ ~'; w(F ) = 0� implikuje '(F ) = ~'(F ).(2) Ogólniej, operacjom algebraicznym na funkcjach odpowiadaj¡ operacje na ope-ratorach: ' = '1 + '2 ) '(F ) = '1(F ) + '2(F ) (oczywista liniowo±¢ ' 7! ~'),' = '1 � '2 ) '(F ) = '1(F ) � '2(F ); istotnie, jest tak, jak wiemy, dla wielo-mianów, wi¦c skoro ~'1 ~'2 � ' = ( ~'1 � '1)'2 + '1( ~'2 � '2) jest podzielna przezwielomian w, zeruj¡cy F , wi¦c ~'1(F ) ~'1(F )� '(F ) = 0, za± ~'i(F ) = 'i(F ).(3) Je±li podprzestrze« U � V jest F -niezmiennicza: FU � U , to tak»e '(F )U � U .Istotnie, zbiór AU = fG 2 EndV : GU � Ug jest zamkniety wzgl¦dem operacjialgebraicznych, wi¦c '(F ), b¦d¡c pewnym wielomianemod F 2 AU , nale»y do AU .(4) Je±li '(�) = L(�)M(�) , gdzie funkcje L;M s¡ analityczne na otoczeniu SpF(np. s¡ wielomianami), a M nie zeruje si¦ na SpF , to M (F ) jest odwracalny oraz'(F ) = L(F )(M (F )��1 = (M (F )��1L(F ).Istotnie, z 'M = L dzi¦ki (2) wynika M (F )'(F ) = L(F ) = '(F )M (F ), wi¦cpozostaje wykaza¢ istnienie M (F )�1. Otó» M (F ) = ~M (F ), gdzie wielomian ~M ,interpoluj¡cy M , pokrywa si¦ na SpF z M , wi¦c nie znika. Zatem wielomiany wFi ~M s¡ wzgl¦dnie pierwsze, sk¡d 9p; q 2 K[ � ] : 1 = p ~M + qwF , co wraz z tw.Cayleya-Hamiltona daje idV = p(F )M (F ), tzn. odwracalno±¢ M (L).(5) Je±li Fv = �v dla pewnego wektora v 2 V i liczby � 2 K, to '(F )v = '(�)v.Istotnie, jest tak, jak wiemy, dla wielomianów, wi¦c '(F )v = ~'(F )v = ~'(�)v, a po-nadto przy v 6= 0 mamy � 2 SpF , sk¡d ~'(�) = '(�), QED. W konsekwencji87Okazuje si¦, »e � bwF nie ma wielokrotnych pierwiastków �, F jest diagonalizowalnylub | w przypadku K = R| diagonalizowalna jest tzw. kompleksy�kacja operatora F .127



(5') Gdy V ma baz¦ wektorów wªasnych F : Fei = �iei, tj. [F ]ee = diag(�1; : : : ; �n),wtedy ['(F )]ee = diag�'(�1); : : : ; '(�n)�.(6) Uogólnienie: Je±li v 2 V (�; F ), a wi¦c 9h 2 N : (F�)hv = 0 (zob. 441), to wtedy'(F )v = P0¬k<h '(k)(�)k! (F�)kv.Dowód: Skoro ~'(�) = NPk=0 ~'(k)(�)k! (���)k, to '(F )v = ~'(F )v = NPk=0 ~'(k)(�)k! (F�)kv,gdzie N = deg ~'; st¡d teza, gdy» 8k  0 : � ~'(k)(�) = '(k)(�) lub (F�)kv = 0 �.(7) Je±li '(�) = 1Pk=�1 ck(� � �0)k, przy czym szereg ten jest zbie»ny na SpF ,to szereg 1Pk=�1 ck(F�0)k jest zbie»ny punktowo (tzn. na ka»dym v 2 V ) do '(F ).Niech 'm(�) := mPk=�m ck(� � �0)k. Je±li v jest wektorem wªasnym, Fv = �v,� 2 SpF , to z (5) mamy 'm(F )v = 'm(�)v m!1�! '(�)v = '(F )v. Podobnie jestw sytuacji opisanej w (6). W ogólnym przypadku v jest sum¡ takich uogólnionychwektorów wªasnych (patrz dalej tw. o bazie jordanowskiej), sk¡d teza.468. Przykªad. Je±li '(�) = et�, gdzie t 2 R jest ustalone, to '(F ) = etF ,przy czym etFv = 1Pk=0 tkk!F kv, wi¦c ddtetF = FetF = etFF . Podobniedowodzimy, »e eF1+F2 = eF1eF2 , je±li F1F2 = F2F1, wi¦c w szczególno±cie(t+s)F = etF esF , �etF��1 = e�tF .469. �wiczenie. Sprawdzi¢, »e: (1) '(AFA�1) = A'(F )A�1 dla A : V �=�!W ;(2) '(F T ) = �'(F )�T :8.7 Operatory rzutoweW tym paragra�e nie musimy zakªada¢, »e przestrze« V ma sko«czony wymiar.470. De�nicja. Operator P 2 EndV nazywa si¦ rzutem (albo operatoremrzutowym, albo projektorem), je±li speªnia warunek P 2 := P � P = P .471. De�nicja. Niech V = V0 _+V1. Je±li v = v0+v1 jest rozkªadem wektorav 2 V na skªadowe vi 2 Vi, to v1 nazywamy rzutem v na V1 wzdªu»(albo równolegle do) V0 i oznaczamy symbolem P V0V1(v). Zauwa»my, »eP V0V1(v) =  taki (okre±lony jednoznacznie!)wektor v1 2 V1, »e v � v1 2 V0 !.Poka»emy teraz, »e operator jest rzutem () jest `rzutem na co± wzdªu» czego±':472. Fakt. (a) Je±li V = V0 _+V1, to P V0V1 nale»y do End V i jest rzutem.(b) Je±li P 2 EndV jest rzutem, to V = kerP _+ imP oraz P = P kerPimP .(a) Oznaczmy dla wygody P := PV0V1 .Liniowo±¢ P : dla sprawdzenia, »e P (v0 + v00) = P (v0) + P (v00) nale»y pokaza¢, »e128



(1) P (v0) + P (v00) 2 V1 oraz (2) v0 := (v0 + v00)� �P (v0) + P (v00)� 2 V0;otó» (1) wynika st¡d, »e P (v0); P (v00) 2 V1, a V1 jest podprzestrzeni¡, za± (2) st¡d,»e v0 jest sum¡ wektorów v0 �P (v0) i v00 �P (v00) nale»¡cych do podprzestrzeni V0.Podobnie równo±¢ P (�v) = �P (v) wynika st¡d, »e �P (v) 2 V1 oraz �v��P (v) 2 V0.Dla dowodu równo±ci P 2 = P zauwa»my, »e je±li v 2 V1, to warunki � v1 2 V1v � v1 2 V0 �s¡ speªnione dla v1 := v, a wi¦c 8v 2 V1 : P (v) = v . St¡d dla ka»dego v 2 V , dzi¦kitemu »e P (v) 2 V1, mamy P �P (v)� = P (v), a zatem P = PV0V1 jest rzutem.(b) Zauwa»my, »e v1 2 V1 ) 9v : v1 = P (v)) P (v1) = P 2(v) = P (v) = v1, wi¦c Pjest identyczno±ci¡ na V1 := imP . St¡d je±li v 2 V ma rozkªad v = v0 + v1, gdziev0 2 V0 := kerP , v1 2 V1, to P (v) = P (v0)+P (v1) = 0+v1, czyli � v1 = P (v)v0 = v � P (v)�,wi¦c rozkªad mo»e by¢ co najwy»ej jeden. Z drugiej strony v1 := P (v) 2 V1, za±v0 := v � P (v) 2 V0, gdy» P (v0) = P (v) � P 2(v) = 0, wi¦c ka»dy v 2 V ma takirozkªad, co dowodzi »e V = V0 _+ V1. Ponadto P V0V1(v) = v1 = P (v), wi¦c P = PV0V1 .Najwa»niejsze wªasno±ci operatora rzutowego zestawia nast¦puj¡cy473. Fakt. Niech P 2 EndV b¦dzie rzutem, V0 := kerP; V1 := imP . WtedyP V0 = 0; P V1 = id; ker(idV �P ) = V1; im(idV �P ) = V0.Je±li oprócz powy»szych zaªo»e« dimV <1, to9e (baza): [P ]ee = " Ir 00 0 #, trP = r := rkP 2Z+.Dwie pierwsze wªasno±ci ju» znamy; zatem v 2 ker(id�P ) , v = P (v) , v 2 V1.Skoro P (id�P ) = P �P 2 = 0, to im(id�P ) � kerP = V0; odwrotnie, v 2 V0, tzn.P (v) = 0, implikuje v = (id�P )(v) 2 im(id�P ). Baz¡ o wªasno±ci [P ]ee = � Ir 00 0 �jest konkatenacja dowolnych baz dla V1 i V0; st¡d tak»e wynika ostatnia wªasno±¢.474. Zauwa»my, »e je±li V = V0 _+V1, to rzuty P0 := P V1V0 i P1 := P V0V1speªniaj¡ nast¦puj¡ce warunki:P 20 = P0, P 21 = P1, P0P1 = P1P0 = 0, P0 + P1 = idV ;uogólnimy to teraz na przypadek sumy prostej r  2 podprzestrzeni.475. Fakt. (a) Niech V = V1 _+ : : : _+ Vr i niech P1(v) 2 V1; : : : ; Pr(v) 2 Vrb¦d¡ skªadowymi wektora v 2 V . Wtedy P1; : : : ; Pr s¡ operatoramiz End V , speªniaj¡cymi nast¦puj¡ce warunki:8i : P 2i = Pi, 8i 6= j : Pj � Pi = 0, P1 + : : :+ Pr = idV . (*)(b) Odwrotnie, je±li dane s¡ operatory P1; : : : ; Pr 2 EndV speªniaj¡cewarunki (*), to mamy rozkªad V = V1 _+ : : : _+Vr, gdzie Vi := imPi;nadto Pi(v) s¡ skªadowymi v 2 V odpowiadaj¡cymi temu rozkªadowi.(a) Ustalmy chwilowo i 2 1; n; je±li v 2 Vi, to rozkªadem v jest 0+ : : :+ v+ : : :+0,a wi¦c Pi(v) = v oraz Pj(v) = 0 dla j 6= i. St¡d PiVi = id, PjVi = 0, wi¦c skoro8v 2 V : Pi(v) 2 Vi, to Pi � Pi(v) = Pi(v), Pj � Pi(v) = 0. Ponadto ka»dy v jestsum¡ swych skªadowych Pi(v), wi¦c P1(v) + : : :+ Pr(v) = v.(b) Skoro v = (P1 + : : : + Pr)(v) = P1(v) + : : : + Pr(v) oraz Pi(v) 2 imPi = Vi,129



to ka»dy wektor ma rozkªad. Sprawdzimy, »e jest to jedyny rozkªad: Je±li v =v1 + : : : + vr , gdzie vi 2 Vi, to Pi(vi) = vi (gdy» 9w : vi = Pi(w), za± P 2i = Pi)oraz Pj(vi) = 0 dla i 6= j (gdy» Pj�Pi(w)� = 0), wi¦c P1(v) = P1(v1 + v2 + : : :) == P1(v1) + P1(v2) + : : : = v1 + 0 + : : : = v1, itd., co ko«czy dowód.476. Oczywi±cie w powy»szej sytuacji Pi jest rzutem na Vi wzdªu» podprzestrzeniV i := V1 + : : : (bez Vi) : : : + Vr, tzn. Pi = PV iVi . W takim razie np. P1 zale»ynie tylko od przestrzeni V1, na któr¡ si¦ rzutuje, ale i od pozostaªych przestrzeniV2; : : : ; Vr, poprzez ich sum¦ algebraiczn¡ V 1, okre±laj¡c¡ `kierunek' rzutowania.477. Fakt. Je±li speªnione s¡ powy»sze warunki (a),(b) oraz F 2 EndV , to Vi s¡ F -niezmiennicze,tzn. 8i : F (Vi) � Vi !,  F komutuje z P1; : : : ; Pr;tzn. 8i : FPi = PiF !.) Dla v 2 V mamy F (v) =Pj PjF (v), a tak»e F (v) = F �Pj P (v)� =Pj FPj(v).Przy tym zarówno PjF (v) 2 Vj , jak równie» FPj(v) 2 Vj (gdy» F (Vj) � Vj), wi¦cz jednoznaczno±ci rozkªadu na skªadowe wynika PjF (v) = FPj(v). Krótszy sposób:) Skoro wj := FPj(v) nale»y do F (Vj) � Vj , to Pj(wj) = wj, wi¦c z dowolno±civ 2 V mamy PjFPj = FPj. St¡d PiF = PiPj FPj = PiPj PjFPj = PiFPi = FPi.( Je±li v 2 Vi, to v = Pi(v), wi¦c F (v) = FPi(v) = PiF (v) 2 Vi; st¡d F (Vi) � Vi.478. Uwaga. W najprostszym przypadku r = 2 wynik ten oznacza, »e je±li F; P 2 EndVoraz P jest rzutem, to FP = PF () � F (imP ) � imPF (kerP ) � kerP �; ostatni warunek jestoczywi±cie mocniejszy, ni» samo zawieranie F (imP ) � imP .8.8 Operatory nilpotentne479. De�nicja. Operator N 2 EndV jest nilpotentny, je±li istnieje liczbanaturalna k taka, »e Nk = 0.Czy operator N 2 EndR2, okre±lony macierz¡ N := � 2 5�1 �3 � jest nilpotentny?Kolejnymi pot¦gamimacierzyN s¡ ��1 �51 4 �, � 3 10�2 �7 �, ��4 �153 11 �, � 7 25�5 �18 �,��11 �408 29 �, � 18 65�13 �47 �, ��29 �10521 76 �, � 47 170�34 �123 �, ��76 �27555 199 �; nie da si¦na podstawie tych wylicze« wykluczy¢, »e która± z nast¦pnych pot¦g oka»e si¦ zerem.480. Fakt. Je±li dimV < 1 oraz N 2 End V , to nast¦puj¡ce warunki s¡równowa»ne:1. N jest operatorem nilpotentnym;2. Istnieje ci¡g podprzestrzeni f0g = V0 � V1 � V2 � : : : � Vn = V ,taki »e dimVk = k oraz N(Vk) � Vk�1 dla k 2 1; n;3. V mabaz¦, w którejN wyra»a si¦ macierz¡ ±ci±le (górno-)trójk¡tn¡;4. wN (�) = (��)n; n := dimV ;5. 8k : �k(N) = 0 (tzn. wszystkie niezm. podstawowe N znikaj¡);6. Nn = 0, gdzie n := dimV .1:) 2: Niech Vn := V . Gdyby N byª surjektywny, wtedy ka»da pot¦ga N te»byªaby surjektywna, co jest sprzeczne z nilpotentno±ci¡ (9 k : Nk = 0); zatem130



N (Vn) = imN ma wymiar ¬ n � 1, wi¦c istnieje (n � 1)-wymiarowa podprze-strze« Vn�1 � Vn taka, »e N (Vn) � Vn�1. Oczywi±cie Vn�1 jest N -niezmiennicza:N (Vn�1) � N (Vn) � Vn�1, wi¦c mo»emy powtórzy¢ nasz zabieg, zast¦puj¡c (Vn; N )par¡ (Vn�1; NVn�1), itd. W ten sposób znajdziemy ci¡g Vk o »¡danych wªasno±ciach.2:) 3: Dla k 2 1; n wybierzmy dowolny wektor ek 2 Vk n Vk�1; dostajemy wten sposób baz¦ V (88), przy czym N (ek) 2 he1; : : : ; ek�1i, co oznacza, »e macierz[N ]ee jest ±ci±le górno-trójk¡tna. 3:) 4: Z tw. o wyznaczniku macierzy trójk¡tnej.4:, 5: Wprost z okre±lenia liczb �k(N ) jako wspóªczynników wielomianu wN (�).4:) 6: Wprost z tw. Cayleya-Hamiltona. 6:) 1: Z de�nicji nilpotentno±ci.Uwaga. Je±li ciaªo K jest algebraicznie domkni¦te, np. K = C , to 4: , 4:, gdzie4: SpN = f0g;istotnie, wielomian wN (�) ma wtedy rozkªad postaci nQi=1(�i��) w pier±cieniu K[ � ].Bez algebraicznej domkni¦to±ci, np. dla K = R, mamy wci¡» wynikanie 4: ) 4:,lecz 4: ) 4:, a wi¦c i 4: ) 1:, mo»e by¢ faªszywe, czego dowodzi kontrprzykªadV := R3, N 2 EndR3, N (24x1x2x335) := 24�x2x10 35;mamy tutaj SpN = f0g, lecz 0 6= N = N5 = N9 = : : : oraz wN (�) = ��(�2 + 1).�wiczenie. Znale¹¢ bezpo±rednie dowody implikacji 1:) 4: oraz 1:) 3:) 2:) 6:Rozwi¡zanie.1:) 4: Je±li Nk = 0 oraz 9v 6= 0 : N (v) = �v, to 0 = Nk(v) = �kv, sk¡d � = 0.1:) 3: Przypu±¢my, »e znale¹li±my e1; : : : ; ek 2 V , takie »e Vk := he1; : : : ; eki jestk-wymiarowa oraz N (Vk) � Vk�1. Skoro 8�p : im(Np) � Vk, to ma sens okre±lenieq := minfp  1 : im(Np) � Vkg; wtedy 9v 2 V : N q�1(v) 62 Vk, wobec tegoek+1 := N q�1(v) ma wªasno±ci ek+1 62 Vk i N (ek+1) 2 Vk, wi¦c N (Vk+1) � Vk.Oczywi±cie konstrukcj¦ rozpocz¡¢ musimy od znalezienia e1, przyjmuj¡c V0 := f0g.3:) 2: Je±li [N ]ee jest ±ci±le trójk¡tna, to Vk := he1; : : : ; eki ma »¡dane wªasno±ci.2:) 6: Skoro N (Vk) � Vk�1, to N2(Vk) � Vk�2, itd.; ogólnie Np(Vk) = Vk�p,je±li oznaczymy Vj := f0g dla j ¬ 0. Zatem Nn(Vn) � V0, tzn. Nn = 0, QED.481. De�nicja. Je±li N 2 EndV jest operatorem nilpotentnym, to N-seri¡dªugo±ci k  1 nazywamy ci¡g niezerowych wektorów z V postaciv1; v2 = N(v1); : : : ; vk = N(vk�1),taki »e N(vk) = 0, tzn. nie daj¡cy si¦ `przedªu»y¢ w prawo' (lub `w dóª',gdy na diagramie umieszczamy v2 pod v1, v3 pod v2 itd.); jasne, »e tenwarunek gwarantuje N -niezmienniczo±¢ podprzestrzeni hv1; : : : ; vki.�wiczenie. Dowie±¢, »e N -seria jest ukªadem liniowo niezale»nym, a wi¦c baz¡W := hv1; : : : ; vki. Napisa¢ macierz �NW�ee, gdy baz¡ e jest v1; : : : ; vk lub vk; : : : ; v1.482. Twierdzenie. Je±li operator N 2 EndV jest nilpotentny, to przestrze«V ma baz¦ b¦d¡c¡ zestawem (tj. konkatenacj¡) pewnej liczby N -serii.88Istotnie, niech �1e1 + : : :�nen = 0; przy �n 6= 0 wynika st¡d, »e en 2 he1; : : : ; en�1i,czyli en 2 Vn�1, wbrew zaªo»eniu; zatem �n = 0 oraz �1e1 + : : :�n�1en�1 = 0, wi¦cmo»emy powtórzy¢ argumentacj¦, dowodz¡c »e �n�1 = 0, i tak dalej.131



Dowód (niezbyt trudny, b¦d¡cy konstrukcj¡ takiej bazy) podamy w Appendiksie A.Baz¦ zestawion¡ z N -serii nazywamy baz¡ jordanowsk¡ operatora N .483. Fakt. Zbiór dªugo±ci (a wi¦c i liczba) wszystkichN -serii, z jakich skªadasi¦ dana baza jordanowsk¡ N , jest dla wszystkich baz jordanowskichjednakowy, a wi¦c zale»y tylko od N (jest niezmiennikiem operatora).Wygodnie jest baz¦ jordanowsk¡ obrazowa¢ jej diagramem: poladiagramu odpowiadaj¡ wektorom bazy, kolumny|N -seriom two-rz¡cym t¦ baz¦, przy czym obowi¡zuj¡ tu dwie konwencje:(1) �pole wektora v le»y nad polem wektora v0� () N (v) = v0;(2) pola odpowiadaj¡ce ko«com serii le»¡ w jednym (najni»szym)wierszu; b¦dziemy ponadto ustawia¢ kolumny wg ich dªugo±ci.Przedstawiony na rysunku diagram odpowiada bazie, zestawionej z serii o dªugo-±ciach 5, 4, 4, 3, 2, 2, 1. Zauwa»my, »e wektory takiej bazy, odpowiadaj¡ce naj-ni»szemu wierszowi, rozpinaj¡ kerN ; z kolei kerN2 rozpinaj¡ wektory z dwóchnajni»szych wierszy, kerN3 | wektory z trzech najni»szych, itd. Zatem wymiarydk = dimkerNk s¡ tu równe d1 = 7, d2 = 13, d3 = 17, d4 = 20, d5 = d6 = : : : = 21.Je±li teraz dowodzon¡ tez¦ sformuªujemy w postaci `liczby dk = dimkerNk caªko-wicie determinuj¡ dªugo±ci k1  k2  k3 : : : poszczególnych kolumn diagramu', tostaje si¦ ona oczywista: diagrammo»emy zbudowa¢, stawiaj¡c jego kolejne wiersze,których dªugo±ci wk znajdujemy, znaj¡c wszystkie sumy w1 + : : :+ wk = dk. (89)21 w1 +w2 +w3 +w4 +w5 = 2118 19 20 w1 +w2 +w3 +w4 = 2014 15 16 17 w1 +w2 +w3 = 178 9 10 11 12 13 w1 +w2 = 131 2 3 4 5 6 7 w1 = 7Poj¦cie N -serii mo»na i warto uogólni¢ na dowolny operator w nast¦puj¡cy sposób:484. De�nicja. Je±li F 2 End V , to F -seri¡ dªugo±ci k  1 nazywamy ci¡gv1; v2 = F�(v1); : : : ; vk = F�(vk�1)(gdzie � jest pewn¡ liczb¡), taki »e F�(vk) = 0, lecz vk 6= 0. Wtedyhv1; : : : ; vki jest podprzestrzeni¡ F -niezmiennicz¡; ponadto � 2 K jestwarto±ci¡ wªasn¡ F (gdy» vk jest 6= 0 wektorem wªasnym); mówimy, »edana seria odpowiada warto±ci wªasnej � lub »e jest zwi¡zana z �.Prostym i pouczaj¡cym ¢wiczeniem jest sprawdzenie liniowej niezale»no±ci F -seriioraz zbadanie, jak wygl¡daj¡macierze (tzw. klatki Jordana 1. i 2. rodzaju) operatoraFW w ka»dej z dwu baz v1; : : : ; vk oraz vk; : : : ; v1 podprzestrzeni W := hv1; : : : ; vki.8.9 Pewien Wa»ny Lemat i jego konsekwencjeW poni»szym lemacie nie zakªada si¦, »e przestrze« V ma sko«czony wymiar!485. Lemat. Je±li wielomian w 2 K [ � ] zeruje operator F 2 End V i marozkªad w = u1�: : :�ur na parami wzgl¦dnie pierwsze czynniki ui 2 K [ � ],to V = V1 _+ : : : _+Vr, gdzie Vi = kerui(F );89Oczywi±cie mamy wk = dk � dk�1, gdzie d0 := 0. Nietrudno te» uzasadni¢ wzoryki = maxfk : wk  ig; odwrotne zale»no±ci maj¡ podobn¡ posta¢: wi = maxfj : kj  ig.132



oczywi±cie podprzestrzenie Vi s¡ F -niezmiennicze, a ka»dy z operatorówF(i) := F Vi 2 EndVi jest zerowany przez wielomian ui, tzn. ui(F(i)) = 0.Wielomiany wi := u1 � : : : bui : : : � ur s¡ wzgl¦dnie pierwsze, NWD(w1; :::; wn) = 1,wi¦c 9'1; :::; 'r 2 K[ � ] : '1(�)w1(�) + :::+'r(�)wr(�) = 1. We¹my pi := 'iwi orazPi := pi(F ) = 'i(F )wi(F ). Wtedy� P1 + : : :+ Pr = idV , gdy» p1(�) + : : :+ pr(�) = 1;� i 6= j ) PiPj = 0, gdy» wtedy w(�) j pi(�)pj(�);� P 2i = Pi, gdy» P 2i = Pi(idV �Pj 6=iPj) = Pi dzi¦ki poprzedniej wªasno±ci;� zatem stosuj¡c fakt 475. dostajemy rozkªad V = V1 _+ : : : _+ Vr, gdzie Vi :=imPi;� Vi � kerui(F ), gdy» w(�) = ui(�)wi(�) j ui(�)pi(�), sk¡d 0 = ui(F )pi(F ) =ui(F )Pi;� odwrotnie, Vi � kerui(F ); istotnie, je±li v 2 kerui(F ), tzn. ui(F )v = 0, toPj(v) = 0 dla j 6= i, gdy» ui(�) j wj(�) j pj(�); st¡d v =Pj Pj(v) = Pi(v) 2 Vi.486. Uwaga. Najwa»niejszy jest przypadek, gdy ui(�) = (� � �i)ki , gdzie�1; : : : ; �i 2 K s¡ parami ró»ne, za± k1; : : : ; kr 2 N; dostajemy wówczasV = V1 _+ : : : _+Vr, gdzie Vi = Vki(�i; F ) := ker(F�i)ki;ponadto Vi = Vk(�i; F ) dla k  ki, gdy» zwi¦kszenie wykªadnika kinie narusza równania w(F ) = 0; zatem ka»da z przestrzeni Vi jest terazalbo przestrzeni¡ pierwiastkow¡ V (�i) | gdy �i 2 SpF | albo zerow¡.Najwa»niejszym chyba wnioskiem z powy»szego lematu jest nast¦puj¡ce487. Twierdzenie (rozkªad V na przestrzenie pierwiastkowe). Je±li wielo-mian charakterystyczny operatora F 2 EndV ma rozkªad na czynnikistopnia 1 w K [�] (a tak jest zawsze np. dla K = C ), to V jest sum¡prost¡ wszystkich przestrzeni pierwiastkowych V (��); �� 2 SpF .Wystarczy w lemacie wzi¡c w(�) = �wF (�) i skorzysta¢ z tw. Cayleya-Hamiltona.488. Fakt. Wielomian minimalny operatora F 2 End V wyra»a si¦ wzorembwF (�) = (� � �1)h1 � � � (�� �r)hr , gdzie f�1; : : : ; �rg = SpF ,w którym hi := h(�i; F ) jest wysoko±ci¡ przestrzeni V (�i; F ), okre±lon¡jako najmniejszy numer h  1, taki »e V (�i; F ) = Vh(�i; F ).Z lematu wiemy, »e w(F ) = 0 implikuje Vki(�i) = V (�i), a wi¦c ka»dy wielomianzeruj¡cy F ma wykªadniki ki  hi. Z drugiej strony dla w(�) :=Qi(���i)hi mamyoczywi±cie w(F ) = 0, gdy» na V (�i) zeruje si¦ �F�i�hi , za± (� � �i)hi j w(�).489. Fakt. dimV (�i; F ) = k(�i; F ) := krotno±¢ �i jako pierwiastka wF (�).W konsekwencji wysoko±¢ hi = h(�i; F ), zde�niowana `niekonstruktyw-nie' jako najmniejsze h 2 N, dla którego Vh(�i) = V (�i), jest zarazemnajmniejszym numerem h, takim »e dimVh(�i) = ki = k(�i; F ).Z 450. wiemy, »e wielomian wF (�) jest iloczynem wFi(�), gdzie Fi 2 EndVi s¡skªadowymi F odpowiadaj¡cymi rozkªadowi V na sum¦ prost¡ Vi := V (�i). Leczskoro operator Ni = Fi��i id jest nilpotentny, towFi = (�i��)ki , gdzie ki = dimVi.490. Twierdzenie. Je±li wF jest rozkªadalny na czynniki stopnia 1 w K [ � ],to przestrze« V ma baz¦, w której macierz F jest górnotrójk¡tna.133



Niech SpF = f�1; : : : ; �rg; przestrzeni V (�i) jest niezmiennicza wzgl¦dem F i |wprost z okre±lenia V (�i) | operator Ni = F�iV (�i) jest nilpotentny; zatem V (�i)ma baz¦, w której Ni ma macierz ±ci±le górno-trójk¡tn¡, a wi¦c F V (�i) | macierztrójk¡tn¡, o wyrazach �i na diagonali. Skoro V = P: V (�i), to baza V , b¦d¡cakonkatenacj¡ takich baz dla V (�i), gdzie i 2 1; r, ma oczywi±cie »¡dan¡ wªasno±¢.Inny (nieco dªu»szy, ale bardziej elementarny) dowód tego twierdzenia:Indukcja wzgl¦dem n = dimV : Gdy dimV = 1 teza jest oczywista. Krok induk-cyjny: we¹my dowolne �n 2 SpF ; operator F�n 2 EndV jest osobliwy, wi¦c oso-bliwy jest tak»e F ��n 2 EndV � tzn. 9 0 6= � 2 V � : F ��n(�) = 0. Skoro F �(�) = ��F ,oznacza to, »e � � F�n = 0. St¡d 8v : 0 = �� � F�n�(v) = ��F (v) � �nv�,tzn. 8v : F (v) � �nv 2 Vn�1 := ker �. W szczególno±ci podprzestrze« Vn�1 jestF -niezmiennicza, a bior¡c dowolny en 2 V n Vn�1 mamy F (en) � �nen 2 Vn�1.Wynika z tego, »e wF (�) = w ~F (�)(�n � �) (gdzie ~F 2 EndVn�1 jest obci¦ciem Fdo Vn�1), wi¦c mo»emy powtórzy¢ nasz zabieg, bior¡c Vn�1 zamiast V , itd. Dosta-niemy w ten sposób ªa«cuch podprzestrzeni V = Vn � Vn1 � : : : � V2 � V1 orazbaz¦ e = (e1; : : : ; en), takie »e Vk = he1; : : : ; eki oraz F (Vk) � Vk�1.Uwaga. Zamiast ker� mo»na u»y¢ innej konstrukcji Vn�1: Dla �n 2 SpF operatorF�n jest niesurjektywny, wi¦c dimimF�n < n; jasne jest te», »e ka»da (n � 1)-wymiarowa podprzestrze« Vn�1, zawieraj¡ca imF�n , ma wªasno±¢ F�nV � Vn�1.491. �wiczenie. Przy zaªo»eniach powy»szego twierdzenia dowie±¢, »e(a) det(eF ) = etrF ;(b) wF (�) = nQi=1(�i � �) ) w'(F )(�) = nQi=1('(�i)� �)dla dowolnego wielomianu �(�), a wi¦c tak»e dla `dowolnej' funkcji �,dla której operator �(F ) jest okre±lony.Rozwi¡zanie. �atwo sprawdzi¢, »e je±li GT(Kn) oznacza podzbiór Knn, zªo»onyz macierzy górnotrójk¡tnych, za± �1; : : : ; �n | funkcje na GT(Kn), dane wzorem�i(A) := Aii = i-ty wyraz diagonalny A, to: (1) GT(Kn) jest podprzestrzeni¡przestrzeni Knn, zamkni¦t¡ wzgl¦dem mno»enia macierzy (podalgebr¡ algebry Knn);(2) ka»de �i jest homomor�zmem algebry GT(Kn) w K , tzn. »e �i jest liniowe orazmultiplikatywne: �i(AB) = �i(A)�i(B). Wobec tego (3) �i(w(A)) = w(�i(A)) dlaka»dego wielomianu w(�), wi¦c i dla `dowolnej' funkcji, dla której w(A) ma sens.Dzi¦ki twierdzeniu dla pewnej bazy e macierz A = [F ]ee nale»y do GT(Kn),mamy wi¦c: det eA = Q �i(eA) = Q e�iA = eP �iA = etrA, co daje (a), orazwA(�) =Q(�� �iA), w'(A)(�) = Q�� � �i('(A))� = Q��� '(�iA)�, co daje (b).Uwaga. We wzorach (a),(b) zaªo»enie o rozkªadalno±ci wF (�) nie jest istotne;mo»na si¦ go pozby¢, stosuj¡c tzw. kompleksy�kacj¦ przestrzeni V i operatora F .A oto najwa»niejszy (a przynajmniej najbardziej znany) wynik tego rozdziaªu:492. Twierdzenie (baza jordanowska operatora). Je±li wilomian wF (�) maw K [�] rozkªad na czynniki stopnia 1, to V ma baz¦, zªo»on¡ z F -serii.W ka»dej z przestrzeni pierwiastkowych Vi = V (�i) we¹my baz¦, zªo»on¡ z Ni-seriioperatora nilpotentnego Ni = F�iVi = F Vi � �i idVi ; konkatenacja wszystkich tychbaz jest oczywi±cie baz¡ V zªo»on¡ z F -serii (tzw. baz¡ jordanowsk¡ operatora F ).134



493. Uwaga. Tak, jak dla operatora nilpotentnego, zbiór dªugo±ci F -serii zwi¡zanych zdowoln¡ ustalon¡ warto±ci¡ wª. nie zale»y od wyboru bazy jordanowskiej, por. 483.* Przykªad 1. Znajdziemy najpierw opis przestrzeni rozwi¡za« równania ró»niczko-wego zwyczajnego liniowego o staªych wspóªczynnikach, mianowicie w( ddt )v(t) = 0.Wielomian okre±laj¡cy równanie w(�) = �n�an�1�n�1�: : :�a0 2 C [�] ma rozkªadna czynniki w(�) = (� � �1)k1 : : : (� � �r)kr , �i 2 C , ki 2 N, k1 + : : :+ kr = n.Maj¡c zadany przedziaª otwarty J � R okre±lmy zaspolon¡ przestrze« wektorow¡V := �v : J ! C : v jest n-krotnie ró»niczkowalna oraz w( ddt )v(t) = 0	.Zauwa»my, »e V � C1(J ; C ) (90), a ponadto v 2 V ) ddt 2 V dzi¦ki oczywistejprzemienno±ci operacji ddt iw( ddt ). Mo»emywi¦c okre±li¢ operator F := ddt V 2 EndVi spostrzec, »e w(F ) = 0 wprost z okre±lenia V . Z lematu wynika wi¦c rozkªadV = V1 _+ : : : _+Vr , gdzie Vi = ker(F�i)ki = �v 2 C1(J ; C ) : ( ddt � �i)kiv(t) = 0	.Lecz przez indukcj¦ wzgl. k dostajemy to»samo±¢ ( ddt � �)k �e�tu(t)� = e�tu(k)(t),z której natychmiast wynika posta¢ poszczególnych podprzestrzeni Vi:Vi = �v : v(t) = e�it(wielomian stopnia < ki wzgl¦dem t)	W ten sposób rozwi¡zali±my równanie ró»niczkowe ±ci±le algebraicznymi ±rodkami!* Przykªad 2. Opiszemy teraz przestrze« rozwi¡za« rekurencji liniowej stopnia n:8 k  0 : xk+n = a0xk + a1xk+1 + : : :+ an�1xk+n�1, (*)gdzie wspóªczynniki a0; : : : ; an�1 2 K s¡ dane. Zauwa»my, »e je±li w przestrzeniKZ+ = fx = (x0; x1; x2; : : :) : xk 2 Kg okre±limy operator przesuni¦cia (`shift')wzorem (Sx)k := xk+1, tzn. S(x1; x1; x2; : : :) := (x1; x2; x3; : : :), za± wielomianw(�)ma posta¢ w(�) := �n � an�1�n�1 � : : :� a1�� a0, to (*)() x 2 kerw(F ), tzn.przestrzeni¡ rozwi¡za« rekurencji (*) jest V := kerw(F ). Zauwa»my przy tym, »e(1) dimV = n, gdy» rozwi¡zanie (*) jest w peªni okre±lone przez x0; : : : ; xn�1;(2) przestrze« V jest S-niezmiennicza, gdy» w(S)x = 0 ) w(S)Sx = Sw(S)x = 0;(3) operator F := SV 2 EndV speªnia równanie w(F ) = 0 (wprost z de�nicji V ).Wobec tego, je±li w(�) ma rozkªad w(�) = (���1)k1 : : : (���r)kr (a jest tak zawszedla C = K), to z lematu dostajemy V = V1 _+ : : : _+Vr, gdzie Vi = ker(S � �i)ki .Otó» je±li x = g(�)u oznacza zwykªy (punktowy) iloczyn ci¡gu geometrycznegog(�) = (1; �; �2; : : :) i ci¡gu u = (u0; u1; u2; : : :), tzn. xj = �juj, to przez indukcj¦wzgl¦dem k  0 dostajemy to»samo±¢ (S � �)k[g(�)u] = �kg(�)(S � 1)ku ; z kolei(S � 1)ku = 0 () � ci¡g u jest wielomianowy stopnia < k, tzn. istniejewielomian U (�) stopnia < k, taki »e 8j : uj = U (j)�[`(', bo deg�U (� + 1) � U (�)� = degU (�) � 1; `,', bo ker(S � 1)k ma wymiar ki zawiera, wobec `(', k-wymiarow¡ przestrze« ci¡gów wielomianowych stopnia < k].Zatem ka»de rozwi¡zanie x rekurencji (*)ma posta¢ x = g(�1)u(1)+: : :+g(�r)u(r),gdzie u(i) jest (jednoznacznie okre±lonym) ci¡giem wielomianowym stopnia < ki.90Stosuj¡c indukcj¦ wzgl¦dem m  1 bez trudu otrzymujemy, »e8m  1 : 9 cm;0; cm;1; : : : ; cm;n�1 2 C : 8v 2 V : v(n�1+m) = n�1Pk=0 cm;kv(k).135



8.10 Operatory diagonalizowalne494. Fakt. Dla operatora D 2 EndV nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:1. 9 e (baza V ): macierz [D]ee jest diagonalna;2. V ma baz¦ zªo»on¡ z wektorów wªasnych operatora D;3. 8� 2 SpD : V (�) = V1(�) [co mo»na zapisa¢ w postacih(�;D) = 1 (wysoko±¢) lub dimV1(�) = k(�;D) (krotno±¢)],ponadto za± wD(�) jest rozkªadalny w K [�] na czynniki stopnia 1.4. D ma rozkªad spektralny: D = �1P1 + : : : + �rPr, gdzie zestawP1; : : : ; Pr jest rzutowym rozkªadem jedynki oraz �i 2 K ;5. Istnieje wielomian w(�) o pierwiastkach krotno±ci 1, zeruj¡cy Di rozkªadalny w K [�] na czynniki stopnia 1.Operator maj¡cy powy»sze wªasno±ci nazywamy diagonalizowalnym.4:) 1: Konkatenacja baz poszczególnych Vi := imPi jest baz¡ diagonalizuj¡c¡D.1:) 4: Niech P1; : : : ; Pn | rzuty odpowiadaj¡ce rozkªadowi V = he1i _+ : : : _+ henina 1-wymiarowe przestrzenie rozpinane przez wektory bazy diagonalizuj¡cej.WtedyD = nPi=1 �iPi. 4:) 5: Zauwa»my, »e (Pi �iPi)(Pj �jPj) = Pk (�i�j)Pi, sk¡d wi-da¢, »e w(Pi �iPi) = Pi w(�i)Pi dla dowolnego wielomianu w(�); wystarczy wi¦cjako w(�) wzi¡¢ dowolny wielomian o pojedynczych pierwiastkach, zeruj¡cy si¦ nawszystkich �i. 5:) 3: Wprost z lematu 485. 3:) 2: Jasne, »e konkatenacja bazposzczególnych przestrzeni V1(�i) jest baz¡ diagonalizuj¡c¡D. 1:, 2: oczywiste.495. Uwaga. Dany rozkªad spektralny D =Pi �iPi mo»na zawsze `zredukowa¢', odrzu-caj¡c ewentualne zerowe rzuty Pi oraz zast¦puj¡c Pi, odpowiadaj¡ce jednakowymwspóªczynnikom �i, sum¡ tych Pi (suma kilku Pi te» jest rzutem!). Po takiej re-dukcji wspóªczynniki �i rozkªadu D =Pi �iPi b¦d¡ ju» parami ró»ne, f�i : i 2 1; rgb¦dzie zbiorem wszystkich warto±ci wªasnych D (mo»e by¢ jedno �i równe 0), aVi := imPi = V1(�i; D) b¦d¡ przestrzeniami wªasnymi D. Co wi¦cej, zredukowanyrozkªad spektralny D jest jednoznaczny z dokªadno±ci¡ do kolejno±ci skªadników.496. Wniosek (z 3� ) 1�, oczywisty, lecz cz¦sto przywoªywany): Je±li wielomian wF (�)ma n = dimV pierwiastków parami ró»nych w ciele K, to F jest diagonalizowalny(91).497. �wiczenie. Diagonalizowalno±¢macierzyA 2 Knn (rozumiana oczywi±cie jako dia-gonalizowalno±¢ operatora A 2 EndKn, A(x) := Ax) jest równowa»na warunkowi9B 2 Knn : B�1 istnieje oraz macierz B�1AB jest diagonalna.Wskaz. Zauwa»my, »e je±li B 2 Knm, to AB = B diag(�1; : : : ; �m) , 8j 2 1;m :ABj = �jBj; zatem mo»na B zestawi¢ z (kolumnowych) wektorów wªasnych A.498. Fakt. Niech F;D 2 End V , przy czym zaªó»my, »e operator D jestdiagonalizowalny. Wtedy F i D komutuj¡,tzn. FD = DF !, przestrzenie wªasne D s¡ F -niezmiennicze,tzn. 8� 2 SpD : F (V (�;D)) � V (�;D) !.) Je±li v 2 V (�;D), tzn. D(v) = �v, to D�F (v)� = F �D(v)� = F ��v� = �F (v),91Mo»na to uzyska¢ w sposób bardziej elementarny, zob. 438.136



tzn. F (v) 2 V (�;D). ( Dowolny v 2 V ma rozkªad v = Pi vi na skªadowevi 2 V (�i; D) = V1(�i; D). Z zaªo»enia F (vi) 2 V (�i; D), wi¦c D�F (vi)� = �iF (vi),sk¡d D�F (v)� = D�Pi F (vi)� =Pi : : : =Pi �iF (vi) = F �Pi �ivi� = F �D(v)�.8.11 Rozkªad na cz¦±¢ diagonalizowaln¡ i nilpotentn¡Zaªó»my o operatorze F 2 EndV , »e jego wielomian charakterystyczny wF (�) jestrozkªadalny na czynniki stopnia pierwszego w K[ � ].499. Twierdzenie. Operator F ma jednoznaczny rozkªad postaciF = D +N , gdzie 8><>: D;N 2 EndV;D | diagonalizowalny, N | nilpotentny,D i N komutuj¡, tzn. DN = ND 9>=>;.Ponadto D i N mo»na wyrazi¢ jako wielomiany od operatora F .Istnienie.Niech SpF = f�1; : : : ; �rg, gdzie �i s¡ parami ró»ne, oraz niech Pi b¦dzie ukªademrzutów odowiadaj¡cych rozkªadowi V = rPi=1V (�i; F ).Wtedy operatorD := rPi=1�iPijest diagonalizowalny (bo ma rozkªad spektralny), DF = FD (gdy» V (�i; F ) s¡F -niezmiennicze, co daje FPi = PiF ), a wi¦c tak»e ND = DN dla N := F �D.Ponadto N jest nilpotentny, gdy» N pokrywa si¦ z F�i na podprzestrzeni V (�i; F ).Jednoznaczno±¢.(1) Przestrze« V (�i; D) jest niezmiennicza wzgl¦dem F (a wi¦c i N = F � D),bowiem v 2 V (�i; D) ) D(v) = �iv ) D(F (v)) = F (D(v)) = F (�iv) = �iF (v).(2) V (�i; D) � V (�i; F ). Istotnie, niech v 2 V (�i; D); mamy wi¦c D(v) = �iv, sk¡dF (v) = �iv + N (v), czyli F�i(v) = N (v) . St¡d �F�i�h(v) = Nh(v) (dzi¦ki (1),przez indukcj¦), wi¦c v 2 ker�F�i�h (gdy Nh = 0, dla du»ych h), tzn. v 2 V (�i; F ).(3) V (�i; D) = V (�i; F ), wskutek (2) i tego, »e V jest sum¡ prost¡ zarównoV (�i; D), jak te» V (�i; F ). St¡d D =Pi �iPi, gdzie �i s¡ warto±ciami wªasnymi F ,za± Pi | rzutami odpowiadaj¡cymi rozkªadowi V na V (�i; F ); to ko«czy dowód.Wyra»enie D i N w postaci wielomianów od F .Wielomiany pi(�) skonstruowane w 485. daj¡ rzuty pi(F ) = Pi, wi¦c D = '(F ),N =  (F ), gdzie '(�) := rPi=1�ipi(�),  (�) := 1� '(�).500. Fakt. Dla ustalonego � 2 SpF niech h  1 b¦dzie na tyle du»e, »eV (�) = Vh(�) = ker(F�)h. Wówczas P�6=�V (�) = im(F�)h.Pozwala to m.in. znale¹¢ rzut P� na V (�) bez znajdowania pozostaªychwarto±ci wªasnych � 2 SpF , a tym bardziej przestrzeni V (�).Skoro G := �F��h jest wielomianem od F , to ka»da z przestrzeni V (�), b¦d¡cF -niezmiennicza, jest tak»e G-niezmiennicza. Przy tym G znika na V (�), a wi¦cimG � bV (�) := P�6=�V (�). Z drugiej strony mamy dim bV (�) = dimV �dimV (�) == dimV � dimkerG = dimimG, wi¦c zawieranie to jest w istocie równo±ci¡.137



Alternatywny dowód twierdzenia Cayleya-Hamiltona501. Ustalmy 0 6= v 2 V ; poka»emy, »e wF (F )v = 0. Niech m 2 N b¦dzie najmniej-sz¡ liczb¡ tak¡, »e ukªad v; Fv; : : : ; Fmv jest l.zale»ny. Wtedy ukªad e1 = v; e2 =Fv; : : : ; em = Fm�1v jest l.niezale»ny oraz Fmv = a1e1 + : : :+ amem dla stosow-nych ai 2 K . Wybierzmy em+1; : : : ; en tak, by ukªad e1; : : : ; en byª baz¡ V . W tejbazie Fei = ei+1 dla i 2 1;m� 1, Fem = a1e1+ : : :+amem, wi¦c [F ]ee jest blokowogórno-trójk¡tna: j ¬ m < i ) F ij = 0. St¡d i ze wzoru ���������� � 0 : : : 0 a1�1 � : : : 0 a2: : : : : : :0 0 : : : � am�10 0 : : : �1 am ���������� =a1 + a2� + : : :+ am�m�1 (gdy» Dm = Dm�1 + am�m�1) wielomian charaktery-styczny F ma posta¢ wF (�) = g(�)(c1 + c2� + : : : + cm�m�1 � �m)g(�). ZatemwF (F ) = g(F )(c1 idV +c2F + : : :+ cmFm�1 � Fm), sk¡d wF (F )v = g(F )(c1e1 +: : :+ cmem � Fmv) = 0.
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9 Przestrzenie unitarne9.1 Hermitowski iloczyn skalarny502. Niech V b¦dzie przestrzeni¡ unitarn¡ lub euklidesow¡, tzn. przestrzeni¡ wektorow¡nad ciaªem C (odpowiednio: nad R), wyposa»on¡ w (dodatni) iloczyn skalarny(póªtoraliniowy hermitowski dla K = C , dwuliniowy symetryczny dla K = R);b¦dziemy go oznacza¢ symbolem 
 � � � lub (gdy mamy kilka przestrzeni) 
 � � �V .O wszystkich rozwa»anych tu przestrzeniach zakªadamy, »e maj¡ sko«czony wymiar.503. Antyizomor�zm Frecheta-Riesza: V 3 v 7! vy := Dv � E 2 V � .Jest to wyró»niony przez iloczyn skalarny antyliniowy izomor�zm V �= V �; pozwalaon w ró»nych sytuacjach operowa¢ przestrzeni¡ V zamiast V �; taka zamiana V � naV prowadzi m.in. do takich obiektów, jak W? � V (odpowiednika W0 � V � dlaW � V ) oraz F y 2 L(W ;V ) (odpowiednika F � 2 L(W �;V �) dla F 2 L(V ;W )).Odwrotno±¢ (anty)izomor�zmu ( � )y : V ! V � oznaczmy tym samymsymbolem ( � )y:( � )y : V � ! V , �y = v () vy = � () 8w 2 V : Dv wE = �(v).Ta `nieroztropno±¢' nie prowadzi do kolizji; oka»e si¦ wkrótce, »e oba odwzorowania( � )y s¡ tzw. sprz¦»eniami hermitowskimi operatorów: K ! V , mianowicie � 7! �v(naturalne i `bezpieczne' jest oznaczanie tego operatora symbolem v) i � : V ! K.504. Ortogonalno±¢ i dopeªnienie ortogonalne podprzestrzeni:v ? w def() Dv wE = 0; mówimy wtedy, »e wektory v;w przestrzeniunitarnej V s¡ prostopadªe (lub ortogonalne); je±li V1; V2;W � V , toV1 ? V2 def() 8v1 2 V1; v2 2 V2 : v1 ? v2;W? := fv 2 V : 8w 2 w : v ? wg;oczywi±cie W? jest najwi¦kszym podzbiorem V ortogonalnym do W .505. Fakt (wªasno±ci ( � )? w przestrzeni unitarnej lub euklidesowej V ):(1) W? jest podprzestrzeni¡ V dla ka»dego podzbioru W � V ;w (2)..(5) zaªo»ymy, »e W;W1;W2 � V s¡ podprzestrzeniami:(2) (W1 +W2)? = W?1 \W?2 ;(3) V = W _+W?, w szczególno±ci dim(W?) = dimV � dimW ;(4) (W?)? =W ;(5) (W1 \W2)? = W?1 +W?2 .S¡ to wªasno±ci analogiczne i zwi¡zane z wªasno±ciami anihilatora, a wi¦c te» ichsprawdzenie jest podobne: (1) oczywiste; (2) proste sprawdzenie; (3)W\W? = f0g,bo w ? w ) kwk = 0 ) w = 0 wskutek dodatnio±ci 
 � � �; zarazem dimW? =dimW0 = dimV � dimW ; (4) `�' jest oczywiste, a zarazem dimW?? = dimW ;(5) wystarczy wzi¡¢ ( � )? obu stron (2) oraz zamieni¢ Wi na W?i .139



9.2 Sprz¦»enie hermitowskie operatora506. De�nicja (sprz¦»enie hermitowskie). Je±li F 2 L(V ;W ), gdzie obieprzestrzenie V i W s¡ unitarne lub euklidesowe, to wzórDv F ywEV = DFv wEWjest poprawn¡ de�nicj¡ pewnego operatora F y 2 L(W ;V ), zwanegohermitowskim sprz¦»eniem F . Z operatorem F � 2 L(W �;V �) [takim,»e F �� := � � F ] jest on zwi¡zany przemienno±ci¡ nast¦p. diagramu:W F y�! Vy # # yW � F ��! V � , co oznacza, »e F y jest zªo»eniemW y�! W � F ��! V � y�! V:Uwaga. F y zale»y oczywi±cie zarówno od F , jak i iloczynów skalarnych w V i W .Wªasno±ci: (1) F 7! F y jest antyliniowe; (2) inwolutywno±¢: (F y)y = F ;(3) (F � G)y = Gy � F y (odwraca kolejno±¢ skªadania); (4) idyV = idV ;st¡d oraz z (3) wynika ªatwo (5) je±li F�1 istnieje, to (F�1)y = (F y)�1.507. Fakt. Je±li F 2 L(V ;W ), gdzie obie przestrzenie V;W s¡ unitarne(lub euklidesowe), to zachodz¡ wzory(a) kerF y = (imF )?; (b) imF y = (kerF )?.(a) w 2 kerF y , F yw = 0 , 8v : �0 = 
F yw v�, tzn. 0 = 
w Fv��, w ? imF .(b) Stosuj¡c (a) do F y widzimy, »e dopeªnienia ortogonalne obu stron s¡ równe; st¡dteza wskutek inwolutywno±ci operacji ( � )?.508. Uwaga. Bezpo±rednio widoczne jest zawieranie imF y � (kerF )?:je±li v 2 imF y (tzn. 9w : v = F yw), to v ? kerF , gdy» 
v � � = 
w F ( � )�.Okazuje si¦, »e dla niesko«czenie wymiarowych przestrzeni Hilberta inkluzja `�' niezawsze jest równo±ci¡; wa»ne jest tzw. twierdzenie Banacha o obrazie domkni¦tym,mówi¡ce »e równo±¢ (b) jest równowa»na domkni¦to±ci (w W ) podprzestrzeni imF .509. De�nicja. Operator F 2 End V w przestrzeni unitarnej nazywa si¦:(N) normalny, je±li F yF = FF y;(H) hermitowski (lub samosprz¦»ony lub symetryczny), je±li F y = F ;(A) antyhermitowski (a antysymetryczny dla K = R), je±li F y = �F ;(U) unitarny (lub ortogonalny | gdy V jest euklidesowa), je±liF yF = idV , tzn. F�1 istnieje i F y = F�1.Zauwa»my, »e operatory normalne tworz¡ najobszerniejsz¡ z tych klas: zawiara onawszystkie pozostaªe wymienione tu klasy. �atwo te» sprawdzi¢, »e podzbiór operato-rów hermitowskich jest zamkni¦ty wzgl¦dem dodawania i mno»enia przez liczby rze-czywiste, a wi¦c jest R-podprzestrzeni¡ przestrzeni EndV (ale nie podprzestrzeni¡sensu stricte, gdy K = C ). To samo dotyczy zbioru operatorów antyhermitowskich.Uwaga. Sªowo `normalny' jest tu niefortunne o tyle, »e operatory normalne stanowi¡ jedynie`znikom¡ cz¦±¢' zbioru EndV . Ponadto podzbiór operatorów normalnych w EndV jest trudnydo sparametryzowania i nie ma dobrych wªasno±ci algebraicznych, np. na ogóª `normalno±¢' nie140



przenosi si¦ z `póªproduktów' na produkt ko«cowy przy operacjach algebraicznych, np. dodawaniui skªadaniu. Niemniej jednak w zastosowaniach `normalno±¢' jest bardzo wa»na i cz¦sto spotykana.510. Zªo»enie dwu operatorów hermitowskich na ogóª nie jest operatorem hermitowskim;wzór (F1 �F2)y = F y2 �F y1 = F2 �F1 pokazuje natomiast, »e operatory hermitowskietworz¡ zbiór zamkni¦ty wzgl¦dem antykomutatora [F1; F2]+ := F1 � F2 + F2 � F1,za± operatory hermitowskie | wzgl¦dem komutatora [F1; F2] := F1 � F2 � F2 � F1.Operatory hermitowskie i antyhermitowskie w przestrzeni unitarnej (gdyK = C) s¡ ±ci±le ze sob¡zwi¡zane: �H 2 EndV jest hermitowski� () �A := _�H jest antyhermitowski�, gdy» F 7! F yjest antyliniowe; z tego powodu zajmowanie si¦ operatorami antyhermitowskimi jest wªa±ciwieniepotrzebne. Zupeªnie inaczej jest w przestrzeniach euklidesowych, gdy K = R: tu operatorysymetryczne i antysymetryczne stanowi¡ niejeko dwa odr¦bne i zupeªnie niepodobne ±wiaty.511. Zbiór operatorów unitarnych z End V zawiera idV , jest zamkni¦ty wzgl. skªadania:�F = F1F2; F yi Fi = idV � ) F yF = F y2 (F y1F1)F2 = F y2F2 = idV ,a tak»e wzgl¦dem brania odwrotno±ci: F yF = idV ) FF y = idV . Oznacza to, »ejest podgrup¡ (nazywan¡ grup¡ unitarn¡, a w przypadku K = R| ortogonaln¡)grupy wszystkich odwracalnych operatorów z EndV (92).Fakt. Warunek F yF = idV na operator F 2 EndV jest równowa»nyF -niezmienniczo±ci (tzn. `zachowywaniu przez F ') iloczynu skalarnego:8v;w 2 V : DFv FwE = Dv wE.W konsekwencji ka»dy operator unitarny lub ortogonalny jest izometri¡(tzn. zachowuje odlegªo±ci) w przestrzeni metrycznej (V; d = k � � � k):d(v;w) := kv � wk = d(F (v); F (w)).Istotnie, 
Fv Fw� � 
v w� = 
v (F yF � idV )w� z de�nicji sprz¦»enia operatora.512. Fakt. Ka»dy operator F 2 End V ma jednoznaczny rozkªad na cz¦±¢symetryczn¡ i antysymetryczn¡:F = H +A, gdzie Hy = H, Ay = �A,mianowicie H = 12(F + F y), A = 12(F � F y).Przy tym F jest normalny() jego obie cz¦±ci komutuj¡: HA = AH.Gdy K = C , tzn. w przestrzeni unitarnej, F ma jednoznaczny rozkªadF = H1 + _�H2, gdzie H1;H2 s¡ hermitowskiemianowicie H1 = 12(F + F y), H2 = 12_�(F � F y),zwane cz¦±ci¡ rzeczywist¡ i urojon¡ operatora F (m.in. dlatego, »ewzory na nie przypominaj¡ wzory Re z = z+z2 , Im z = z�z2_� ). Przy tymF jest normalny() obie te cz¦±ci komutuj¡: H1H2 = H2H1.Posprawdzanie tego wszystkiego stanowi bardzo proste (obligatoryjne!) ¢wiczenie.513. Fakt. F 2 End V jest normalny () 8v 2 V : kF yvk = kFvk.W konsekwencji je±li operator F jest normalny, to:92Ta ostatnia grupa, nazywana jest peªn¡ grup¡ liniow¡ albo grup¡ automor�zmów prze-strzeni V i oznaczana bywa symbolem GL(V ) (od ang. skrótu general linear) lub Aut(V ).141



(1) kerF y = kerF ;(2) Fv = �v () F yv = �v;(3) kerF = (imF )?, ogólniej: 8� 2 K : kerF� = (imF�)?.Oznaczmy H := F yF � FF y. ) Mamy H = 0, wi¦c kFvk2 = 
Fv Fv� =
F yFv v� = 
FF yv v� = 
F yv F yv� = kF yvk2. ( Okre±lmy �(v; w) := 
v Hw�;skoro Hy = H, to forma � jest hermitowska (dla K = C ) lub symetryczna (dlaK = R), za± poprzedni rachunek daje 8v : �(v; v) = 0; st¡d � = 0 dzi¦ki wzorowipolaryzacyjnemu, a to oznacza H = 0, tzn. normalno±¢ F .(1) v 2 kerF () kFvk = 0 () kF yvk = 0 () v 2 kerF y. (2) Skoro(F�)y = (F �� idV )y = F y�� idV = (F y)�, to z normalno±ci F wynika normalno±¢F�, wi¦c mo»na zastosowa¢ (1) do operatora F�. (3) Gdy» zawsze kerF y = (imF )?.514. Iloczyn skalarny pozwala wyró»ni¢ w±ród wszystkich rzutów P = PUW 2End V tzw. rzuty prostopadªe (ortogonalne), tzn. takie, »e U = W?.Niech PW := PW?W oznacza rzut prostopadªy na podprzestrze« W � V .515. Fakt. Je±li V jest unitarna lub euklidesowa, a P 2 End V jest rzutem,to ( P jest ortogonalny, tzn. imP ? kerP ) () P y = P .) Skoro v � Pv 2 kerP , Pv0 2 imP , to 0 = 
v � Pv Pv0� = 
v (id�P )yPv0�,wi¦c z dowolno±ci v; v0 2 V wynika, »e 0 = (id�P )yP , tzn. P = P yP ; st¡d P y =(P yP )y = P yP yy = P . ( P = P y implikuje równo±¢ (id�P )yP = 0, oznaczaj¡c¡(jak przed chwil¡ widzieli±my) prostopadªo±¢ im(id�P ) (czyli kerP ) do imP .Inny sposób. P = P y () 8v; v0 2 V : 
Pv v0� = 
v Pv0�; kªad¡c tu P = PUW ,gdzie V = W _+U , dostajemy warunek 8(w;w0 2 W; u; u0 2 U ) : 
w w0 + u0� =
w + u w0�, tzn. 
w u0� = 
u w0�; poniewa» lewa i prawa strona zale»¡ tu od innychniezale»nych skªadowych, to jest on równowa»ny to»samo±ciowemu zerowaniu si¡obu stron, tzn. W ? U , co przy V = W _+U oznacza U = W?.�wiczenie. Dowie±¢ »e sprz¦»eniem rzutu PUW jest rzut PW?U? ; jest to ªatwe w opar-ciu o wzór kerP y = (imP )?, a stanowi oczywi±cie uogólnienie poprzedniego faktu.9.3 Twierdzenie spektralne516. Fakt. Spektrum operatora hermitowskiego jest rzeczywiste, antyhermi-towskiego | urojone, a unitarnego | zawarte w okr¦gu U = C(1;1).Inaczej mówi¡c, je±li F jest: (1) hermitowski, to SpF � R; (2) antyher-mitowski, to SpF � _�R; (3) unitarny, to SpF � U = f� 2 C : j�j = 1g.Niech � 2 SpF oraz 0 6= v 2 kerF�, tzn. Fv = �v. (1) �kvk2 = 
v Fv� = 
Fv v� =�kvk2, czyli kvk2(� � �) = 0, sk¡d � = �. (2) �kvk2 = 
v Fv� = 
�Fv v� =��kvk2, czyli kvk2(� + �) = 0, sk¡d � = ��. (3) F -niezmienniczo±¢ iloczynu ska-larnego sprawia, »e kvk = kFvk = k�vk = j�j � kvk, czyli kvk(1� j�j) = 0.517. Dla operatora normalnego implikacje odwrotne do (1), (2) i (3) te» s¡ prawdziwe,lecz by tego dowie±¢, skorzystamy z twierdzenia spektralnego, które wyka»emy dalej:Je±li F = rPi=1�iPi, gdzie P1; : : : ; Pr 2 EndV tworz¡ `rzutowy rozkªad jedynki', przyczym P yi = Pi, to F y = rPi=1�iPi, wi¦c F jest normalny; otó» tw. spektralne mówi,»e ka»dy operator normalny ma taki rozkªad spektralny. Mo»emy ponadto zaªo»y¢,142



»e wszystkie rzuty Pi s¡ 6= 0, wtedy SpF = f�1; : : : ; �rg, a zatem(1) F y = F () 8i : �i = �i () SpF � R; (2) F y = �F () SpF � _�Ranalogicznie; (3) F yF =Pi (�i�i)Pi = idV () 8i : �i�i = 1 () SpF � U.518. Fakt. Je±li operator F 2 End V (w przestrzeni unitarnej lub euklideso-wej) jest normalny, to V (��) = V1(��) dla ka»dej warto±ci wªasnej ��.Wyka»emy najpierw, »e F k(v) = 0 ) F (v) = 0 (Zk) dla ka»dego k  2. Dlak = 2 mamy kF 2(v)k = kF (w)k = kF y(w)k = kF yF (v)k, gdzie w = F (v), wi¦cF 2(v) = 0 ) 0 = 
v F yF (v)� = 
F (v) F (v)� = kF (v)k2, co dowodzi (Z2). St¡ddla k  2, kªad¡c w = F k�2(v), dostajemy F k(v) = 0 ) F 2(w) = 0 ) F (w) = 0) F k�1(w) = 0, co indukcyjnie dowodzi implikacji (Zk).Tez¦ V (��) = V1(��) dostajemy natychmiast, stosuj¡c (Zk) do F�� = F � �� idV .519. Twierdzenie (`spektralne' dla operatora normalnego). Je±li F jest ope-ratorem normalnym w przestrzeni unitarnej V , to V jest ortogonaln¡sum¡ prost¡ przestrzeni wªasnych F , a wi¦c F jest diagonalizowalny;ponadto V ma ortonormaln¡ baz¦ wektorów wªasnych F , za± rzuty Piw rozkªadzie spektralnym F = rPi=1�iPi s¡ hermitowskie: Piy = Pi.V jest sum¡ prost¡ przestrzeni pierwiastkowych, a wi¦c | wobec powy»szego faktu| przestrzeni wªasnych F . Ortogonalno±¢ V (��): je±li v1 2 V (�1), v2 2 V (�2), tzn.F (vi) = �ivi, to tak»e F yvi = �ivi, wi¦c �2 
v1 v2� = 
v1 Fv2� = 
F yv1 v2� == 
�1v1 v2� = �1 
v1 v2�, czyli (�2 � �1) 
v1 v2� = 0, tzn. v1 ? v2 przy �1 6= �2.Jasne st¡d, »e ortogonaln¡ baz¦ zªo»on¡ z wektorów wªasnych F dostaniemy jakokonkatenacj¦ ortonormalnych baz wszystkich przestrzeni wªasnych V (�i), i 2 1; r.Hermitowsko±¢ rzutów Pi wynika wprost z ortogonalno±ci przestrzeni V (�i).520. Uwaga. Operator normalny w przestrzeni euklidesowej (nad K = R) nie musi by¢diagonalizowalny (np. niediagonalizowalne s¡ nietrywialne obroty w R2 i w R3);jednak»e tak»e tu operatory normalne s¡ `póªproste':521. Fakt. Je±li operator F 2 EndV (w przestrzeni unitarnej lub euklide-sowej) jest normalny, a podprzestrze« W � V jest F -niezmiennicza, toW? jest tak»e F -niezmiennicza, za± operator FW jest normalny.Gdy V jest sum¡ prost¡ podprzestrzeni W;U , wtedy ka»dy operator F 2 EndVmo»na `rozªo»y¢ na bloki' A 2 EndW , B 2 L(U ;W ), C 2 L(W ;U ), D 2 EndU ,pisz¡c F = �A BC D �, przez co nale»y rozumie¢, »eF (w+ u) = A(w) +B(u)| {z }2W +C(w) +D(u)| {z }2Udla ka»dej pary w 2 W , u 2 U . �atwo si¦ przekona¢, »e na takich `rozkªadachblokowych' mo»na operowa¢ (dodawa¢ i `mno»y¢') tak samo, jak na liczbowych2�2-macierzach, dbaj¡c jednak»e o wªa±ciw¡ kolejno±¢ przy skªadaniu operatorów.We¹my teraz U = W?; wtedy zachodzi wzór �A BC D �y = � Ay CyBy Dy �, wynikaj¡cybez trudu z to»samo±ci 
w + u w0 + u0� = 
w w0�+ 
u u0�.Zaªó»my wreszcie, »e W jest F -niezmiennicza, F (W ) � W , co oczywi±cie oznacza,143



»e C = 0. Pisz¡c warunek FF y = F yF i przyrównuj¡c lewe-górne bloki dosta-jemy warunek AAy + BBy = AyA. Obie strony s¡ tu operatorami w W , mo»emywi¦c obliczy¢ ich ±lady; korzystaj¡c z wªasno±ci tr(AH) = tr(HA) dostajemy st¡dtr(BBy) = 0. Lecz trH = kPi=1 
ei Hei� dla dowolnej ortonormalnej bazy e1; : : : ; ekwW i operatora H 2 EndW (gdy» 
ei � � 2W � daj¡ baz¦ sprz¦»on¡ wzgl¦dem ei);dla H = BBy mamy przy tym 
ei Hei� = kByeik  0, wi¦c tr(BBy) = 0 implikuje8i : By(ei) = 0, tzn. B = 0, co oznacza F -niezmienniczo±¢ W?.W konsekwencji dostajemy równie» AAy = AyA, czyli A = FW jest normalny.522. Uwaga. Dla ka»dego z poni»szych dodatkowych zaªo»e« (a),(b),(c) mo»na ªatwonapisa¢ znacznie krótszy dowód, nie korzystaj¡cy z rozkªadu blokowego ani ±ladu:(a) 9� :W � kerF�; (b) F y = F ; (c) F y = F�1.Ad(a). (F�)y = (F�� id)y = F y�� id = �F y��, wi¦c �F normalny) F� normalny�oraz F (w) = �w ) F y(w) = �w; mamy st¡d �v 2 W?; w 2 W � ) 
Fv w� =
v F yw� = � 
v w� = 0, czyli F (W?) � W?. Ad(b). Je±li v 2 W?, w 2 W ,to 
Fv w� = 
v Fw� = 0, bo Fw 2 W ; st¡d teza. Inny sposób: Zauwa»my,»e v 2 (FW )? ) F yv 2W? , wi¦c F (W ) � W ) F y(W?) �W? dla ka»dychW � V; F 2 End V . Ad(c). Dla F unitarnego F (W ) ? F (W?) (bo 
F (w) F (v)� =
w v�) oraz dimF (W ) = dimW , dimF (W?) = dimW?; st¡d F (W?) = F (W )?.
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10 Uzupeªnienia10.1 Appendix A: Baza V zªo»ona z N -seriiOpiszemy teraz konstrukcj¦ bazy zªo»onej z N -serii dla danego operatora nilpotent-nego N . Zast¦puj¡c w tej konstrukcji V przestrzeni¡ pierwiastkow¡ V (�; F ), a N| operatorem F� (obci¦tym do V (�; F )) dla � przebiegaj¡cych caªe SpF , dostajesi¦ konstrukcj¦ tzw. `bazy jordanowskiej operatora F '.523. De�nicja (baza przestrzeni wzgl¦dem podprzestrzeni). Niech V0 b¦dziepodprzestrzeni¡ V . B¦dziemymówi¢, »e ukªad wektorów u1; : : : ; ur 2 VI rozpina V wzgl¦dem V0, je±li ka»dy wektor v 2 V ma rozkªadv = rPi=1ui�i + u0, �i 2 K , u0 2 V0; (*)II jest liniowo niezale»ny wzgl¦dem V0, je±li wektor zerowy v = 0ma jednoznaczny (tzn. jedynie trywialny: �i = 0) rozkªad (*);III jest baz¡ V wzgl¦dem V0, je±li speªnione s¡ oba warunki I i II,tzn. je±li ka»dy v 2 V ma jednoznaczny rozkªad (*). (93)�atwo sprawdzi¢, »e poj¦cia te maj¡ oczekiwane wªasno±ci, np. ukªadlin. niezale»ny wzgl¦dem V0 mo»na dopeªni¢ do bazy V wzgl¦dem V0.524. Konstrukcja bazy zªo»onej z N-serii. Dany operator N 2 End Vokre±la ªa«cuch V0 � V1 � V2; : : :, gdzie V0 := f0g, Vk := kerNk, k 2 N.Zauwa»my najpierw, »e je±li k  1 i dany ukªad u1; : : : ; ur jest liniowoniezale»ny wzgl¦dem Vk, to jego N -obraz, tj. ukªad N(u1); : : : ; N(ur),jest liniowo niezale»ny wzgl¦dem Vk�1.Je±li Pi N (ui)�i 2 Vk�1, to dziaªaj¡c na to Nk�1 dostajemy Nk�Pi ui�i� = 0,wi¦c Pi ui�i 2 Vk, to za± | z zaªo»enia o ukªadzie u1; : : : ; ur | implikuje �i = 0.Je±li na dodatek ui 2 Vk+1, to oczywi±cie N(ui) 2 Vk. Wybierzmy teraz(dla ustalonego k  1) dowoln¡ (nieuporz¡dkowan¡) baz¦ | oznaczmyj¡ B(k+1) | przestrzeni Vk+1 wzgl. Vk; jej N -obraz jest ukªadem w Vk,lin. niezale»nym wzgl. Vk�1, mo»na wi¦c dopeªni¢ go do pewnej bazyB(k) dla Vk wzgl. Vk�1; post¦puj¡c w taki sposób otrzymamy po k kro-kach baz¦ B(1) dla V1 wzgl. V0 = f0g, tzn. `zwykª¡' baz¦ V1.Zbiór B := B(1) [ B(2) [ : : : [ B(k+1) skªada si¦ oczywi±cie z N -serii, aponadto rozpina Vk+1; poka»emy teraz, »e jest on liniowo niezale»ny:Niech Pv2B �(v)v = 0 dla pewnego zestawu wspóªczynników �( � ) : B ! K. Skoro Nkzeruje si¦ na B(j) dla j 2 1; k, wi¦c dziaªaj¡c operatorem Nk otrzymamy równo±¢Pv2B(k+1) �(v)Nk(v) = 0. Otó» liniowa niezale»no±¢ wzgl¦dem Vk zbioru B(k+1) impli-kuje liniow¡ niezale»no±¢ wzgl¦dem V0 = f0g (tzn. zwykª¡) zbioru Nk(B(k+1)). Za-tem z ostatniej równo±ci wynika znikanie wspóªczynników �(v) dla v 2 B(k+1). Po-wtarzaj¡c k-krotnie ten wywód dostajemy tez¦. Wobec tego dowiedli±my93Równowa»ne okre±lenie: ukªad u1; : : : ; ur 2 V jest `taki, siaki lub owaki' wzgl¦dem V0,je±li ukªad u1 + V0; : : : ; ur + V0 (wektorów przestrzeni ilorazowej V=V0) jest : : : w V=V0.145



Twierdzenie. Je±li operator N jest nilpotentny, za± k jest (najlepiejminimaln¡) liczb¡ tak¡, »e Nk+1 = 0, tj. Vk+1 = V , to powy»ej skon-struowany zbiór B = B(1) [ : : : [ B(k+1) jest baz¡ V , zªo»on¡ z N -serii.525. Oczywiste uogólnienie: je±li zamiast nilpotentno±ci N zaªo»ymy jedy-nie, »e kerN 6= f0g, to bior¡c minimalne k takie, »e Vk+1 = V (0; N),dostaniemy zªo»on¡ z N -serii baz¦ przestrzeni pierwiastkowej V (0; N).526. �wiczenie. Niech V 0 � V ma opis V 0 = fv : �1(v) = : : : = �s(v) = 0g, za± V 00 � V 0| opis V 00 = fv 2 V 0 :  1(v) = : : : =  r(v) = 0g, gdzie dane równania, tzn.elementy �1; : : : ; �s;  1; : : : ;  r 2 V �, s¡ liniowo niezale»ne. Sprawdzi¢, »e wówczaswektory v1; : : : ; vr 2 V 0 tworz¡ baz¦ V 0 wzgl¦dem V 00 wtedy i tylko wtedy, gdymacierz kwadratowa � i(vj)� jest nieosobliwa. �Kryterium to jest u»yteczne przykonstruowaniu `bazy jordanowskiej' danego operatora w przestrzeni V = Kn�.10.2 Appendix B: Rekurencje liniowe jednorodnestopnia d o staªych wspóªczynnikach527. Dla danych d 2 N oraz a0; : : : ; ad�1 2 K rozwa»ymy nast¦puj¡ce rów-nanie rekurencyjne na ci¡g x = (x0; x1; x2; : : :) 2 KZ+ :8n 2Z+ : xn+d = a0xn + a1xn+1 + : : :+ ad�1xn+d�1; (R)jest widoczne, »e dowolnie zadane warto±ci x0; : : : ; xd�1 2 K caªkowicieokre±laj¡ ci¡g x speªniaj¡cy rekurencje (R), wi¦c przestrze« rozwi¡za«W := fx 2 KZ+ : speªnione s¡ równania (R)gstanowi d-wymiarow¡ podprzestrze« przestrzeni KZ+ .Okre±lmy operator S 2 EndKZ+ wzorem S(x0; x1; : : :) := (x1; x2; : : :),tzn. (Sx)n = xn+1, wtedy (R)() Sdx = a0x+a1Sx+: : :+ad�1Sd�1x() w(S)x = 0, gdzie w(�) := �d � a0 � a1�� : : :� ad�1�d�1 ; za-tem W = kerw(S) ; z tego wzgl¦du wielomian w(�) nazywamy wielo-mianem charakterystycznym rekurencji (R). Zaªo»ymy tutaj, »e w(�)ma rozkªad na czynniki stopnia 1 w K [ � ]; jest tak zawsze, gdy K = C .528. Znajdziemy pewn¡ baz¦, a wi¦c tak»e parametryzacj¦ przestrzeni W .Niech g(�) := (1; �; �2; : : :) 2 KZ+ ; jest to ci¡g geometryczny o ilorazie� 2 K . Zauwa»my, »e Sg(�) = �g(�), wi¦c tak»e Skg(�) = �kg(�) dlak 2 N (przez indukcj¦); zatem �(S)g(�) = �(�)g(�) dla dowolnegowielomianu �. Niech g0(�) = (0; 1; 2�; 3�2; : : :), g00(�) = (0; 0; 2; 6�; : : :),ogólnie g(s)(�), oznaczaj¡ pochodne odwzorowania � 7! g(�).529. Fakt. Zbiór ng(s)(�) : s 2Z+; � 2 Ko � KZ+ jest liniowo niezale»ny.Zaªó»my, »e rPj=1 mPs=0xj;sg(s)(�j) = 0 dla pewnych parami ró»nych �1; : : : ; �r 2 Koraz pewnego zestawu wspóªczynników �xj;s�(j;s)21;r�0;m. Z okre±lenia g(�) oznaczato, »e 8n  0 : Pj;s xj;s dsd�s �=�j�n = 0; wynika st¡d, »e dla dowolnego wielomianu146



�(�), tzn. kombinacji liniowej �n, mamyPj;s xj;s�(s)(�j) = 0. We¹my teraz �(�) =(�� �1)k(�� �2)m+1 : : : (�� �r)m+1; wtedy to, »e dkd�k �=a(�� a)n 6= 0 , k = n,oraz wzór Leibniza ��1�2�(k) = P�kl��(l)1 �(k�l)2 , daj¡ �(k)(�1) 6= 0, �(s)(�1) = 0dla s 2 0; k� 1, a tak»e �(s)(�j) = 0 dla (j; s) 2 2; r � 0;m; wobec tego bior¡ckolejno k = m;m � 1; : : : ; 0 dostaniemy x1;m = x1;m�1 = : : : = x1;0 = 0. W takisam sposób pokazujemy, »e 8s 2 0;m : x2;s = : : : = xr;s = 0, QED.(94)530. Wniosek. Je±li �1; : : : ; �r jest ukªadem wszystkich (bez powtórze«)pierwiastków wielomianu w(�), za± k1; : : : ; kr 2 N | ich krotno±ciami,to wektory (tj. ci¡gi)g(�1);g0(�1); : : :| {z }k1 ; : : : ; g(�r);g0(�r); : : :| {z }kr (*)tworz¡ baz¦ przestrzeni W = kerw(S).Poniewa» wiemy ju», »e s¡ one liniowo niezale»ne, a ich liczba k1+ : : :+ kr = d jestrówna dimW , wi¦c wystarczy sprawdzi¢, »e wektory (*) nale»¡ do W . Zrobimy to,nie u»ywaj¡c wprost wzoru na g(�), a jedynie wªasno±ci g(�) 2 ker(S � �):Ró»niczkowanie k-krotne w(S)g(�) = w(�)g(�) daje w(S)g(k)(�) = kPj=0 �kj�w(j)(�) �g(k�j)(�), wi¦c �8j 2 0; k : w(j)(�1) = 0, czyli �1 jestpierwiastkiem w(�) krotno±ci  k + 1�) g(k)(�1) 2 kerw(S).Inny sposób. Przez indukcj¦ wyka»emy zaraz, »e g(k�1)(�) 2 ker(S � �)k (Zk).Z tego wzoru wynika, »e je±li �1 jest pierwiastkiem krotno±ci  k wielomianu w(�),to g(k�1)(�1) 2W = kerw(S), gdy» wtedy w(S) = ~w(S)(S � �1)k.Dowód `(Zk)) (Zk+1)': Je±li (S � �)kg(k�1)(�) = 0, to (S � �)k+1g(k�1)(�) = 0;ró»niczkuj¡c to dostajemy (k + 1) � 0 + (S � �)k+1g(k)(�) = 0, czyli mamy (Zk+1).531. Zatem ka»de rozwi¡zanie rekurencji (R) mo»na przedstawi¢ w postacixn = C1;1�n1 + C1;1n�n�1 + : : :+ Cr;0�nr + Cr;1n�n�1r + : : :,przy czym warto±ci d staªych Cj;s, j 2 1; r; s 2 0; kj � 1, da si¦jednoznacznie okre±li¢, znaj¡c np. warto±ci pocz¡tkowe x0; : : : ; xd�1.532. Przykªad. Dla rekurencji xn+3 = 5xn+2�8xn+1+4xn wielomian charakterystycznyw(�) = �3�5�2+8��4 = (��1)(��2)2 ma pierwiastki �1 = 1, �2 = 2 z krotno-±ciami k1 = 1, k2 = 2; zatem rozwi¡zanie ogólne ma posta¢ xn = a+b�2n+c�n2n�1.Dla okre±lenia warto±ci wspóªczynników przez warto±ci pocz¡tkowe x0; x1; x2 nale»yrozwi¡za¢ ukªad 8<: a+ b = x0a+ 2b+ c = x1a+ 4b+ 4c = x2 ; dostajemy wtedy 8<: a = 4x0 � 4x1 + x2b = �3x0 + 4x1 � x2c = 2x0 � 3x1 + x2 ,94Inny dowód opiera si¦ na poj¦ciu i wªasno±ci przestrzeni pierwiastkowych operatora.Dla ustalonych �1; : : : ; �r oraz m 2 N we¹my V = ker v(S), gdzie v(�) := rQj=1(���j)m+1;jest to sko«czenie wymiarowa przestrze« niezmiennicza wzgl¦dem S, wi¦c mo»emy okre±li¢F := SW 2 EndW . Otó» rachunek przeprowadzony w poni»szym dowodzie pokazuje, »eg(s)(�j) dla s 2 0;m nale»¡ do ker(F � �j idV )m+1, tzn. do przestrzeni pierwiastkowejV (�j ; F ). St¡d, wobec liniowej niezale»no±ci przestrzeni V (�j ; F ), wystarczy sprawdzi¢liniow¡ niezale»no±¢ g(s)(�j) dla ustalonego � = �j . Jest to bardzo proste: je±li � 6= 0, to1�n g(s)(�)n = n(n�1):::(n�s+1)�s = (wielomian stopnia s wzgl¦dem n), za± g(s)(0)n = n!�sn.147



wi¦c rozwi¡zaniem rekurencji jest xn = 2n�1�n(2x0�3x1+x2)�6x0+8x1�2x2�++(4x0�4x1+x2) = [4+2n(n�3)]x0+[�4+2n�1(8�3n)]x1+[1+2n�1(n�2)]x2.533. Uwaga 1. Je±li oznaczymy W (�) := 
g(�); g0(�); : : : ; g(k)(�); : : :� � KZ+ , toW (�) = �('(0); �'(1); �2'(2); �3'(3); : : :) : ' 2 K[ � ]	 dla � 6= 0,gdy» 1�n �g(k)(�)�n = 1�n dkd�k�n = k!�k �nk� = (funkcja wielomianowa wzgl¦dem n);natomiast oczywi±cie W (0) = fx : xn = 0 dla p.w. n 2 Ng.Uwaga 2. Gdy w(0) = 0, wtedy w ma rozkªad w(�) = ~w(�) � �k, gdzie k 2 N,~w(0) 6= 0, wi¦c kerw(S) = fx : Skx 2 ker ~w(S)g. Zatem opis W = kerw(S) ªatwouzyska¢ z opisu ~W = ker ~w(S), mianowicie: W skªada si¦ z tych ci¡gów, które poopuszczeniu k pocz¡tkowych wyrazów daj¡ element z ~W . (95)Zatem bez istotnej straty ogólno±ci mo»na zaªo»y¢, »e w(0) 6= 0, tzn. »e 8j : �j 6= 0;zauwa»my w zwi¡zku z tym, »e je±li � 6= 0, to �ci¡g x jest kombinacj¡ liniow¡g(�); : : : ; g(k�1)(�)� () �ma posta¢ xn = �n'(n), gdzie '( � ) 2 Kk�1[ � ]�.

95Inne uzasadnienie: a0 = : : : = ak�1 = 0, wi¦c w rekurencji (R) nie ma x0; : : : ; xk�1.148


