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1. Oblicz pochodne cz¡stkowe pierwszego i drugiego rz¦du z funkcji

(a) u = x4 + y4 − 4x2

y2
;

(b) u = xy − x
y
;

(c) u = 1√
x2+y2

.

2. Oblicz pochodne cz¡stkowe pierwszego i drugiego rz¦du po zmiennych x, y z funkcji

(a) u = f(t), gdzie t = xy;

(b) u = f(ξ, η), gdzie ξ = x+ y, η = x− y;
(c) u = f(ξ, η, ζ), gdzie ξ = ξ = x2 + y2, η = x2 − y2, ζ = 2xy.

(Zakªadamy, »e funkcja f jest dwukrotnie ró»niczkowaln¡ funkcj¡ od 1,2, lub 3 zmiennych.)

3. Oblicz punkty krytyczne funkcji i zbadaj ich typ (punkt maksimum, minimum, punkt nie
b¦d¡cy punktem ekstremum).

(a) z = x2 − (y − 1)2;

(b) z = x2 − xy + y2 − 2x+ y;

(c) z = x3 + y3 − 3xy;

(d) z = xy + 50
x
+ 20

y
;

(e) u = x2 + y2 + z2 + 12xy + 2z;

(f) u = x+ y2

4x
+ z2

y
+ 2

z
;

(g) z = −3xy2 + x3 + (9/4)x+ 3y;

(h) z = −6xy2 + x3 + (93/16)x+ 3y;

(i) z = −(3/2)xy2 + x3 + (21/4)x+ 3y;

4. Obliczy¢ ekstrema funkcji f na powierzchni S i wskaza¢ ich typ.

(a) f(x, y) = x2 + y2, S = {(x, y) | x
a
+ y

b
= 1};

(b) f(x, y, z) = x− 2y + 2z, S = {(x, y, z) | x2 + y2 + z2 = 1}.

5. Oblicz caªki

(a)
∫
[0,1]×[3,4] xy dx dy;

(b)
∫
A
(x+ y2) dx dy, gdzie A jest trójk¡tem o wierzcholkach (0, 0), (0, 3), (3, 0);

(c)
∫
A
(x2 + 2y) dx dy, gdzie A jest trójk¡tem o wierzcholkach (0, 0), (2, 3), (3, 1);

(d)
∫
A
(x+ y3) dx dy, gdzie A jest trójk¡tem o wierzcholkach (0, 0), (1, 3), (3, 2);

(e)
∫
A
(x2 + y2) dx dy, gdzie A jest koªem o ±rodku w zerze i promieniem 1;

(f)
∫
[0,1]×[0,1]×[0,1](x+ yz) dx dy dz;

(g)
∫
B
(x2+y2) dx dy dz, gdzieB jest ostrosªupem o wierzchoªkach (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 2).

6. Oblicz obj¦to±¢ ciaª ograniczonych przez powierzchnie
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(a) z = 1 + x+ y, z = 0, x+ y = 1, x = 0, y = 0;

(b) x+ y + z = a, x2 + y2 = R2, x = 0, y = 0, z = 0, (a > R
√
2).

7. Rozwi¡» równanie ró»niczkowe

(a) y′ + 2(x+ x2)y = 0;

(b) y′ + y tanx = 0.
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