
Wªasno±¢ wypukªo±ci dla odwzorowania momentu i

geometria przestrzeni ilorazowych

Wykªad habilitacyjny

Andriy Panasyuk

Katedra Metod Matematycznych Fizyki, Uniwersytet Warszawski

oraz

Instytut Matematyczny PAN



Wst¦p: Twierdzenie Horna

Niech Hn := {A ∈ Mat(n,C) | A = ĀT} (zbiór macierzy hermitowskich).

Twierdzenie spektralne =⇒ ka»da A ∈ Hn diagonalizowalna za pomoc¡

transformacji unitarnych.

Okre±lmy odwzorowanie

φn : Hn → Rn,A 7→ (a11, . . . , ann)

(zbiór wyrazów diagonalnych) i dla λ := (λ1, . . . , λn), λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn
oznaczmy

Hn
λ := {A ∈ Hn | ∃U ∈ U(n) : UAU−1 = diag(λ1, . . . , λn)}

Twierdzenie Horna (1954)

Obraz odwzorowania φn|Hn
λ
jest powªok¡ wypukª¡ wektorów

(λσ(1), . . . , λσ(n)), σ ∈ Sn.
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Wst¦p: Twierdzenie Horna

Ilustracja: n = 2

SU(2) 3 U =

[
a −b
b̄ ā

]
, a, b ∈ C, |a|2 + |b|2 = 1,

U

[
λ1 0

0 λ2

]
U−1 =

[
λ1|a|2 + λ2|b|2 ∗

∗ λ1|b|2 + λ2|a|2
]

=

[
λ1t + λ2(1− t) ∗

∗ λ1(1− t) + λ2t

]
, t ∈ [0, 1]



Wst¦p: Twierdzenie Horna

Ilustracja: n = 3

(λ1, λ2, λ3) = (3, 2, 1)



Wst¦p: Twierdzenie Kostanta

Ingredienty:
Przypadek ogólny Przykªad

G zwarta grup¡ Liego G = U(n)
g jej algebr¡ Liego g = u(n) ∼= Hn (zob. Uwag¦)

Ad : G → Aut(g) dziaªanie doª¡czone U 7→ (A 7→ UAU−1)
Ad∗ : G → Aut(g∗) dziaª. kodoª¡czone Ad∗ ∼= Ad (za pomoc¡ Tr(AB))
T ⊂ G torus maksymalny {diag(e it1 , . . . , e itn) | ti ∈ R}
t ⊂ g jego algebra Liego Rn

π : g∗ → t∗ rzut dualny do ι : t ↪→ g φn

O ⊂ g∗ orbita dziaªania kodoª¡czonego Hn
λ

OT zbiór punktów staªych diag(λσ(1), . . . , λσ(n)), σ ∈ Sn
Uwaga: A 7→ iA uto»samia Hn ze zbiorem

u(n) = {A ∈ Mat(n,C) | A = −ĀT} macierzy antyhermitowskich

Twierdzenie Kostanta (1973)

Obraz odwzorowania π|O : O → t∗ jest powªok¡ wypukª¡ zbioru π(OT ).



Dziaªania hamiltonowskie i odwzorowanie momentu

Niech G grupa Liego z algebr¡ Liego g, M rozmaito±¢ gªadka.

Dziaªanie grupy i in�nitezymalne dziaªanie algebry

µ : M × G → M µ̃ : g→ Γ(M) (homomor�zm algebr Liego)

µ̃(a) =: Va fundamentalne pole

wektorowe dziaªania, a ∈ g

Dziaªanie symplektyczne na rozmaito±ci symplektycznej (M, ω)

µg := µ(·, g) : M → M, µ∗gω = ω, g ∈ G LVa
ω = 0, a ∈ g

0 = LVa
ω = iVa

dω + d iVa
ω = d iVa

ω =⇒
lokalnie iVa

ω = dfa, gdzie fa pewna funkcja⇐⇒
⇐⇒ Va = η(dfa), η = ω−1 ⇐⇒ Va pole lokalnie hamiltonowskie
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Dziaªania hamiltonowskie i odwzorowanie momentu

Dziaªanie sªabo hamiltonowskie

Jest to dziaªanie µ : X × G → X takie, »e ka»de pole fundamentalne jest

(globalnie) hamiltonowskim. Innymi sªowy istnieje (liniowe) odwzorowanie

J : g→ C∞(X ) zamykaj¡ce diagram

C∞(M)

η(·)
��

g

J
<<yyyyyyyyy µ̃ // Γ(M)

Odwzorowanie momentu

Jest to odwzorowanie J : M → g∗ �dualne do J �:

〈a, J(x)〉 = ”〈J (a), x〉” = J (a)(x), x ∈ M, a ∈ g

Przykªad: H : M → R hamiltonian, v = η(H) pole hamiltonowskie, Φt
v jego

potok. Wtedy t 7→ Φt
v dziaª. sªabo hamilt. R na M, J = H : M → R = R∗.
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Dziaªania hamiltonowskie i odwzorowanie momentu

Dziaªanie hamiltonowskie

Jest to dziaªanie sªabo hamiltonowskie takie, »e J : M → g∗ jest
ekwiwariantne poissonowskie

ze wzgl¦du na dziaªania ze wzgl¦du na nawias Poissona

µ : M × G → M oraz odpowiadaj¡cy η na M oraz

Ad∗ : g∗ × G → g∗ nawias Liego�Poissona na g∗

Struktura Liego�Poissona: g algebra Liego, e1, . . . , en jej baza,

ckij , [ei , ej ] = ckij ek staªe strukturalne, ηg := ckij xk
∂
∂xi
∧ ∂
∂xj

biwektor

(Liego�)Poissona na g∗. Odpowiednie li±cie symplektyczne = orbity

dziaªania kodoª¡czonego.

Przykªad

M ⊂ g∗ orbita kodoª¡czona, ω := (ηg|M)−1 Odpowiednie dziaªanie G na M

jest hamiltonowskie: J (a) = â (tutaj â funkcja liniowa na g∗,
â(ψ) = 〈ψ, a〉, ψ ∈ g∗). Odwzorowanie momentu jest wªo»eniem

ι : M ↪→ g∗, jest wi¦c ekwiwariantne.
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Twierdzenie Kostanta i odwzorowanie momentu

Lemat

Niech µ : M × G → M b¦dzie dziaªaniem hamiltonowskim z

odwzorowaniem momentu J : M → g∗ i niech H ⊂ G b¦dzie podgrup¡

Liego. Wtedy odwzorowanie momentu dziaªania µ|M×H : M × H → M jest

równe

JH = πh ◦ J,

gdzie h ⊂ g jest algebr¡ Liego podgrupy H, a πh : g∗ → h∗ rzutem dualnym

do wªo»enia h ↪→ g.

Twierdzenie Kostanta mówi, »e obraz odwzorowania momentów

JT = πt|O : O → t∗ dziaªania hamiltonowskiego T na O jest powªok¡

wypukª¡ zbioru πt(O
T ).



Twierdzenie Atiyaha

Twierdzenie Atiyaha (1982)

(M, ω) zwarta rozmaito±¢ symplektyczna, T = Tn, M × T → M dziaªanie

hamiltonowskie, J : M → t∗ ∼= Rn odwzorowanie momentu. Wtedy:

1 J(MT ) jest zbiorem sko«czonym;

2 J(M) = convJ(MT ).

Idea dowodu 1. Dla ka»dego t ∈ t∗ zbiór J−1(t) jest spójny.

2. H ⊂ T podtorus kowymiaru 1, JH = πh ◦ J
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Wersja twierdzenia dla grup nieabelowych

Ingredienty:
Przypadek ogólny Przykªad

G zwarta grup¡ Liego G = U(2)

g jej algebr¡ Liego g = u(2) ∼= H2

M zwarta rozm. symplektyczna iH3
λ ⊂ u(3) ∼= u(3)∗ orbita kodoª.

M × G → M dziaª. hamiltonowskie Ad∗ : iH3
λ × U(2)→ iH3

λ →Uwaga

J : M → g∗ odwz. momentu iH3
λ → iH2 rzut

T ⊂ G torus maksymalny {diag(e it1 , e it2) | ti ∈ R}
t ⊂ g jego algebra Liego R2

t∗+ ⊂ t∗ komórka Weyla {(α1, α2) | α1 ≥ α2} ⊂ R2

g∗/G ∼= t∗+ iH2
α 7→ (α1, α2)

Uwaga: U(2) ⊂ U(3) wªo»enie standardowe

Twierdzenie Kirwan (1984)

Obraz odwzorowania M
J−→ g∗ −→ g∗/G ∼= t∗+ jest wielo±cianem

wypukªym.



Wersja twierdzenia dla grup nieabelowych

Przykªad

Macierz hermitowska 3× 3 a11 a12 ∗
a21 a22 ∗
∗ ∗ ∗


o spektrum (λ1, λ2, λ3).
Jakie jest spektrum macierzy

A :=

[
a11 a12
a21 a22

]
?

Odpowied¹:

SpA = (α1, α2), λ1 ≥ α1 ≥
λ2 ≥ α2 ≥ λ3
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Zwi¡zek pomi¦dzy twierdzeniami �abelowym� i

nieabelowym�

Wielo±cian Kirwan Wielo±cian Atiyaha



Zastosowania

Twierdzenie Delzanta (1988)

(M, ω) zwarta, dimM = 2n, µ : M × T → M efektywne dziaªanie

hamiltonowskie, T = Tn, wtedy:

�wielo±cian momentu� ∆ ma specy�czn¡ wªasno±¢ �W�;

∆ wyznacza M i µ z dokªadno±ci¡ do dyfeomor�zmu;

ka»dy wielo±cian o wªasno±ci �W� jest �wielo±cianem momentu�

pewnego efektywnego dziaªania hamiltonowskiego T na

2n-wymiarowej rozmaito±ci zwartej.

Uwaga: W tym przypadku

∆ = M/T :

M

rzut
yyy

y

||yyy
= J

??
?

��?
??

M/T t∗

W ogólnym przypadku wªókna J i

�rzutu� s¡ ω-ortogonalne i

M

rzut
zzz

z

||zzz
6= J

@@@
@

��@
@@

M/G g∗



Zastosowania

Hipoteza Delzanta (otwarta)

(M, ω) zwarta, G zwarta spójna grupa Liego, µ : M × G → M generycznie

lokalnie swobodne (generyczna grupa izotropii dyskretna) dziaªanie

hamiltonowskie, speªniaj¡ce warunek∗

dimM = dimG + rankG .

Wtedy:

�wielo±cian momentu� wraz z klas¡ sprz¦»ono±ci generycznej grupy

izotropii wyznaczaj¡ M i µ z dokªadno±ci¡ do dyfeomor�zmu.

∗ Dla torusa T warunek ten jest równowa»ny dimM = 2 dimT




