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Wstep: Twierdzenie Horna

Niech H" := {A € Mat(n,C) | A= AT} (zbiér macierzy hermitowskich).

Okreslmy odwzorowanie
¢" H" - R" A (a11,...,am)

(zbi6r wyrazéw diagonalnych) idla A :==(A1,..., \p), A1 > X2 > - > A,
oznaczmy

HY = {A€H"|3U € U(n) : UAU™? = diag()1, ..., \n)}
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Okreslmy odwzorowanie
¢" H" - R" A (a11,...,am)

(zbi6r wyrazéw diagonalnych) idla A :==(A1,..., \p), A1 > X2 > - > A,
oznaczmy

HY = {A€H"|3U € U(n) : UAU™? = diag()1, ..., \n)}

Twierdzenie Horna (1954)

Obraz odwzorowania ¢"|Hg Jest powtoka wypukty wektoréw

()‘0'(1)7 000 7)‘0'(n))7 o € Sp.




Wstep: Twierdzenie Horna

llustracja: n =2

SU(2)> U= [Z _éb } ,a,b € C,la* + [b|* =1,

U A1 0 U_l . )\1]a|2 =4F /\2’b|2 * .
0 X - * A|b? + Azla]? |
At + )\2(1 = t) *
|: * )\1(1—t)+>\2t ,tE[O,].]
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Wstep: Twierdzenie Horna

llustracja: n =3

(A1, A2,23) =(3,2,1)




Wstep: Twierdzenie Kostanta

Ingredienty:
Przypadek ogélny Przyktad
G zwarta grupa Liego G =U(n)
g jej algebra Liego g=u(n) =H"

Ad: G — Aut(g) dziatanie dofaczone | U +— (A UAUT)
Ad* : G — Aut(g*) dziat. kodofaczone | Ad* = Ad (za pomoca Tr(AB))

T C G torus maksymalny {diag(e™,...,en) | t; € R}
t C g jego algebra Liego R"
mog" — t rzut dualnydot:t—g o"
O C g* orbita dziatania kodotaczonego | HY
OT zbiér punktéw statych diag(As(1) - - 5 Ao(n)), 7 € Sn

Twierdzenie Kostanta (1973)

Obraz odwzorowania wt|o : O — t* jest powtoka wypukta zbioru 7(OT).




Dziatania hamiltonowskie i odwzorowanie momentu

Niech G grupa Liego z algebra Liego g, M rozmaitos¢ gtadka.

Dziatanie grupy i infinitezymalne dziatanie algebry

p:MxG—M | fi: g — (M) (homomorfizm algebr Liego) |

//g\ - fi(a) =: V, fundamentalne pole

@/ ?V\ wektorowe dziatania, a € g



Dziatania hamiltonowskie i odwzorowanie momentu

Niech G grupa Liego z algebra Liego g, M rozmaitos¢ gtadka.

Dziatanie grupy i infinitezymalne dziatanie algebry

p:MxG—M | fi: g — (M) (homomorfizm algebr Liego) |

//g\ - fi(a) =: V, fundamentalne pole

)®/ %\ wektorowe dziatania, a € g

Dziatanie symplektyczne na rozmaitosci symplektycznej (M, w)

‘ug::p(-,g):M—>M,,uZw:w,gEGHﬁvawzo,aeg ‘

0= ﬁ\/aw = i\/adw + di\/aw' = divaw -
lokalnie iy,w = df,, gdzie f; pewna funkcja <=
<= V, =1n(df), n =w™! <= V, pole lokalnie hamiltonowskie



Dziatania hamiltonowskie i odwzorowanie momentu

Dziatanie stabo hamiltonowskie

Jest to dziatanie p: X x G — X takie, ze kazde pole fundamentalne jest
(globalnie) hamiltonowskim. Innymi stowy istnieje (liniowe) odwzorowanie
J g — C*°(X) zamykajace diagram

C>(M)

2

g "o r(m)




Dziatania hamiltonowskie i odwzorowanie momentu

Dziatanie stabo hamiltonowskie

Jest to dziatanie p: X x G — X takie, ze kazde pole fundamentalne jest
(globalnie) hamiltonowskim. Innymi stowy istnieje (liniowe) odwzorowanie
J g — C*°(X) zamykajace diagram

(M)
7 ln(')
g—ﬂ> r(m)

Odwzorowanie momentu
Jest to odwzorowanie J : M — g* ,dualne do J":

(a,J(x)) ="(T(a),x)" = T(a)(x), xe M,acg




Dziatania hamiltonowskie i odwzorowanie momentu

Dziatanie stabo hamiltonowskie

Jest to dziatanie p: X x G — X takie, ze kazde pole fundamentalne jest
(globalnie) hamiltonowskim. Innymi stowy istnieje (liniowe) odwzorowanie
J g — C*°(X) zamykajace diagram
C>(M)
7 ln(')

Odwzorowanie momentu

Jest to odwzorowanie J : M — g* ,dualne do J":

(a,J(x)) ="(T(a),x)" = T(a)(x), xe M,acg

Przyktad: H : M — R hamiltonian, v = n(H) pole hamiltonowskie, ®¢ jego
potok. Wtedy t — ®! dziat. stabo hamilt. Rna M,J=H: M — R = R*,



Dziatania hamiltonowskie i odwzorowanie momentu

Dziatanie hamiltonowskie

Jest to dziatanie stabo hamiltonowskie takie, ze J: M — g* jest

ekwiwariantne poissonowskie

ze wzgledu na dziatania || ze wzgledu na nawias Poissona
w:MxG— M oraz odpowiadajacy n na M oraz
Ad* i g* x G — ¢* nawias Liego—Poissona na g*

Struktura Liego—Poissona: g algebra Liego, ey, ..., e, jej baza,
cg, lei, g] = c,-f-ek state strukturalne, ng 1= cf}xka%, A a% biwektor
(Liego—)Poissona na g*. Odpowiednie liscie symplektyczne = orbity
dziatania kodotaczonego.



Dziatania hamiltonowskie i odwzorowanie momentu

Dziatanie hamiltonowskie

Jest to dziatanie stabo hamiltonowskie takie, ze J: M — g* jest
ekwiwariantne poissonowskie

ze wzgledu na dziatania || ze wzgledu na nawias Poissona
uw:Mx G— M oraz odpowiadajacy n na M oraz
Ad* i g* x G — ¢* nawias Liego—Poissona na g*

Struktura Liego—Poissona: g algebra Liego, ey, ..., e, jej baza,
cg, lei, g] = c,-f-ek state strukturalne, ng 1= C:!J('Xka%,- A a% biwektor
(Liego—)Poissona na g*. Odpowiednie liscie symplektyczne = orbity

dziatania kodotaczonego.

M C g* orbita kodotaczona, w := (ng4|m) ™' Odpowiednie dziatanie G na M
jest hamiltonowskie: J(a) = & (tutaj a funkcja liniowa na g*,

a(y) = (¢, a),y € g*). Odwzorowanie momentu jest wiozeniem

L: M — g*, jest wiec ekwiwariantne.




Twierdzenie Kostanta i odwzorowanie momentu

Lemat
Niech p: M x G — M bedzie dziataniem hamiltonowskim z
odwzorowaniem momentu J : M — g* i niech H C G bedzie podgrupa
Liego. Wtedy odwzorowanie momentu dziatania p|pxy : M x H — M jest
réwne

JH =Ty O J,

gdzie b C g jest algebry Liego podgrupy H, a 1y : g* — h* rzutem dualnym
do wtozenia h — g.

v

Twierdzenie Kostanta méwi, ze obraz odwzorowania momentdéw
Jr =mdo : O — t* dziatania hamiltonowskiego T na O jest powtoka
wypukta zbioru 7((0OT).



Twierdzenie Atiyaha

Twierdzenie Atiyaha (1982)

(M,w) zwarta rozmaito$¢ symplektyczna, T =T", M x T — M dziatanie
hamiltonowskie, J : M — t* =2 R"” odwzorowanie momentu. Wtedy:

@ J(MT) jest zbiorem skoficzonym;
Q@ J(M) = convJ(MT).




Twierdzenie Atiyaha

Twierdzenie Atiyaha (1982)

(M,w) zwarta rozmaito$¢ symplektyczna, T =T", M x T — M dziatanie
hamiltonowskie, J : M — t* =2 R"” odwzorowanie momentu. Wtedy:

@ J(MT) jest zbiorem skoficzonym;
Q@ J(M) = convJ(MT).

Idea dowodu 1. Dla kazdego t € t* zbiér J~1(t) jest spéjny.
2. H C T podtorus kowymiaru 1, Jy = mp 0 J




Wersja twierdzenia dla grup nieabelowych

Ingredienty:
’ Przypadek ogélny ‘ Przyktad
G zwarta grupa Liego G =U(2)
g jej algebra Liego g=u(2) = H?

M zwarta rozm. symplektyczna

iH3 C u(3) = u(3)* orbita kodot.

M x G — M dziat. hamiltonowskie

Ad*: 7HS x U(2) — iH3

J: M — g* odwz. momentu

iH3 — iH? rzut

T C G torus maksymalny

{diag(e, e™2) | t; € R}

t C g jego algebra Liego

R2

' C t* komérka Weyla

{(Oé]_,OéQ) ’ oy > Ctz} C Rz

gr/G =t

iHZ — (a1, )

Twierdzenie Kirwan (1984)

: J : L
Obraz odwzorowania M — g* — g* /G = ¢ jest wieloscianem

wypuktym.




Wersja twierdzenia dla grup nieabelowych

Przyktad

Macierz hermitowska 3 x 3

i1 di2
21 a2
* * ok @

o spektrum (A1, A2, A3).
Jakie jest spektrum macierzy

A — a11 412 ?
a1 az

Odpowiedz:
SpA=(a1,02),\1 > g >
A2 > ax > A3




Wersja twierdzenia dla grup nieabelowych

Przyktad |

i —
Macierz hermitowska 3 x 3 y 4
f—\%@
‘/ e /,/'/
a1 a2 -
a ax»
* *

o spektrum (A1, Az, A3).

Jakie jest spektrum macierzy

|

Odpowiedz:

SpA=(a1,a2),\1 > a1 >

ail
az1

A2 > > A3

aiz
a2

|7




Wersja twierdzenia dla grup nieabelowych

Przyktad

Macierz hermitowska 3 x 3

i1 di2
21 a2
* * ok @

o spektrum (A1, A2, A3).
Jakie jest spektrum macierzy

A — a11 412 ?
a1 az

Odpowiedz:
SpA=(a1,02),\1 > g >
A2 > ax > A3




Zwigzek pomiedzy twierdzeniami ,,abelowym” i

nieabelowym”

Wieloscian Atiyaha




/Zastosowania

Twierdzenie Delzanta (1988)

(M,w) zwarta, dmM = 2n, 1 : M x T — M efektywne dziatanie
hamiltonowskie, T = T", wtedy:

@ ,wieloscian momentu” A ma specyficzng wtasnos¢ ,W”;

e A wyznacza M i u z doktadnoscig do dyfeomorfizmu;

o kazdy wieloscian o wtasnosci ,W" jest ,wieloScianem momentu”

pewnego efektywnego dziatania hamiltonowskiego T na
2n-wymiarowej rozmaitosci zwartej.

Uwaga: W tym przypadku W ogélnym przypadku wiékna J i
A=M/T: .fzutu” s3 w-ortogonalne i
M M
7\ PR
t = J. t # J
S N . N

M/T ¢ M/G gt



/Zastosowania

Hipoteza Delzanta (otwarta)

(M,w) zwarta, G zwarta spdjna grupa Liego, 1 : M x G — M generycznie
lokalnie swobodne (generyczna grupa izotropii dyskretna) dziatanie
hamiltonowskie, spetniajace warunek™

dimM =dim G + rank G.

Wtedy:

@ ,wieloscian momentu” wraz z klasa sprzezonosci generycznej grupy
izotropii wyznaczaja M i p z doktadnoscia do dyfeomorfizmu.

“ Dla torusa T warunek ten jest réwnowazny dim M =2dim T



D ziekuje za uwage!



