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Wst¦p: Grupy symetrii obiektów � jednorodnych�

Przykªad obiektu jednorodnego: �podªoga z pªytek ceramicznych� o
wymiarach 2× 1

Grupa G symetrii podªogi

1 krata 2Z× Z;
2 odbicia wzgl¦dem prostych poziomych i pionowych, przechodz¡cych

przez w¦zªy kraty oraz przez ±rodki �pªytek�;

3 obroty o 180◦ wzgl¦dem w¦zªów kraty oraz punktów le»¡cych w

±rodkach pªytek oraz ich kraw¦dzi.
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Wst¦p: Grupy symetrii obiektów � jednorodnych�

Pytanie:

W jakim stopniu mo»na odtworzy¢ struktur¦ obiektu z jego grupy symetrii?

Orbita Gx punktu x ∈ 2Z× Z: Gx = 2Z× Z

Odpowied¹

1 Grupy symetrii �podªogi� i kraty pokrywaj¡ si¦, w szczególno±ci G nie

zawiera informacji o �fugach�.

2 Jednak G dobrze odzwierciedla �nierównoprawno±¢� poziomego i

pionowego kierunków.
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Wst¦p: Grupy symetrii obiektów �niejednorodnych�

Przykªad obiektu niejednorodnego: �kawaªek podªogi�

Grupa H symetrii kawaªka, grupa �czwórkowa� Kleina

1 odbicia wzgl¦dem prostych przechodz¡cych przez ±rodek;

2 obrót o 180◦ stopni wzgl¦dem ±rodka;

Niesie zbyt maªo informacji o strukturze obiektu
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Grupoidy: pierwszy przykªad

Grupoid transformacyjny dziaªania grupy G na R2

Zbiór

G(G ,R2) := {(x , γ, y) | x ∈ R2, y ∈ R2, γ ∈ G oraz x = γy}

z dziaªaniem dwuargumentowym

(x , γ, y)(y , ν, z) = (x , γν, z).

Dziaªanie to ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:
1 Jest okre±lone tylko na parach elementów g , h, dla których

β(g) = α(h). Tutaj
α, β : G → R2, α : (x , γ, y) 7→ x , β : (x , γ, y) 7→ y .

2 Jest ª¡czne (o ile okre±lone): (gh)k = g(hk).
3 ∀g ∈ G ∃λg , ρg : λgg = g , gρg = g (istniej¡ prawe i lewe � jedynki�).
4 ∀g ∈ G ∃g−1 : gg−1 = λg , g

−1g = ρg (istniej¡ prawe i lewe

odwrotne).
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Grupoidy: ogólny punkt widzenia

De�nicja H.Brandt, 1926

Grupoidem z baz¡ B nazywamy zbiór G wyposa»ony w odwzorowania

α, β : G → B oraz w dziaªanie (g , h) 7→ gh speªniaj¡ce aksjomaty 1-4.

Interpretacja: grupoid jako zbiór �strzaªek�

α(g) β(g)
g

rr

Element, jego

pocz¡tek i

koniec

α(g) = β(gh) β(g) = α(h)
gtt

β(h) = β(gh)
h

tt

gh

vv

Zªo»enie elementów

Inna interpretacja: grupoid jako maªa kategoria, w której ka»dy
mor�zm posiada odwrotny

�Maªa� oznacza, »e obiekty kategorii tworz¡ zbiór.
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Grupoid symetrii �kawaªka podªogi� B

Ograniczenie G do B

G(G ,R2)|B := {g ∈ G(G ,R2) | α(g), β(g) ∈ B}

Uwaga: B mo»e by¢ dowolnym podzbiorem R2

Orbita �dziaªania grupoidu G na B�:

Klasa równowa»no±ci relacji �x ∼G y ⇐⇒ ∃g ∈ G : α(g) = x , β(g) = y �.

Na przykªad, orbity G(G ,R2) = orbity gziaªania G na R2.

Przykªady orbit dla G(G ,R2)|B (s¡ to �±lady� na B orbit G(G ,R2)):
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Grupoid par

Grupoidy zwi¡zane z dziaªaniem grupy G na zbiorze X

G(G ,X ) := {(x , γ, y) | x ∈ X , y ∈ X , γ ∈ G oraz x = γy}
G(G ,X )|B := {g ∈ G(G ,X ) | α(g), β(g) ∈ B} tutaj B ⊂ X dowolny

podzbiór.

Grupoid par

Niech B b¦dzie dowolnym zbiorem, a G = {e} z trywialnym dziaªaniem na

B . Odpowiedni grupoid G := G(G ,B) nazywamy grupoidem par.

Inaczej mówi¡c, G = B ×B, α(x , y) = x , β(x , y) = y , (x , y)(y , z) := (x , z).
Jedynkami s¡ (x , x), a odwrotno±¢ to (x , y)−1 = (y , x).

�Podgrupoidami� w B ×B s¡ relacje równowa»no±ci, a ich klasy s¡ orbitami

ich dziaªa«.

Ponadto, dla dowolnego grupoidu G nad B mamy mor�zm grupoidów

(α, β) : G → B × B , którego obrazem jest relacja równowazno±ci ∼G .
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Grupoidy Liego i ich obiekty in�nitezymalne

Uwaga: Je±li G grupa Liego, X rozmaito±¢ i odpowiednie dziaªanie jest

gªadkie, G(G ,X ) daje przykªad grupoidu Liego. Ponadto, je±li B

podrozmaito±¢ �dobrze� wªo»ona wzgl¦dem dziaªania, G(G ,X )|B te» b¦dzie

takim przykªadem.

Analogicznie, je±li B rozmaito±¢, grupoid B × B jest grupoidem Liego.

Lewoniezmiennicze pola wektorowe na G
Tα

β−1(x)G podwi¡zka wektorów

stycznych do wªokien α

{ci¦cia lewoniezm. Tα
β−1(x)G} =

= Tα
ρh
G =: Ax

A :=
⋃

x∈B Ax wi¡zka wektorowa

nad B

κx := Tρhβ : Ax → TxB mor�zm

wi¡zek
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Algebroidy Liego

De�nicja

Algebroidem Liego nazywamy wi¡zk¦ wektorow¡ A → B wyposa»on¡ w

mor�zm wi¡zek κ : A → TB (nazywany kotwic¡) oraz w operacj¦ algebry

Liego {, } na Γ(A) o wªasno±ciach:

1 mor�zm indukowany κ̃ : Γ(A)→ Γ(TB) jest homomor�zmem algebr

Liego;

2 {s1, fs2} = f {s1, s2}+ (κ̃(s1)f )s2, si ∈ Γ(A), f ∈ C∞(B,R).

Przykªady algebroidów i odpowiednich grupoidów

Algebroid styczny: A = TB, κ = Id, {, } = [, ]

Algebra Liego: A = g,B = {∗}
Algebroid dziaªania ρ : g→ Γ(TB) algebry Liego

A = g× B, κ(g , x) = ρ(g)x , {g1, g2}(x) =
[g1(x), g2(x)]g + (ρ(g1(x))g2)(x)− (ρ(g2(x))g1)(x)

G = B × B

G = G

G = G(G ,B)
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Problem caªkowania algebroidów Liego

Problem

Czy ka»dy algebroid A jest caªkowalny, tj. czy istnieje grupoid G, dla
którego A jest jego algebroidem A(G)?

Je±li istnieje, na ile jednoznacznie jest okre±lony?

Wersja lokalna powy»szych problemów.

Problem caªkowania mor�zmów algebroidów A1 → A2.

Twierdzenie (�Lie I�) Moerdijk�Ma£un, 2002

Je±li algebroid A jest caªkowalny, to istnieje te» jedyny grupoid G′ o
jednospójnych β-wªóknach caªkuj¡cy A (czyli A = A(G′)).

Twierdzenie (�Lie II�) Mackenzie�Xu, 2000

Niech φ : A1 → A2 b¦dzie mor�zmem algebroidów caªkowalnych i niech

G1,G2 b¦d¡ odpowiednie grupoidy. Je±li G1 ma jednospójne β-wªokna, to
istnieje jedyny mor�zm grupoidów Φ : G1 → G2 caªkuj¡cy φ.
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Problem caªkowania algebroidów Liego

Lokalna caªkowalno±¢

Dla ka»dego algebroidu A istnieje lokalny grupoid caªkuj¡cy A.

�Lie III�

Twierdzenie �Ka»dy algebroid jest caªkowalny, czyli posiada globalny

grupoid caªkuj¡cy� nie jest prawdziwe!

Twierdzenie (Przeszkody do �Lie III�) Crainic�Fernandes,
2003

Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowazne:

1 Algebroid A nad baz¡ B jest caªkowalny;

2 Dla ka»dego x ∈ B grupa Nx jest dyskretna oraz lim infy→x r(y) > 0.

Nx ⊂ Ax podzbiór elementów �homotopijnych z zerem� w centrum algebry

Liego gx := ker κx (tworzy grup¦ wzgl¦dem dodawania).

r(y) := d(0,Ny \ {0}), (w sensie dowolnej normy na A).
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Nx ⊂ Ax podzbiór elementów �homotopijnych z zerem� w centrum algebry

Liego gx := ker κx (tworzy grup¦ wzgl¦dem dodawania).

r(y) := d(0,Ny \ {0}), (w sensie dowolnej normy na A).



Twierdzenie Crainica�Fernandesa: cz¦±ci skªadowe

{s1, fs2} = f {s1, s2}+ (κ̃(s1)f )s2 =⇒
gx = ker κx algebra Liego

κ̃ homomor�zm =⇒ imκ ⊂ TB

dystrybucja caªkowalna, Lx li±¢

odpowiedniej foliacji

Nx ⊂ Z (gx) podgrupa, b¦d¡ca

obrazem ∂ : π2(Lx)→ G(gx)
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Twierdzenie Crainica�Fernandesa: idea dowodu

(oparta na idei dowodu klasycznego twierdzenia �Lie III� w ksi¡zce

J. Duistermaat, J. Kolk �Lie groups� (Springer, 2000))

Krzywe dopuszczalne:

1 Zbiór krzywych dopuszczalnych

tworzy niesko«czenie wymiarowy

grupoid P(A) nad B .

2 Iloraz P(A)/ ∼ wzgl¦dem

odpowiedniej relacji homotopii

ma struktur¦ grupoidu Liego.
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Twierdzenie Crainica�Fernandesa: przykªadowe wnioski

1 Standardowe twierdzenie �Lie III� dla grup i algebr Liego

2 Twierdzenie Palais o caªkowaniu in�nitezymalnego dziaªania algebry

Liego do dziaªania odpowiedniej grupy Liego

3 Twierdzenie o istnieniu grupoidu symplektycznego dla struktury

Poissona



Na zako«czenie

�Naturalny sposób dowodu twierdzenia Kartana (twierdzenia �Lie III�, pryp.

tªum.) polega na zbudowaniu pewnego funktora z kategorii ... algebr

Liego ... w kategori¦ jednospójnych grup Liego, który byªby kwaziodwrotny

do funktora lokalizacji. Jednak dotychczas ... konstrukcji takiego funktora

nikt nie wymy±liª i, powiedzmy, Serr uwa»a, »e ona nie istnieje ... Wszystkie

wiadome dowody ... nie maj¡ charakteru funktorialnego ... i wywoªuj¡

wewn¦trzny psychologiczny protest. Tutaj ostatnie sªowo jeszcze nie jest

wypowiedziane.�1

M.M.Postnikow (1927�2004) �Grupy i algebry Liego�, (Nauka, 1982)

1tªumaczenie z rosyjskiego AP



Dzi¦kuj¦ za uwA(G)¦!


