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Wstep: Grupy symetrii obiektéw ,,jednorodnych”

Przyktad obiektu jednorodnego: ,podtoga z ptytek ceramicznych” o
wymiarach 2 x 1




Wstep: Grupy symetrii obiektéw ,,jednorodnych”

Przyktad obiektu jednorodnego: ,podtoga z ptytek ceramicznych” o
wymiarach 2 x 1

Grupa G symetrii podtogi

@ krata 2Z x Z;

@ odbicia wzgledem prostych poziomych i pionowych, przechodzacych
przez wezty kraty oraz przez srodki ,ptytek”;

© obroty o 180° wzgledem weztéw kraty oraz punktéw lezacych w
srodkach ptytek oraz ich krawedzi.
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Wstep: Grupy symetrii obiektéw ,,jednorodnych”

W jakim stopniu mozna odtworzy¢ strukture obiektu z jego grupy symetrii? \

Orbita Gx punktu x € 2Z x Z: Gx =27 X 7

Odpowiedz

© Grupy symetrii ,,podtogi” i kraty pokrywaja sie, w szczegélnosci G nie
zawiera informacji o ,fugach”.

@ Jednak G dobrze odzwierciedla ,nieréwnoprawnos¢” poziomego i
pionowego kierunkéw.




Wstep: Grupy symetrii obiektéw ,,niejednorodnych”

Przyktad obiektu niejednorodnego: ,kawatek podtogi”




Wstep: Grupy symetrii obiektéw ,,niejednorodnych”

Przyktad obiektu niejednorodnego: ,kawatek podtogi”

V.

Grupa H symetrii kawatka, grupa ,czwérkowa” Kleina

© odbicia wzgledem prostych przechodzacych przez srodek;

@ obrét o 180° stopni wzgledem Srodka;




Wstep: Grupy symetrii obiektéw ,,niejednorodnych”

Przyktad obiektu niejednorodnego: ,kawatek podtogi”

Grupa H symetrii kawatka, grupa ,czwérkowa” Kleina

© odbicia wzgledem prostych przechodzacych przez srodek;

@ obrét o 180° stopni wzgledem Srodka;

Niesie zbyt mato informacji o strukturze obiektu




Grupoidy: pierwszy przyktad

Grupoid transformacyjny dziatania grupy G na R?

Zbiér

G(G,R?) := {(x,7,y) | x ER? y € R? v € G oraz x = yy}

z dziataniem dwuargumentowym

(7, y)y, v, 2) = (x,7v, 2).




Grupoidy: pierwszy przyktad

Grupoid transformacyjny dziatania grupy G na R?

Zbiér
G(G,R?) := {(x,7,y) | x ER? y € R? v € G oraz x = yy}

z dziataniem dwuargumentowym

(7, y)y, v, 2) = (x,7v, 2).

Dziatanie to ma nastepujace wtasnosci:
© Jest okreslone tylko na parach elementéw g, h, dla ktérych
B(g) = a(h). Tutaj
@.f:G =R a:(x,7y)=x0:(x,7y)~y.
@ Jest taczne (o ile okreslone): (gh)k = g(hk).
© Vg e G I, pg i Ng8 = g,8Pg = & (istnieja prawe i lewe , jedynki”).

QVgeGIgtligg = )\g,g_lg = pg (istniejg prawe i lewe
odwrotne).



Grupoidy: ogdlny punkt widzenia

Definicja H.Brandt, 1926

Grupoidem z baza B nazywamy zbiér G wyposazony w odwzorowania
o, : G — B oraz w dziatanie (g, h) — gh spetniajace aksjomaty 1-4.




Grupoidy: ogdlny punkt widzenia

Definicja H.Brandt, 1926

Grupoidem z baza B nazywamy zbiér G wyposazony w odwzorowania
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Interpretacja: grupoid jako zbiér ,strzatek”
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koniec Ztozenie elementéw




Grupoidy: ogdlny punkt widzenia

Definicja H.Brandt, 1926
Grupoidem z baza B nazywamy zbiér G wyposazony w odwzorowania
o, : G — B oraz w dziatanie (g, h) — gh spetniajace aksjomaty 1-4.

Interpretacja: grupoid jako zbiér ,strzatek”

£
o(g) " Ale) —
g h

Efg;:etl; 8 a(g)=plgh) © Ble)=alh) " 5(h)=peh)
koniec Ztozenie elementéw

Inna interpretacja: grupoid jako mata kategoria, w ktérej kazdy

morfizm posiada odwrotny
.Mata” oznacza, ze obiekty kategorii tworza zbiér.




Grupoid symetrii ,kawatka podtogi” B

Ograniczenie G do B
G(G,R?)|p := {g € G(G,R?) | a(g), A(g) € B}

Uwaga: B moze by¢ dowolnym podzbiorem R?



Grupoid symetrii ,kawatka podtogi” B

Ograniczenie G do B
G(G,R?)|g == {g € G(G,R?) | a(g). Blg) € B}
Uwaga: B moze by¢ dowolnym podzbiorem R?

Orbita ,dziatania grupoidu G na B"™:

Klasa réwnowaznosci relacji ,x ~g y <= g € G : a(g) = x, B(g) = y".

Na przyktad, orbity G(G,R?) = orbity gziatania G na R?.
Przyktady orbit dla G(G,R?)|g (sa to ,$lady” na B orbit G(G,RR?)):




Grupoid par

Grupoidy zwigzane z dziataniem grupy G na zbiorze X

G(G,X) :=={(x,7,y) | x € X,y € X,y € G oraz x =y}
G(G,X)|lg :={g € G(G,X) | a(g),B(g) € B} tutaj B C X dowolny
podzbiér.




Grupoid par

Grupoidy zwigzane z dziataniem grupy G na zbiorze X

G(G,X) :=={(x,7,y) | x € X,y € X,y € G oraz x =y}
G(G,X)|lg :={g € G(G,X) | a(g),B(g) € B} tutaj B C X dowolny
podzbiér.

| A

Grupoid par

Niech B bedzie dowolnym zbiorem, a G = {e} z trywialnym dziataniem na
B. Odpowiedni grupoid G := G(G, B) nazywamy grupoidem par.

Inaczej méwiac, G = B x B, a(x,y) = x, B(x,y) = y, (x,y)(y, 2) == (x, 2).
Jedynkami sa (x, x), a odwrotnos¢ to (x,y)™! = (y, x).

V.




Grupoid par

Grupoidy zwigzane z dziataniem grupy G na zbiorze X

G(G,X) :=={(x,7,y) | x € X,y € X,y € G oraz x =y}
G(G,X)|lg :={g € G(G,X) | a(g),B(g) € B} tutaj B C X dowolny
podzbiér.

| A

Grupoid par
Niech B bedzie dowolnym zbiorem, a G = {e} z trywialnym dziataniem na
B. Odpowiedni grupoid G := G(G, B) nazywamy grupoidem par.

Inaczej méwiac, G = B x B, a(x,y) = x, B(x,y) = y, (x,y)(y, 2) == (x, 2).
Jedynkami sa (x, x), a odwrotnos¢ to (x,y)™! = (y, x).

V.

~Podgrupoidami” w B x B s3 relacje réwnowaznosci, a ich klasy s orbitami
ich dziatan.

Ponadto, dla dowolnego grupoidu G nad B mamy morfizm grupoidéw
(o, 8) : G — B x B, ktérego obrazem jest relacja réwnowaznosci ~g.



Grupoidy Liego i ich obiekty infinitezymalne

Uwaga: Jesli G grupa Liego, X rozmaitos$¢ i odpowiednie dziatanie jest
gladkie, G(G, X) daje przyktad grupoidu Liego. Ponadto, jesli B
podrozmaitos¢ ,dobrze” wiozona wzgledem dziatania, G(G, X)|p tez bedzie
takim przyktadem.

Analogicznie, jesli B rozmaitos¢, grupoid B x B jest grupoidem Liego.



Grupoidy Liego i ich obiekty infinitezymalne

Uwaga: Jesli G grupa Liego, X rozmaitos$¢ i odpowiednie dziatanie jest
gladkie, G(G, X) daje przyktad grupoidu Liego. Ponadto, jesli B
podrozmaitos¢ ,dobrze” wiozona wzgledem dziatania, G(G, X)|p tez bedzie
takim przyktadem.

Analogicznie, jesli B rozmaitos¢, grupoid B x B jest grupoidem Liego.

Lewoniezmiennicze pola wektorowe na G

Tg_l(x)g podwiazka wektoréw
stycznych do witokien «

{ciecia lewoniezm. Tg . G} =
=T56 = Ay

A = J,cp Ax Wiazka wektorowa &
nad B /D( B

kx = T,,8 1 Ax — TxB morfizm
wigzek » :
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Algebroidy Liego

Definicja
Algebroidem Liego nazywamy wigzke wektorowa A — B wyposazong w
morfizm wigzek k : A — TB (nazywany kotwicg) oraz w operacje algebry
Liego {, } na ['(A) o wiasnosciach:
@ morfizm indukowany & : ['(A) — '(TB) jest homomorfizmem algebr
Liego;
Q {51, sz} = f{51,52} aF (I%(Sl)f)SQ, Si € F(A), fe COO(B,R).




Algebroidy Liego

Definicja

Algebroidem Liego nazywamy wigzke wektorowa A — B wyposazong w
morfizm wigzek k : A — TB (nazywany kotwicg) oraz w operacje algebry
Liego {, } na ['(A) o wiasnosciach:
@ morfizm indukowany & : ['(A) — I'(TB) jest homomorfizmem algebr
Liego;
Q {s1,f2} = f{s1, %} + (R(s1)f)s2, si € [(A),f € C>(B,R).

| \

Przyktady algebroidéw i odpowiednich grupoidéw

o Algebroid styczny: A= TB,k =1d,{,} =1,] e G=BxB
o Algebra Liego: A =g,B = {x} 0 G=0G
o Algebroid dziatania p : g — [(TB) algebry Liego ° 6 =G(G,B)
A=gx B, r(g,x) = p(&)x, {&1,8}(x) =
[81(x), &2(x)]g + (p(g1(x))82)(x) — (n(g2(x))81)(x)

\




Problem catkowania algebroidéw Liego

o Czy kazdy algebroid A jest catkowalny, tj. czy istnieje grupoid G, dla
ktérego A jest jego algebroidem A(G)?
o Jedli istnieje, na ile jednoznacznie jest okreslony?

@ Wersja lokalna powyzszych probleméw.

@ Problem catkowania morfizméw algebroidéw A; — As.




Problem catkowania algebroidéw Liego

o Czy kazdy algebroid A jest catkowalny, tj. czy istnieje grupoid G, dla
ktérego A jest jego algebroidem A(G)?
o Jedli istnieje, na ile jednoznacznie jest okreslony?

@ Wersja lokalna powyzszych probleméw.
o Problem catkowania morfizméw algebroidow A; — As.

Twierdzenie (,Lie I') Moerdijk—Macun, 2002

Jesli algebroid A jest catkowalny, to istnieje tez jedyny grupoid G' o
Jjednospdjnych (-wiéknach catkujacy A (czyli A = A(G')).

| A




Problem catkowania algebroidéw Liego

o Czy kazdy algebroid A jest catkowalny, tj. czy istnieje grupoid G, dla
ktérego A jest jego algebroidem A(G)?

o Jedli istnieje, na ile jednoznacznie jest okreslony?
@ Wersja lokalna powyzszych probleméw.

o Problem catkowania morfizméw algebroidow A; — As.

| A

Twierdzenie (,Lie I') Moerdijk—Macun, 2002

Jesli algebroid A jest catkowalny, to istnieje tez jedyny grupoid G' o
Jednospdjnych (3-wtéknach catkujacy A (czyli A = A(G")).

Twierdzenie (,Lie II") Mackenzie—Xu, 2000

Niech ¢ : Ay — Ay bedzie morfizmem algebroidéw catkowalnych i niech
G1,G> beda odpowiednie grupoidy. Jesli Gi ma jednospdjne (3-wtokna, to
istnieje jedyny morfizm grupoidéw ® : Gi — G, catkujacy ¢.




Problem catkowania algebroidéw Liego

Lokalna catkowalnosé

Dla kazdego algebroidu A istnieje lokalny grupoid catkujacy A.
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grupoid catkujacy” nie jest prawdziwe!




Problem catkowania algebroidéw Liego

Lokalna catkowalnosé

Dla kazdego algebroidu A istnieje lokalny grupoid catkujacy A.

Twierdzenie ,Kazdy algebroid jest catkowalny, czyli posiada globalny
grupoid catkujacy” nie jest prawdziwe!

Twierdzenie (Przeszkody do ,Lie IlII") Crainic—Fernandes,

2003

Nastepujace warunki sa rownowazne:
© Algebroid A nad baza B jest catkowalny;
Q Dla kazdego x € B grupa Ny jest dyskretna oraz liminf,_, r(y) > 0.

N, C Ay podzbiér elementéw ,homotopijnych z zerem™ w centrum algebry
Liego gx := ker kx (tworzy grupe wzgledem dodawania).
r(y) :=d(0, Ny \ {0}), (w sensie dowolnej normy na A).



Twierdzenie Crainica—Fernandesa: czesci sktadowe

{s1,fs2} = f{s1, 52} + (R(s1)f)s2 =
gx = ker ky algebra Liego

% homomorfizm — imx C TB
dystrybucja catkowalna, L, lis¢
odpowiedniej foliacji



Twierdzenie Crainica—Fernandesa: czesci sktadowe

{51, sz} = f{sl, 52} + (I%(Sl)f)52 —

gx = ker ky algebra Liego

Ny C Z(gx) podgrupa, bedaca
obrazem 0 : ma(Lx) — G(gx)

% homomorfizm — imx C TB ! y
dystrybucja catkowalna, L, lis¢
odpowiedniej foliacji



Twierdzenie Crainica—Fernandesa: idea dowodu

(oparta na idei dowodu klasycznego twierdzenia ,Lie IlI” w ksigzce
J. Duistermaat, J. Kolk ,Lie groups” (Springer, 2000))
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Krzywe dopuszczalne:




Twierdzenie Crainica—Fernandesa: idea dowodu

(oparta na idei dowodu klasycznego twierdzenia ,Lie IlI” w ksigzce
J. Duistermaat, J. Kolk ,Lie groups” (Springer, 2000))

Krzywe dopuszczalne:

o ©Q Zbiér krzywych dopuszczalnych
// A tworzy nieskoficzenie wymiarowy
grupoid P(A) nad B.
— | |- @ lloraz P(A)/ ~ wzgledem
N -

odpowiedniej relacji homotopii
ma strukture grupoidu Liego.




Twierdzenie Crainica—Fernandesa: przyktadowe wnioski

© Standardowe twierdzenie ,Lie IlI" dla grup i algebr Liego

@ Twierdzenie Palais o catkowaniu infinitezymalnego dziatania algebry
Liego do dziatania odpowiedniej grupy Liego

© Twierdzenie o istnieniu grupoidu symplektycznego dla struktury
Poissona



Na zakonczenie

.Naturalny sposéb dowodu twierdzenia Kartana (twierdzenia ,Lie III", pryp.
tfum.) polega na zbudowaniu pewnego funktora z kategorii ... algebr

Liego ... w kategorie jednospdjnych grup Liego, ktéry bytby kwaziodwrotny
do funktora lokalizacji. Jednak dotychczas ... konstrukcji takiego funktora
nikt nie wymyslit i, powiedzmy, Serr uwaza, ze ona nie istnigje ... Wszystkie
wiadome dowody ... nie maja charakteru funktorialnego ... i wywotuja

wewnetrzny psychologiczny protest. Tutaj ostatnie stowo jeszcze nie jest
wypowiedziane.”!

M.M.Postnikow (1927-2004) ,Grupy i algebry Liego”, (Nauka, 1982)

Yttumaczenie z rosyjskiego AP



Dziekuje za uw.A(G)e!



