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1 O algebrach Liego grup Liego raz jeszcze. Cz. 1

Literatura dodatkowa: [Ada69, Tra, DKO0O]

Grupa Liego: Jest to grupa (G, ) taka, ze G jest wyposazone w strukture rozmaitosci rozniczkowe;
o tej wlasnosci, ze dzialanie grupowe i : G x G — G oraz odwzorowanie € : g — ¢! : G — G s3
gladkie.

PrRzYKEAD: Niech V bedzie przestrzenia wektorowa, a G := GL(V) C End(V) bedzie grupa
odwracalnych endomorfizméw przestrzeni V.

Odwzorowania dolaczone: Oznaczmy g := T.G (tutaj e € G jest elementem neutralnym), a
przez A, : G — G automorfizm wewnetrzny A,(z) := grg ', 2,9 € G. Odwzorowanie A, jest
odwzorowaniem gladkim o wlasnosci A,(e) = e. W szczegblnosdci, mamy odwzorowanie styczne

(Ag)sle : g — g, ktore standardowo oznacza si¢ przez Ad, (lub Adg, od angielskiego ,,adjoint”).

LEMAT Odwzorowanie Ad : g — Ad, : G — End(g) jest reprezentacje G w przestrzeni wektorowej
g (ktorq nazywamy reprezentacjq dotaczona ).

Dowdd Latwo widzie¢, ze A, jest odwzorowaniem odwracalnym (z odwrotnym A,-1), wiec Ad, €
GL(g). Ponadto, A, 4 = Ay A, skad Ad,,,, = Ady, Ady,, czyli Ad jest homomorfizmem. [J

Zauwazmy, ze odwzorowanie Ad jest odwzorowaniem gladkim, w szczegélnosci mamy odwzorowanie
styczne Ad,|. : T.G — T;GL(g). Wiemy, ze T;GL(g) = End(g), otrzymaliSmy wiec odwzorowanie
ad : g — End(g), X — adx (standardowe oznaczenie adx lub adX).

Potézmy

[X,Y] :=adyxY, X,Y € g.

PRZYKEAD: Dla G = GL(V) mamy g = T,G = End(V), a odwzorowanie A, : y — zyz ™' : G — G
jest ograniczeniem odwzorowania liniowego Y +— 2Yz~! : g — g. Stad jego pochodna Ad, z nim sie
pokrywa, czyli Ad,Y = 2Y27 1Y € g. Obliczymy rozniczke odwzorowania Ad : z — Ad, : G — g
w e = I na wektorze X € g w nastepujacy sposob. Niech ¢t — x(t) bedzie gltadka krzywa w G o
wihasnosci z(0) = e,2/(0) = X. Wtedy
d _ _ _
adx Y = o (2()Y (2(£) ") = 2/ (0)Y (2(0) ™" + 2(0)Y ((x(1)) ™) im0 = XY = VX

(tutaj skorzystalismy z rownosci z(t)(z(t)) ™! = I rozniczkujac ktora w zerze, mamy ((z(t)) ™) |i=o =
—2/(0)). Innymi stowy, nawias [X, Y] dla endomorfizméw przestrzeni liniowej jest ich komutatorem.



Wlasno$ci nawiasu [, ]

TWIERDZENIE 1. Niech G bedzie dowolng grupg Liego, g = T.G. Wtedy para (g, [,]) jest algebrq
Liego, czyli nawias [,] :g X g — ¢

(a) jest dwuliniowy;
(b) jest antysymetryczny ([X,Y] = —[Y,X]VX,Y € g);
(c) spetnia tozsamosé Jakobiego ([X, Y, Z||+ Y, [Z, X]|+ [Z,[X,Y]|=0VX,Y,Z € g).

2. Niech G,G" bedg grupami Liego, a ® : G — G bedzie gladkim homomorfizmem. Oznaczmy
¢ =, T.G — TuG'. Wtedy ¢ : g — ¢’ jest homomorfizmem algebr Liego, czyli

¢[X7 Y]g = [¢(X)v ¢(Y)]g’ VX>Y €g

Dowdd Zacznijmy dowod od drugiego punktu. Warunek homomorfizmu dla ® implikuje
O(Ayy) = Playa™") = 2(2)2(y)(2) " = ApwP(y).

Przy ustalonym z pierwszy i ostatni czton tego ciggu jest gladkim odwzorowaniem z G w G'.
Obliczmy rozniczke tego odwzorowania w punkcie y = e na wektorze Y € g, otrzymamy

Py la,e 0 AdyY = ¢(Ad,Y) = Adgy) 0 PuleY = Ade)o(Y).

Pozwalajac x sie zmieniaé, otrzymujemy gladkie odwzorowanie z G w g'. Obliczajac jego rozniczke
w e na wektorze X € g, otrzymujemy

¢(adxY) = adyx)p(Y).

Przystapmy do dowodu p. 1. Dwuliniowos¢ [,] jest oczywista. Teraz zastosujmy udowodniony
fakt do homomorfizmu grup Liego Ad : G — G’ = GL(g) oraz skorzystajmy z tego, ze nawias [, |y
pokrywa sie z komutatorem. Otrzymamy réwnosc¢

ad[X’y} = aandy — adyadx.

ktora jest rownowazna tozsamosci Jakobiego w zalozeniu, ze zachodzi antysymetryczno$é nawiasu
(Cwiczenie: udowodnij te rownowaznosé). Czyli zostalo nam udowodnié antysymetrycznosé.

Rozwazmy odwzorowanie ¥ : G x G — G,(z,y) — zyr~'y~'. Udowodnimy najpierw, ze
(e,e) jest punktem krytycznym tego odwzorowania, czyli rozniczka VU, |« ) znika. Istotnie, mamy
U(x,e) = e, ¥(e,y) = e dla dowolnych z,y € G. Stad rozniczka czastkowa W} ) wzgledem pier-
wszego argumentu znika i rozniczka czastkowa W2|. ) wzgledem drugiego argumentu tez. Gladkosé
U gwarantuje znikanie W, ).

Teraz obliczmy 2|, .Y, gdzie Y € g, oraz U], X, gdzie X € g. Wedlug lematu, ktory
udowodnimy ponizej, U%|, Y = Ad,Y — Y oraz Ui, X = X — Ad,X. Obliczajac rozniczke
pierwszego wyrazenia po x na X, a drugiego po y na Y, otrzymujemy adxY oraz —ady X odpowied-
nio. Skadinad wiemy, ze te wyrazenia sa réwne, poniewaz gtadko$é¢ odwzorowania gwarantuje
symetrycznos¢ formy drugich pochodnych w punkcie krytycznym. [



LEMAT 1 V2|, 0Y =AdY - Y;

2. WX = X — Ad, X

Dowdd Najpierw zauwazmy, ze, jesli ¢(t), 1 (t) sa krzywe w G o wlasnosciach ¢(0) = e = ¥(0), ¢'(0) =
¢, ¢'(0) = U, to %]t:0(¢(t) ~p(t)) = ® 4+ V. Istotnie, dziatanie grupowe p : G x G — G spelnia
tozsamosci u(x,e) = z,pu(e,y) = y, ktore implikuja rownosci 8“6(§ ) = = oF, 8”81(;6 = oF. Tutaj
wybralismy dowolny lokalny uktad wspoétrzednych na G w otoczeniu e i reprezentujemy odwzorowanie
1 przez funkeje pt, 42, . .. Teraz obliczamy: %|,_o(4(t) - ¥(t)) = %@j + %\I’j = ok + UF,

Wybierzmy gtadka krzywa y(t) w G 0 whasnosciach y(0) = e,4/(0) = Y. Wiemy juz, ze
Lli—o(y(t))™) = =Y. Ponadto, z definicji &|—o(zy(t)z~') = Ad,Y.

Oznaczmy ¢(t) := wy( Ja L (t) = (y(t)1. Weedy 6(0) — e = 1(0), #/(0) = Ad,Y,¥/(0) =
_y. Ostatecznie, V2] 0¥ = & (ey(t)r(u(1)) 1) = So((t) - 0(1)) = Ad,Y — Y. Drugi wzor
dowodzi sie analogicznie. D



2 O algebrach Liego grup Liego raz jeszcze. Cz. II

Literatura dodatkowa: [Ada69, Tra, DKO0O]

Przypomnienie o polach lewoniezmienniczych: Dla g € G okre§lmy odwzorowanie lewej
translacji L, : G — G wzorem L,x := gz (i, przy okazji, prawej translacji R, : G — G wzorem
R,z := zg). Majac element V € T.G = g mozemy zbudowa¢ pole wektorowe V! € Vect(G) kladzac
V! = (L,).|.V. Tak okreslone pole wektorowe jest lewoniezmiennicze, czyli (L,).V' = V'. T odwrot-
nie, kazde pole lewoniezmiennicze v € Vect(G) jest postaci v = V', gdzie V := w(e).

Potok pola lewoniezmienniczego

LEMAT Niech @' := ®! : G — G bedzie lokalnym potokiem pola lewoniezmienniczego w na G.
(Inaczej mowige L&' (x0) = w(xo) dla dowolnego xo € G, cayli krzywa t — ®'(z0) zadaje lokalne
rozwigzanie rownania rézniczkowego & = w(x) z warunkiem poczgtkowym xo € G.) Wtedy ma miejsce
wzor

ot = R@t(e).
Dowdd: Niech x(t) := Rgt(eyxo. Wtedy z(t) = 29®'(e) = L,,P*(e) oraz x(0) = xo. Ponadto
d
—x
dt
Stad z(t) = ®%(xg). O
Jednoparametrowe podgrupy w G: Sa to homomorfizmy grup (R,+) — G.

(t) = (Lo )+l () (2" (€)) = w(wo®(e)) = w(w(t)).

TWIERDZENIE Dla kazdego X € g istnieje jedyna jednoparametrowa podgrupa hx : (R,+) — G
gladka oraz spetniajgca warunek &|_ohx(t) = X. Jest ona réwna t — @, (e) (w szczegdlnosci
krzywa catkowa pola X' przechodzgca przez e jest globalna w czasie).

Dowdd: Niech ®' := @' . Znana z teorii réwnan roézniczkowych jest wlasnosé &' = @' o ®* (o ile
prawa i lewa czeSci sa okreslone). Z lematu mamy @' o ®° = Rgt(e) © Ros(e) = Ros(e).0t(e), ale mamy
tez O = Rgrrs(). Stad ®°(e) - D'(e) = 2 (e).

Rownosé ta pokazuje, ze, jesli krzywa t — ®'(e) jest okreslona dla t €] —¢, €[, to jest ona okreslona
rowniez dla t €] — 2¢, 2¢[. Iterujac, dostajemy globalno$¢ po t.
Jednoznacznosé: Niech h : (R, +) — G bedzie podgrupa jednoparametrowa o warunku < |_oh(t) =
X. Rozniczkujac réwnoscé

At +5) = h{t)h(s) = Lgyh(s)

po s w zerze mamy h(t) = (Ln))«]eX = X'(h(t)). Stad h(t) jest krzywa calkowa pola X' prze-
chodzaca przez e, czyli jest okreslona jednoznacznie. [J

Odwzorowanie wykladnicze exp : g — G: Dla X € g definiujemy exp(X) jako hx (1), gdzie hx(t)
jest (jedyna) grupa jednoparametrowa o warunku hx(0) = X.

TWIERDZENIE exp jest dyfeomorfizmem pewnego otoczenia U > 0 w g na pewne otoczenie V> e w
G.



Dowdd: Gladkosé exp wynika z teorii rownan rozniczkowych. Rozwazmy h : s — hx(st). Wtedy
h(s +s') = hx((s + 8)t) = hx(st + s't) = hx(st) - hx(s't) = h(s) - h(s'), czyli h jest podgrupa
jendoparametrowa. Ponadto h(0) = tX, skad h(s) = hix(s). Dla s = 1 to daje

hx(t) = exp(tX).

Roézniczkujac te rownos¢ w zerze, otrzymujemy X = exp, |oX, czyli exp, |o = Idy. Stosujac twierdze-
nie o odwzorowaniu odwrotnym, dostajemy wynik. [

PzykeAD: Niech G = U(1) = {# € C | 2z = 1}. Wtedy jedynym (z dokladnoscia do pro-
porcjonalnosci lewoniezmienniczym polem na G jest v = w|g, gdzie w jest polem wektorowym
na ptaszczyznie zadanym przez w = —y% + xa%. Istotnie, obrot o kat ¢ jest zadany macierza
Ly:= [ cos¢ —sing

sing  cos } . Pochodna tego odwzorowania liniowego z nim si¢ pokrywa i mamy

— sin ¢y } _ { —sin(¢ + ¢)

cOS ¢ cos(p + ¢o) ] = w((cos(¢ + ¢p), sin(¢p + ¢p)).

Lyw((cos o, siny)) = Ly [
1

0 (innymi stowy ¢ — €) jest jednoparametrowa grupa hx, odpowiadajaca

Odwzorowanie t +— L, {

0
1
ht)((]_> = hx(t) = Bit.

PRZYKLAD: Niech G = GL(n,R). Pola lewoniezmiennicze V!,V € g = End(R"), maja posta¢
(XV,X),X € G (zob. ostatni wyklad z Teorii grup I). Réwnanie rozniczkowe X = XV ma
rozwiazanie t — XExp(tV), gdzie Exp jest funkcja wykladnicza od operatoréw liniowych na R™.
Rozwiazanie to zadaje jednoparametrows podgrupe odpowiadajaca elementowi V' € g. Odwzorowanie
wykladnicze g — G ma posta¢ V +— Exp(V).

wektorowi X = [ } = w((1,0)) € g = T.G. Odwzorowanie wykladnicze jest wiec rowne tX —

Inne wlasno$ci odwzorowania exp

TWIERDZENIE 1. Jesli G, H sq grupami Liego o algebrach Liego g, b, a ® : G — H jest gladkim

homomorfizmem, to
O (exp X) = exp((P.)[X) VX € g.

2. Adepr = Exp(adx) VX e g.
3. vexp Xo~! =exp(Ad,X) VX € g,7 € G.

Dowod: Ad. 1. Niech X € gi hy : R — G bedzie odpowiednig grupa jednoparametrowa. Wtedy
exp(X) = hx(1), ale odwzorowanie h : t — ®(hx(t)) : R — H (jako zlozenie homomorfizmow
gladkich) jest jednoparametrowa podgrupa w H. 7 drugiej strony 4|,_oh(t) = (®.)]e(L|—ohyx) =
(P.)[e X, czyli h = ha,) x-

Ad. 2. Zastosujmy p. 1 do gladkiego homomorfizmu grup Liego Ad : G — GL(g).
Ad. 3. Zastosujmy p. 1 do gladkiego homomorfizmu grup Liego A, : G — G. [J



3 Zwiazek pomiedzy podgrupami i podalgebrami Liego

Literatura dodatkowa: [Ada69, DK00, Hel00, Pos86]

Podrozmaitosci wlozone i zanurzone: Niech M bedzie gladka rozmaitoscia. Podrozmaitoscia
(wtozong) kowymiaru k w M nazywamy podzbior N C M taki, ze dla kazdego x € N istnieje
otoczenie otwarte U > z w M oraz odwzorowanie gladkie f : U — R¥ o wlasnosciach:

1. rzad odwzorowania f jest rowny k w dowolnym punkcie y € U N N;

2. zeUNN < 3ceR*: f(2) =c

Podrozmaitoscia zanurzong kowymiaru k, z kolei, nazywamy podzbior N C M taki, ze istnieje
rozmaito$é gtadka N’ wymiaru dim M — k oraz odwzorowanie gtadkie ® : N — M o wtasnosciach:

1. ® jest injektywne;
2. ® jest immersja, czyli (®,)|, : ToN' — Tom)M jest injektywne dla dowolnego z € N';
3. ®(N') = N.

Cwiczenie: Udowodnié, ze kazda podrozmaitosé jest podrozmaitoécia zanurzong.

PRZYKLAD (,OWINIECIE TORUSA”): M := T? = R?/Z?, pole wektorowe v,y := a2r + b5, gdzie

a,b €]0, 00 sa ustalone, moze byé¢ zrzutowane na pole wektorowe 9,;, na T2 Trajektorie ostatniego
t — P(z' + at, x® + bt) s rzutami prostych t — (z' + at, z* + bt).

Przypadek wymierny: b/a wymierne, b = mA, a = nA dla pewnego A € R. Wtedy dla ¢ := 1/A
mamy (z' +at, 2* +bt) = (' +m,2* +n) i P(a* +at,a® +bt) = P(z!, 2%) (trajektorie sa domkniete,
czyli okresowe, i sa podrozmaitosciami).

Przypadek niewymierny: b/a niewymierne (kazda trajektoria jest podrozmaitoscia zanurzona
gesta w M, w szczegolnosei nie jest podrozmaitoscia).

Podgrupa Liego H w grupie Liego G: Jest to podgrupa H C M bedaca podrozmaitoscia.
Cwiczente: udowodnié, ze podgrupa Liego ma naturalng strukture grupy Liego oraz, ze naturalne
wlozenie ¢ : H — G jest gtadkim homomorfizmem.

Wirtualna podgrupa Liego H w grupie Liego G: Jest to podgrupa H C M bedaca obrazem
gtadkiego monomorfizmu grup H' — G dla pewnej grupy Liego H'. W szczegolnosci: 1) H jest
podrozmaitoscia zanurzona (Cuwiczenie: udowodnij); 2) oraz kazda podgrupa Liego jest wirtualna
podgrupa Liego; 3) H ma strukture grupy Liego ,przychodzaca” z H'.

PRZYKEAD: Trajektoria pola 9, przechodzaca przez 0 jest wirtualna podgrupa Liego i jest (prawdziwa)
podgrupa Liego tylko w przypadku wymiernym.

Uwaga: Mozna pokazaé, ze wirtualna podgrupa Liego jest podgrupa Liego wtedy i tylko wtedy, gdy
H jest domknieta w G (jako podprzestrzen topologiczna), zob. |Ada69|.

Zwiazek pomiedzy podgrupami i podalgebrami Liego:

TWIERDZENIE 1. Niech H bedzie wirtualng podgrupg Liego w G. Wtedy podprzestrzen b =
T.H C T.G = g jest podalgebrq Liego w algebrze Liego (g,[,]) (innymi stowy [x,y] € b dla
wszystkich x,y € §). Ponadto (h,[,]|pxy) = Lie(H) (Lie(F') oznacza algebre Liego grupy Liego



2. Odwrotnie, niech h C g bedzie podalgebrq Liego w algebrze Liego (g,[,]) grupy Liego G. Wte-
dy istnieje jedyna spdjna wirtualna podgrupa Liego H C G o wtasnosci h = T,H. Ponadto
(b, [.1lpxp) = Lie(H).

Dowdd: Ad. 1. Rozwazmy monomorfizm ¢ : H — G, ®(H') = H. Mamy odwzorowanie styczne ¢ :=
(®.)le : ' — g (tutaj b’ := Lie(H’), g := Lie(G)) bedacy homomorfizmem algebr Liego, zob. Wyktad
1 (dokladniej, ¢ jest monomorfizmem, czyli homomorfizmem z trywialnym jadrem). Cuwiczenie:
pokaz, ze obraz homomorfizmu g; — g, algebr Liego jest podalgebrg Liego w go. Oczywistym
jest, ze im¢ = h. To, ze (h,[,]||pxs) = Lie(H) wynika z definicji struktury grupy Liego na H: ona
sprzychodzi” z H', skad struktura algebry Liego na b ,przychodzi” z b'.

DYGRESJA O TWIERDZENIU FROBENIUSA: Dystrybucjg wymiaru r na rozmaitosci gtadkiej M nazywamy
gltadka podwiazke D C TM wiazki stycznej TM z wloknem wymiaru r. Innymi slowy jest to rodzina
podprzestrzeni D, C T, M gtadko zalezaca od punktu x € M. Lokalnie taka dystrybucja jest generowana
przez r liniowo niezaleznych (w kazdym punkcie) pol wektorowych.

Moéwimy, ze D jest catkowalna, jedli przez kazdy punkt x € M przechodzi podrozmaito$é zanurzona N,
o wlasnosci T, N, = D, (takie N, nazywamy podrozmaitosciami catkowymi dla D). Gladkos¢ D gwarantuje
jednoznacznosé takiej podrozmaitosci.

Mowimy, ze D jest inwolutywna, jesli jesli dla dowolnych dwoch pol wektorowych X, Y € Vect(M) sty-
cznych do D D (czyli takich, ze X (z),Y (x) € D, dla wszystkich x € M) ich komutator [X, Y] tez jest styczny
do D (réwnowaznie, lokalnie istnieja v1,...,v,,v; € Vect(M), i funkcje Z’; takie, ze Span{vy,...,v.} = D
and [v;, v;] = fikjvk; Cwiczenie: udowodnij réwnowaznosc).

PRzZYKEAD: Dystrybucja D generowana przez pole wektorowe 9,5 na T? (jak i kazda dystrybucja 1-
wymiarowa na dowolnej rozmaitosci) jest inwolutywna i catkowalna. Podrozmaitosci catkowe sg trajektoriami
pola 7 p.

TWIERDZENIE  (Frobeniusa) Dystrybucja D jest catkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest inwolutywna.
PrzykrAD: Dystrybucja 2-wymiarowa generowana przez pola wektorowe X = % + y%, Y = g—y na R? nie
jest inwolutywna, wiec nie jest catkowalna.

Ad. 2. (szkic dowodu) Niech X,..., X, € h = T.H bedzie baza przestrzeni liniowej h. Rozwazmy
pola lewoniezmiennicze X!, ..., X! oraz dystrybucje gladka D C T'G rozpieta przez nie. Poniewaz
(X!, XI] = [Xi, X;]' (zob. ostatni wyktad z Teorii grup I), dystrybucja D jest inwolutywna, wiec i
catkowalna. Niech A bedzie podrozmaitoScia catkows dla D przechodzaca przez e.

Udowodnimy, ze H jest podgrupa. Istotnie, D jest generowane przez lewoniezmiennicze pola
wektorowe, jest wiec lewoniezmiennicze: (L,).D = D,g € G. Stad wnioskujemy, ze i zbior jego
podrozmaitosci catkowych jest lewoniezmienniczy. Dokladniej moéwiac, jesli H, jest podrozmaitosciag
catkowa przechodzaca przez v € G, to L,H, = Hy. W szczegolnosci dla ¢ € H = H, mamy
LsH = LyH, = Hye = Hy = H. Innymi stowy gh € H dla dowolnych g,h € H. Jedli h € H, to
L,+H =L, 1H, = Hy, 1, = H, = H. W szczegdlnoéci, h~le € H. Wraz z oczywistym warunkiem
e € H to daje zadana wtasnos¢ H.

Do zakonczenia dowodu nalezy wprowadzic¢ na H strukture gltadka taka, ze dziatania grupowe oraz
wlozenie ¢ : H — G sa gladkie w niej (wtedy H' pokrywa sie z H z tg struktura, a monomorfizm H' —
G pokrywa sie z ¢). Ta czes¢ dowodu okazuje sie nietrywialna z powodu subtelnosci topologicznych
(zob. |Pos86]) i ja opuscimy. O



4 Grupa automorfizméw algebry Liego

Literatura dodatkowa: [Hel00]
Kilka uwag wstepnych:

Uwaga 1: W pytaniu o jednoznacznosci wirtualnej podgrupy Liego H odpowiadajacej podalgebrze
Liego b istotny jest wymog spojnosci H. Na przyklad, grupa Liego GL(n,R) ma dwie sktadowe
spojne GLi(n,R) := {X € GL(n,R) | £det X > 0}. Sktadowa spojna jedynki, GL,(n,R) ma te
sama algebre Liego gl(n,R) = Mat(n,R), co i GL(n,R).

Uwaga 2: Spojna wirtualna podgrupa Liego H C G odpowiadajaca podalgebrze Liego h C g moze nie
pokrywacé sie z exp(h) (zob. przyktad ponizej) ale jest generowana przez exp(h). Ostatnie oznacza,
ze elementy z H sa postaci expY) ---expY, dla pewnego n € Nipewnych Yi,... Y, € h. Wynika to
z faktu, ze kazdy punkt y z podrozmaitoéci catkowej N, dystrybucji D = (X!, ... X!) jest postaci
L 0.0 ®% x, gdzie P, jest potokiem pola Xilj.

in i

Uwaga 3: Jesli H C G jest wirtualng podgrupa Liego w grupie Liego G to odpowiednia podalgebre
Liego h C g mozna szuka¢ uzywajac wzoru h = {X € g | exp,(X) € H}, gdzie exp, : g — G
odwzorowanie wykladnicze odpowiadajace wiekszej grupie. Cwiczenie: Udowodnij to.

PRZYKEAD: Niech G := GL(n,R),H = SL(n,R) = {z € G | detx = 1}. Wtedy h = {X €
Mat(n,R) | det Exp(X) = 1}. Znana jest tozsamo$é¢ det Exp(X) = ™) (zob. [Tra, 1.7.1]), ktora
implikuje h = {X € Mat(n,R) | Tr(X) = 0} =: sl(n,R).

a b
c —a
warto$ciag wlasna wtedy i tylko wtedy gdy A? = a® + bc = — det(X) =: D. Posta¢ Jordana macierzy
X i Exp(X) jest rowna odpowiednio

PRZYKLAD: Niech X = [ ] € sl(2,R). Wtedy det(X — A\) = —(a® — A\?) —bc i A jest

[ VD 0 .| evP 0 -
1. 0 —vD i 0 oD |’ jesli D > 0;
i/ —D 0 Vb 0 .
2. ‘ 9l .
0 —z\/j] { 0 e‘zm}"]681D<O’

O S O I O I
3. 0 0]1{0 1:|,J€SllD—0.

(Cwiczenie: Znajdz jawna posta¢ Exp(X) w kazdym przypadku.) Wynika z tego, ze macierz z =
[ (g oqu } € SL(2,R) nie lezy w Exp(s[(2,R)) dla o < 0, # —1 (x pokrywa sie ze swoja postacia
Jordana).

Uwaga 4: (zob. [Hel00, 11,8§5]) Jesli G jest grupa Liego, a H C G jej normalng podgrupa Liego
(prawdziwa), to grupa ilorazowa G/H posiada naturalng strukture grupy Liego, wzgledem ktorej
rzut kanoniczny 7 : G — G/H jest gtadkim homomorfizmem grup.

Uwaga 5: (zob. [Hel00, I1,85]) Jesli @ : G — F jest homomorfizmem gladkim grup Liego, to



1. jadro H :=ker ® = ®~!(¢) jest normalng (prawdziwa) podgrupa Liego w G}
2. istnieje jedyny gladki homomorfizm grup Liego &' : G/H — F zamykajacy diagram
G

X

G/H 2~ F

3. obraz ®(G) jest wirtualng podgrupa Liego w F', przy czym odwzorowanie ¢’ zadaje izomorfizm
struktur grup Liego na G/H i ®(G).

Automorfizmy algebry Liego g: Sa to endomorfizmy odwracalne N € GL(g) przestrzeni liniowej
g bedace jednoczesnie homomorfizmami algebry Liego (g,[,]). (Cwiczenie: Sprawdz, ze odwrotnosé
takiego homomorfizmu automatycznie jest homomorfizmem.) Automorfizmy algebry Liego tworza
podgrupe Aut(g) w grupie Liego GL(g).

Cuwiczenie: Udowodnij, ze Aut(g) jest podgrupa Liego w GL(g). Wskazéwka: Wykaz, ze Aut(g) jest
liniowa grupa algebraiczna (zob. Wyktad 12 z Teorii grup I).

Algebra Liego 0(g) grupy Aut(g): Wiemy (zob. Uwage 3), ze 0(g) sktada sie z takich D €
gl(g) := End(g), ze Exp(tD) € Aut(g) dla dowolnego t € R, czyli

Exp(tD)[X,Y] = [Exp(tD)X,Exp(tD)Y], X,Y € g. (1)
Rézniczkujac te rownosé po t w zerze otrzymujemy
DIX,)Y|=[DX, Y]+ [X,DY],X,Y €g¢ (2)

(istotnie, Exp(tD)[X,Y] = (I+tD+--)[X,Y] = [X,Y]+¢D[X,Y]+---, [Exp(tD)X, Exp(tD)Y] =
({+tD+-- )X, +tD+--)Y]| =[X,Y]+¢([DX,Y]+ [X,DY]) + - - -, tutaj - - - oznacza czlony
rzedu wyzszego niz 1 po t). Powyzszy wzor oznacza, ze D jest rdzniczkowaniem algebry Liego (g, [,])
(zob. ostatni wykltad z Teorii grup I).

LEMAT Algebra Liego 0(g) grupy Liego Aut(g) sktada sie ze wszystkich rézniczkowan algebry Liego

(9,,])-

Dowdd: Niech D bedzie rozniczkowaniem. Stosujac indukcje otrzymujemy ze wzoru (2) wzor na
wyzsze rozniczkowania” DF[X, Y] =37 %[DiX, DY, gdzie D° := 1Id. Stad dla D otrzymu-
jemy wzor (1), czyli Exp(tD) € Aut(g). O

Grupa dolaczona i rézniczkowania wewnetrzne: Tozsamos$é¢ Jakobiego implikuje dwa wazne
fakty: 1) dla dowolnego X € g operator ady € gl(g) jest rozniczkowaniem (zwanym wewnetrznym);
2) odwzorowanie X +— ady : g — gl(g) jest homomorfizmem algebr Liego. (Cwiczenie: Udowodnij
to po raz kolejny). Obraz tego homomorfizmu oznaczamy ad(g). Jest on podalgebra w d(g) (jako
obraz homomorfizmu).

Teraz opiszemy grupe Liego odpowiadajaca tej algebrze Liego.

LEMAT Niech G bedzie grupg Liego. Wtedy dla kazdego x € G endomorfizm odwracalny Ad, €
GL(g) jest automorfizmem algebry Liego g
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Dowdd: Przypomnijmy, ze odwzorowanie Ad, : g — g bylo zdefiniowane jako pochodna w jedynce
(A.)«|e automorfizmu wewnetrznego A,, A,y = xyz~!, grupy G. Pochodna w jedynce homomor-
fizmu grup Liego jest homomorfizmem odpowiednich algebr Liego (zob. Wyklad 1), stad Ad, jest
homomorfizmem algebry Liego g. Jest to homomorfizm odwracalny ((Ad,)™' = A,-1), czyli jest
automorfizmem g. [

Z lematu tego wynika, ze obraz gtadkiego homomorfizmu grup Liego Ad : G — GL(g), z — Ad,,
lezy w podgrupie Liego Aut(g). Wirtualna podgrupe Liego Ad(G) C Aut(g) oznaczamy przez
Int(g) i nazywamy grupa dolgczong lub grupa automorfizmdéw wewnetrznych. Poniewaz odwzorowanie
ad : g — End(g) bylo definiowane jako pochodna Ad w jedynce, Lie(Int(g)) = im ad = ad(g).

LEMAT Niech G bedzie spéjng grupa Liego, a Z = {x € G |x -y =y-x Yy € G} C G bedzie jej
centrum. Wtedy jadro homomorfizmu grup Ad : G — Aut(g) pokrywa sie z Z. W szczegdlnosci,
Int(g) jest izomorficzna jako grupa Liego z G/Z.

Dowod. Jedli x € Z, to A, = Idg i jego pochodna Ad, tez jest identycznoscia, czyli € ker Ad.

Odwrotnie, niech x € ker Ad. Wzor zexp Xz™' = exp(Ad,X) (zob. Wyktad II) implikuje, ze
jesli x € Z, to x komutuje ze wszystkimi elementami postaci exp X, X € g. Poniewaz takie elementy
generuja G (zob. Uwage 2), x € Z. [J

11



5 Zwarte i polproste algebry Liego. Cz. 1

Literatura dodatkowa: [Hel00]

Suma prosta (zewnetrzna) algebr Liego (gi,[,]1) i (g2, [,]2): Jest to algebra Liego (g, [, ]), gdzie
g:=g1 D go, [(X1, X2), (Y1, Y2)] := ([ X1, 1], [X2, Y2)]). Cwiczenie: sprawdz, ze to jest algebra Liego.

Ideal a w algebrze Liego g: Jest to podprzestrzen wektorowa w g o wlasnosci [a,g] C a, gdzie
la,g] == {[A,X] | A € a,X € g} (zauwazmy, ze kazdy ideal jest podalgebra). W szczegolnosci,
1) centrum 3(g) == {X € g | [X,Y] = 0 VY € g} algebry Liego g jest idealem w g; 2) komutant
lg,9] .= {[X,Y] | X,Y € g} algebry Liego g jest idealem w g; 3) jesli (g,[,]) jest suma prosta, to
(91,0), (0, g2) sa ideatami w g. Cwiczenie: sprawd? to.

Wewnetrzna suma prosta: Niech g ma idealy g, go takie, ze g = g; © go (Wwewnetrzna suma
prosta przestrzeni wektorowych, czyli g = g1 + g2, 81 N g2 = {0}). Wtedy g jest izomorficzna jako
algebra Liego z zewnetrzna suma prosta g, @ go. Cwiczenie: sprawdz to.

PRZYKEAD: Niech g := gl(n,R). Wtedy 3(g) = RI, [g,g] = sl(n,R) oraz g = 3(g)®[g, g]. Cwiczenie:
sprawdz to.

0 a b
PRZYKEAD: Niech g:={| 0 0 ¢ | | a,b,c € R}. Wtedy g ze zwyklym komutatorem macierzy
0 00
jest algebra Liego (zwana algebrg Heisenberga). Komutator przeklada sie na nastepujace dziatanie:
[(a,b,¢),(d',V,)] = (0,ac — d'c,0). W szczegdlnosci, 3(g) = {(0,b,0) | b € R}, ale nie istnieje
takiego idealu (nawet podalgebry) a C g, ze g = 3(g) @ a (tutaj rozumiemy ostanie wyrazenie jako
sume prosta algebr Liego). Cuwiczenie: sprawdz to.

PRzZYKEAD: Niech g := b(n,R) := {[X;;] € gl(n,R) | X;; = 0 Vi > j} (algebra Liego macierzy
gornotrajkatnych). Wtedy [g, 9] = n(n,R) := {[X;;] € gl(n,R) | X;; = 0 Vi > j} (algebra Liego
macierzy Scisle gornotrajkgtnych, dla n = 3 pokrywa sie z algebra Heisenberga). Cwiczenie: sprawdz
to.

Zwigzek pomiedzy idealami a podgrupami normalnymi:

LEMAT Niech G bedzie grupg Liego, H C G jej wirtualna podgrupg Liego i niech g = Lie(G),h =
Lie(H). Wtedy H jest podgrupg normalna, jesli i tylko jesli b jest ideatem w g.

Dowdd: Niech H normalna, czyli odwzorowanie A, : G — G, A,y = xyz~ ', 2 € G, zachowuje H:
A,(H) C H. Wtedy jego pochodna Ad, : g — g zachowuje T.H = b, czyli Ad,(h) C h. Innymi
stowy, obraz homomorfizmu grup Liego Ad : G — End(g) lezy w podgrupie End"(g) endomorfizmow
g zachowujacych h. Wybierzmy baze e, ...,e, w g taka, ze e, ..., e jest baza h. Endomorfizmy z

End"(g) w tej bazie maja macierze postaci blokowej 61 g .
Niech ¢(t) bedzie krzywa gladka w G o warunku ¢(0) = e,¢(0) = X, X € g. Odwzorowanie Ad
przeprowadza te krzywa na krzywa postaci [ Aét> ggg } , a jego pochodna ad przeprowadza wektor

A(0) B(0)
Xna{ 0 C0)

]. Stad widzimy, ze adx tez zachowuje b, a poniewaz X € g jest dowolne, b jest

idealem.
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Odwrotnie, niech h bedzie idealem. Wtedy adxY € b dla dowolnego X € g, Y € h. Stad tez
Exp(adx)Y € b, a wzor Exp(adx) = Adexp x (zob. Wyklad 2) pokazuje, ze i Adex, xY € h. Poniewaz
exp(g) generuje G, mamy Ad,Y € h dla dowolnego z € G (istotnie, jesli x = exp X; - - - exp X, to
Ad; = Adexpx, © -+ 0 Adexp x, Wskutek tego, ze Ad jest reprezentacja). Teraz zostaje skorzystac¢
ze wzoru exp(Ad,Y) = zexpYz™!' (zob. Wyklad 2) oraz z faktu, ze exp(h) generuje H, zeby
wywnioskowaé, ze tHx™ ' c H. O

Forma Killinga na algebrze Liego g: Niech g bedzie algebra Liego nad ciatem K(= R, C). Niech
(]) bedzie dwuliniowa, forma symetryczna na g. Nazywamy (|) niezmienniczq, jesli ma wlasnosc:

([X,Y]|1Z)+ (Y][X,Z]) =0VX,Y,Z€g

(innymi stowy operator ady jest w niej skosnie symetryczny dla dowolnego X € g).

PRrRzZYKEAD: Forma (X|Y) := Tr(XY) na g = gl(n,R), gl(n,C) jest niezmiennicza: ([X,Y]|Z) =
To([X,Y]Z) = To((XY — YX)Z) = Te(XYZ — YXZ) = Te(YZX — YXZ) oraz (Y|[X,Z]) =
To(Y|z, 7)) = Te(YXZ — Y ZX) = —([X, Y]|2).

PRZYKEAD: Forma Killinga By(X,Y) := Tr(adxady) jest niezmiennicza dla dowolnej algebry Liego
g: By([X,Y],Z) = Tr(ad[x yjadz) = Tr([adx, ady]ad;) = — Tr(ady[adx, ady]) = — Tr(adyadx,z) =
_BQ<Y7 [X7 Z])

LEMAT Niech a C g bedzie ideatem, a (|) niezmienniczq formg symetryczng na g. Wtedy dopetnienie
ortogonalne at : {X € g | (X|Y) =0VY € a} tez jest idealem.

Dowdd: Niech X € a,Y € g,Z € at. Wtedy [X,Y] € a, skad 0 = ([X,Y]]|Z) = —(Y|[X, Z]), co
oznacza, ze [X,Y] € at. O

Polprosta algebra Liego: Jest to algebra Liego z niezdegenerowang forma Killinga By.
Uwaga: Polprosta algebra Liego ma trywialne centrum. Istotnie, centrum 3(g) jest jadrem odw-
zorowania ad : g — End(g). W szczegolnoscei, 3(g) lezy w jadrze formy Killinga, ktore jest trywialne.
LEMAT Niech g bedzie potprostq algebrg Liego, a a C g jej ideatem. Wtedy

1. Ograniczenie Bglqxq formy Killinga algebry g do a pokrywa sie z Ba.

2. g=ada .

3. a (i at) jest algebrg potprostq.

Dowdd: Ad. 1. Znowu wybierzmy baze e, ..., e, w g taka, ze e, ..., e, jest baza a. Endomorfizmy
A(X) B(X)
0 0
w bazie ey, ..., e, pokrywaja sie z A(X). Wida¢, ze Tr(ad%ady) = Tr(A(X)A(Y)) = Tr(ad%ady).

Ad 2. Niech Z € g, X,Y € ana’. Wtedy By(Z,[X,Y]) = —By([X,Z],Y) = 0 (bo [X,Z] €
a,Y € at), skad [X,Y] jest ortogonalne do calej g, czyli musi by¢ zero wskutek tego, ze B, jest
niezdegenerowana. Innymi stowy, a N al jest abelowq algebra Liego (czyli z zerowym nawiasem |, ]).

ad%, X € a, w tej bazie maja macierze postaci blokowej , natomiast macierze adS
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Wybierzmy teraz baze ei,...,e, w g inaczej, tak, zeby eq,..., e, bylo baza w a N a’. Niech
Z € g, T € anat. Wtedy adrady odwzorowuje a N at w zero (bo aNat jest idealem jak i kazde
przeciecie dwoch ideatow, czyli [Z, anNat] C anat, a ponadto jest abelowy, czyli [T, [Z,anat]] = 0).
Natomiast przestrzen naciggnieta na wektory e,,11,..., e, jest odwzorowywana przez endomorfizm
adradz w anat (bo ady wszystko odwzorowuje w a N at).
0 Ek) 1, skad Tr(adpadz) = 0.

wnioskujemy, ze aNa’ jest ortogonalne do calej przestrzeni, czyli anat = {0}. Niezdegenerowanosé
B, implikuje rownos¢ dim at = dim g — dim a, ktéra daje g = a + a*.

W wybranej bazie macierz endomorfizmu adrady; ma postac [

Ad. 3. Gdyby B, bylo zdegenerowane, istnialby nietrywialny wektor v € ker By|gxq = aNat. O

Prosta algebra Liego: Jest to polprosta algebra Liego nie zawierajaca nietrywialnych ideatow
(idealy trywialne to {0} i cala algebra).

PrRzZYKELAD: Wszystkie algebry z przykladéw powyzej nie sg proste.

TWIERDZENIE Pdiprosta algebra Liego g jest sumq prostg ¢ = g1 b -+ B gn, gdzie kazde g; jest
ideatem bedgcym algebrq prostg. Ponadto kazdy ideal algebry g jest sumq prostg pewnych g;.

Dowdd: Jesli g ma nietrywialny ideal a, rozszczepimy g na a®at. Oba idealy sa potproste. Stosujac
powyzsza procedure do a i at indukcyjnie dojdziemy do idealéw prostych i otrzymamy rozklad

WNIOSEK  Dla pdtprostej algebry Liego g mamy [g, 8] = g.

Dowdd: Istotnie, [g,g] = [g91,081] @ -+ ® [gn, 8n] (b [gi,9;] = {0} dla i # j). Ponadto [g;, g;] jest
ideatem w g;, czyli musi by¢ réwny g, (nie moze by¢ zero, bo wtedy g; bytaby abelowa). O

Poélproste i proste grupy Liego: Sa to grupy Liego, ktérych algebry Liego sa odpowiednio
potproste i proste.
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6 Zwarte i polproste algebry Liego. Cz. 11

Literatura dodatkowa: [Hel00, Pos86]

Niezmienniczo$¢ formy Killinga ze wzgledu na automorfizmy:

LEMAT Niech ¢ : g — g bedzie automorfizmem algebry Liego g. Wtedy By(o(X),9(Y)) = By(X,Y)
dla dowolnych X,Y € g (czyli ¢ jest izometrig).

Dowdd: Warunek automorfizmu ¢[X,Y| = [¢(X),¢(Y)] mozna przepisa¢ w postaci ¢ o adxY =
(ady(x) © @)Y Stad adyx) = ¢ oadx 0 ¢! oraz By(d(X), p(Y)) = Tr(adyx)adgy)) = Tr(¢ o ady o
prpoadyX o) = Tr(adyady) = By(X,Y). O

Przyklady pélprostych algebr Liego: Niech FE;; bedzie macierza n x n o jedynym niezerowym
wyrazie rownym 1 stojacym w i-tym wierszu i j-tej kolumnie. Wtedy ma miejsce wzor E;;Ey =
Oy

Dla macierzy diagonalnej X = ).z, FE;; oznaczmy 1¢4(X) := x;. Wtedy 95 jest funkcjonatem
liniowym na przestrzeni D macierzy diagonalnych n X n oraz

[Eiiy Br] = (Vn(Ei) — (i) B, k # 1

Wedhug liniowosci
(X, Ew] = V(X)) — (X)) B

dla dowolnej X € D. Mamy tez [X,Y] = 0 dla dowolnych XY € D.

Rozwazmy algebre g := sl(n,K) oraz jej podprzestrzen h := D N g. Niech ¢; = E; — Ej;.
Wtedy operatory ady, X € b, sa diagonalne w bazie ejs,€13,. .., €1p, Eij, 0 # 7. W szczegolnodci,
By(X.X) = Tr(ad%) = ¥, (0 (X) —t(X))? = 3 (6e(X VP (X)2 205 (@)1 (X)) = 2 Te(X?)—
2(Tr(X))? = 2n Tr(X?).

Teraz niech X € g bedzie dowolna macierza diagonalizowalna, czyli istnieje takie Y € GL(n,K),
ze Z :=YXY ! € D (zauwazmy, ze odwzorowanie X — Y XY ! jest automorfizmem g oraz , ze
Z e€h). Wtedy By(X,X) = By(Z,7) = 2nTr(Z?) = 2n Tr(X?).

Teraz zauwazmy, ze kazda macierz S € g moze by¢ przyblizona macierzami diagonalizowalnymi.
Istotnie, dla K = C to wystarczy wykazaé¢ dla klatki Jordana

A1 0 -0
0Ox1 -0
J =
000 -1
000 -~ A

Niech A;(t),..., A, (t) beda funkcjami ciaglymi takimi, ze A\;(0) = X,i = 1,...,n, oraz A\;(t) # A;(¢)
gdy i # j oraz t # 0. Wtedy macierz

M) 100 0

0 () 1 0
J(t) =

0 0 0 1

0 0 0 - A(t)



jest diagonalizowalna (bo ma spektrum proste) oraz ma wlasnos¢ J(0) = J. Dla K = R dziala
podobny argument zastosowany do tzw. uogélnionych klatek Jordana.

Ostatecznie mozemy skorzystac z ciaglosci By, zeby wywnioskowaé, ze By(X, X) = 2n Tr(X?) dla
wszystkich X € g oraz zastosowaé¢ wzor polaryzacji do udowodnienia wzoru

By(X,Y) =2nTe(XY) VX, Y € g.

Forma Tr(XY) jest niezdegenerowana na g (Cuwiczenie), co pokazuje, ze sl(n,K) jest algebra
polprosta.

Mozna tez pokaza¢, ze dla algebry Liego g := so(n,K) = {X € gl(n,K) | X + X7 = 0} macierzy
antysymetrycznych spetniony jest wzor

By(X,Y) = (n—2)Te(XY) VX,Y € g,

ktory pokazuje, ze so(n,K) tez jest polprosta. Istotnie, dla X = EZ.]. z;jEi; € g mamy x;; = —xj;
oraz Tr(X?) = =37 a3 = =23 . .}, Jest to forma niezdegenerowana, a dla K = R zauwazamy
tez, ze jest < 0.

Rézniczkowania algebry poélprostej

LEMAT Jesli g jest potprosta, to O(g) = ad(g), czyli kazde rdzniczkowanie jest wewnetrzne.

Dowdd: Algebra ad(g) jest izomorficzna z g. Istotnie, jadro homomorfizmu ad : g — End(g) pokrywa
sie z centrum 3(g). Skoro g jest potprosta, ma 3(g) = {0}, stad g jest izomorficzna ze swoim obrazem
wzgledem ad.

Algebra izomorficzna z polprosta sama jest potprosta (dowod tego jest bardzo podobny do dowodu
Lematu na poczatku tego wyktadu).

Okazuje sie, ze ad(g) jest ideatem w 0(g): [d,adx] = adyx,d € d(g), X € g (Cwiczenie: udowod-
nij ten wzor). Rozwazmy ideal a := (ad(g))* (dopelmienie ortogonalne wzgledem Byg) w 9(g).
Udowodnimy teraz, ze a = {0}.

Niech d € a. Wtedy [d,adx] € anad(g). Ostatnia przestrzen jest zerowa, poniewaz a Nad(g) =
ker By(g)lad(g)xad(s) = DBad(g = {0}. Mamy 0 = [d,adX]| = adgzx dla dowolnego X € g. Stad
dX €3(g), czylidX =0i1d=0.0

WNIOSEK  Dla algebry pdtprostej g nad R grupa dotgczona Int(g) pokrywa sie ze sktadowq jedynki
grupy automorfizmow Aut(g). W szczegdlnosci Int(g) jest prawdziwg podgrupg Liego w Aut(g).

Zwarta algebra Liego: Jest to algebra Liego g nad R taka, ze jej grupa dolaczona Int(g) jest
zwarta.

TWIERDZENIE 1. Niech g bedzie potprostq algebrg Liego nad R. Wtedy g jest zwarta jesli ¢ tylko
Jesli gdy By < 0.

2. Kazda zwarta algebra Liego g jest sumaq prostg 3(g) + [g, 9], gdzie ideat [g, g] jest pdtprosty i
zwarty.
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Dowdd: Niech g bedzie potprostaz By < 0, a O(g) C GL(g) oznacza grupe endomorfizméw zachowu-
jacych By, Wtedy O(g) jest zwarta (jest to domkniety podzbior sfery Tr(X X7T) = Tr(1)), mamy tez
zwartos¢ Aut(g) C O(g) (jako domknietego podzbioru zbioru zwartego) oraz zwarto$¢ Int(g).

Odwrotnie, niech g bedzie zwarta. Wtedy G := Int(g) C GL(g) jest zwarta podgrupa Liego. Ist-
nieje wtedy niezmienniczy wzgledem G dodatnio okreslony iloczyn skalarny (|) na g (dowod istnienia
- poprzez usrednienie, podobnie do przypadku grup skoriczonych, zob. Wyktad 6 z Teorii grup I). W
bazie ortonormalnej macierze endomorfizmow z Int(g) sa ortogonalne, a macierze elementow z ad(g)
s antysymetryczne. Mamy

By(X, X) = Tr(adxady) Zx”xﬂ =-> a} <0,

ij

tutaj x;; jest macierzag endomorfizmu adx w wybranej bazie ortonormalnej. Roéwno$é osiaga sie
wtedy i tylko wtedy, gdy ady = 0, czyli X € 3(g). Rozwazmy teraz dopelnienie ortogonalne g’ do 3(g)
wzgledem (]). Niezmienniczos¢ tego iloczynu ze wzgledu na ad(g) pokazuje, ze g tez jest ideatem, skad
By = Bg|gxg. Przestrzen g’ jest dopelniajaca do 3(g) = ker By, dlatego By jest niezdegenerowana i
< 0. Stad g’ jest polprosta i zwarta. Ponadto [¢',¢'] = ¢, skad [g,¢] = [¢/,¢'| =¢'. O

WNIOSEK  Algebra Liego g jest zwarta wtedy i tylko wtedy gdy jest algebrqg Liego pewnej zwartej
grupy Liego.

Dowdd: Jesli g jest zwarta, to g = Lie(T x Int(g)), gdzie T jest torusem wymiaru dim3(g). Jesli
g = Lie(G) dla zwartej G, to Int(g) = Go/(Z N Gy) (tutaj Gy sktadowa jedynki grupy G). O
PRZYKLADY: Grupy Liego O(n,R) = {z € GL(n,R) | zz” = I},S0(n,R) = {x € O(n,R) | detz =
1},U(n) = {z € GL(n,C) | zz" = I},SU(n) = {x € U(n) | detx = 1} i odpowiednie algebry Liego
o(n,R) = {X € gl(n,R) | X + X7 = 0} = so(n,R),u(n) = {X € gl(n,C) | X + X = 0},su(n) =
{X cu(n) | Tr X = 0} sa zwarte (Cwiczenie: sprawdz to).
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7 Rozwiazalne i nilpotentne algebry Liego. Twierdzenie Leviego.

Literatura dodatkowa: |Woj86, Pos86]

Rozwigzalne i nilpotentne algebry Liego: Niech g bedzie algebra Liego. Polézmy g° := g, g" :=
[g" ", g" '] oraz go := g, 9n = |8, Gn_1),n = 1,2, ... Otrzymujemy ciagi ideatow (Cwiczenie: ndowod-
nij, ze g", g, sa idealami w g)

g — gO D gl D e

g=80291 0 ...,

o wlasnosci g, D ¢g". Mowimy, ze g jest rozwigzalna (nilpotentna) jesli istnieje takie N € N, ze
gV = {0} (gn = {0}). Powyzsza wlasnos$¢ pokazuje, ze kazda algebra nilpotentna jest rozwiazalna.

PRzZYKEAD: Kazda algebra abelowa g (np. 1-wymiarowa) jest nilpotentna. Istotnie, g = {0}.

PRzZYKEAD: Niech M (k) := {[X;;] € gl(n,K) | X;; =0Vi > j+k},k=0,1,... bedzie zbiorem
macierzy o wyrazach zerowych ponizej ,k-tej gornej diagonali” (0-diagonala to diagonala gtowna).
Wtedy M (k)M(l) € M(k+1) (doktadniej M (k)M (l) = M(k+1)). Stad mamy, ze algebra Liego
macierzy $cisle gornotrojkatnych g = n(n, K) = M(1) jest nilpotentna. Istotnie, g; = [M (1), M(1)] C
M(2),92 = [M(1),91) C M(3),...,9x = [M(1), k1] C M(k + 1), skad g,, = {0}.

PRZYKEAD: Algebra Liego g = b(n,K) = M(0) macierzy gornotrdjkatnych jest rozwigzalna. Istot-
nie, g* = [M(0), M(0)] € M (1) (tutaj wykorzystujemy fakt, ze dla X, Y € M(0) wyrazy diagonalne
w iloczynach XY, Y X sa takie same). Dalej, g* = [g', g'] C [M(1),M(1)] C M(2),g* = [g% ¢%] C
[M(2),M(2)] Cc M(4),g* C M(8),...,g" C M(2¥1).

Zauwazmy, ze g nie jest nilpotentna: g, = [M(0), M(0)] = M(1),g2 = [M(0), M(1)] = M(1),...,
gi = [M(0), M(k — 1)] = M(1),

Zwiazki z forma Killinga: Jedli g nilpotentna, z definicji wynika, ze adx, o ---oadx, = 0
dla wystarczajaco duzych N i dowolnych Xi,..., Xy € g. W szczeg6lnosci adx jest operatorem
nilpotentnym dla dowolnego X € g (przypomnijmy, Zze operator L jest nilpotentny, jesli LY = 0
dla pewnego N € N). Stad mamy tez, ze By = 0, poniewaz By(X, X) = Tr(ad%), a $lad opera-
tora nilpotentnego jest rowny zero (dlaczego?)(wykorzystujemy tu rowniez tozsamosé polaryzacyjna
By(X,Y) = (By(X + Y, X +Y) = By(X, X) = By(Y,Y))/2).

PRzZYKEAD: Niech g = Spanc{ey,ea, ez}, [e1,e2] = eo,e1,e3] = ies, [ea,e3] = 0. Wtedy ad,, =
000 0 00 0 0O
01 0],ade,=1] -1 00 |,adey=1| 0 0 0 |iBy=0. Cwiczenie: Sprawdzi¢ bezposred-
00 1 0 0O —i 0 0

nio, ze 1) g jest algebra Liego; 2) g jest rozwiazalna; 3) g nie jest nilpotentna.
Ostatni punkt wynika tez z nastepujacego twierdzenia (bo ad., nie jest nilpotentny), ktore przyj-
mujemy bez dowodu.

TWIERDZENIE (Engel) Algebra Liego g jest nilpotentna, jesli adx jest operatorem nilpotentnym dla
dowolnego X € g.

Punkt 2) powyzszego ¢wiczenia jest wnioskiem z nastepnego twierdzenia, ktore tez przyjmujemy
bez dowodu.
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TWIERDZENIE (Kryterium Cartana rozwigzalnosci) Algebra Liego g jest rozwigzalna wtedy i tylko
wtedy, gdy ker By D [g,g] (inaczej [g, 9" = g).

Iloczyn poélprosty algebr Liego g;,go.: Niech f : go — 9(g1) bedzie homomorfizmem algebr
Liego. Na sumie prostej go @ g1 przestrzeni liniowych okreslamy nawias [(Xa, X1), (Ys,Y1)] =
([Xa, Yalo, [X1, Vi1 + f,Y1 — fr, X1), gdzie fx := f(X),X € go. Cwiczenie: sprawdz, 7e jest to
nawias Liego na go @ g;. Oznaczamy go X g1 := (g2 D g1, [, ])-

Rozszerzenia algebr Liego: Niech g bedzie algebra Liego a a C g jej ideatem. Cuwiczenie: 1)
udowodnij, ze dziatanie [X + a,Y + a] := [X,Y] + a na przestrzeni ilorazowej g/a jest okreslone
poprawnie i zadaje strukture algebry Liego; 2) pokaz, ze jadro ker ¢ dowolnego homomorfizmu algebr
Liego ¢ : g — b jest idealem w g, a jego obraz im ¢ podalgebra w h; 3) udowodnij, ze algebry Liego
im ¢ i g/ ker ¢ sa izomorficzne.

Ciggiem doktadnym algebr Liego nazywamy ciag

br_
= Gk-1 = Ik ﬂ’ Ok+1— (3)

algebr Liego i homomorfizméw pomiedzy nimi o wlasnodci ker ¢, = im ¢_; dla dowolnego k. Rozsze-
rzeniem algebry Liego go za pomoca algebry Liego g nazywamy krétk: cigg doktadny

Oﬁgl—b>91>92—>0-

Powyzsze ¢wiczenie pokazuje, ze g; jest idealem w g oraz ze go = g/g;. Rozszerzenie (3) nazywamy
trywialnym lub rozszczepialnym, jesli istnieje ciecie s : gy — g homomorfizmu 7 (czyli odwzorowanie
liniowe o wlasnosci mo s = Idy,) bedace homomorfizmem algebr Liego.

LEMAT Jesli rozszerzenie (3) jest rozszczepialne, algebra Liego g jest izomorficzna z iloczynem
potprostym algebr Liego go ¢ ;.

Dowdd: Za posrednictwem wlozenia ¢ oraz ciecia s utozsamiamy g (jako przestrzen liniowa) z go ® g;.
Homomorfizm f : go — End(g;) budujemy w sposéb nastepujacy. Dla X € go mamy adxg; C g;

(wskutek tego, ze g; jest idealem). Otrzymalismy wiec odwzorowanie f : X +— adx|g : g2 — 9(g1)

bedace homomorfizmem algebr Liego (poniewaz X — ady : g — 9(g) jest homomorfizmem).

Skoro ¢(g1) = (0, 1) oraz s(g2) = (g2,0) sa podalgebrami, mamy [(0, X7), (0,Y7)] = (0, [X1, Yi]1),
[(X5,0), (%2,0)] = (X2, Y2]2,0). Stad [(Xp, Xy), (Va, Vi)] = [(X,0) + (0, X), (¥2,0) + (0,7)] =
([XQ,}/Q]% ) + (0 [Xh}/d ) + [(XQaO)’ (073/1)] + [(07X1)7 ()/270)] = ([X27)/2]270) + (0’ [leyl]l) +
(0, fx. Y1) = (0, fro X1) = ([ X2, Yolo, [X0, Vi) + fx, Y1 — fr X3). O
PRzZYKLAD: Niech g bedzie algebra Heisenberga, g = {(x,y, 2) | z,y,2 € R}, [(z, v, 2), (x1,11, 21)] =
(0,22, — z21,0). Wtedy g1 = {(0,5,0) | y € R} jest ideatem w g. Cuwiczenie: udowodnij, ze
g2 := g/g1 jest 2-wymiarowa algebra abelowa i ze rozszerzenie 0 — g; — g — go — 0 nie jest
rozszczepialne.

Radykal algebry Liego g:

LEMAT Jesli g jest rozwigzalng algebrg Liego, to dowolna jej podalgebra by C g jest rozwigzalna oraz
algebra ilorazowa g/a wzgledem dowolnego ideatu a C g jest rozwigzalna. Odwrotnie, jesli g algebra
Liego, a C g ideal rozwigzalny oraz algebra ilorazowa g/a jest rozwigzalna, to g tez jest rozwigzalna.
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Dowdd: Mamy h™ C g, stad pierwsza teza. Niech 7 : g — g/a bedzie rzutem naturalnym. Wtedy
(g/a)" = m(g"), stad druga teza.

Teraz niech (g/a)™ = {0} dla pewnego N. Wtedy g" = ai, jesli a¥ = {0}, to gV = aM = {0}.
[

LEMAT Niech g bedzie algebrqg Liego, a ay,ay C g jej tdeatams rozwigzalnymi. Wtedy a; + ay tez jest
ideatem rozwiqzalnym.

Dowdd: Suma dwoch idealow jest ideatem (oczywiste). Mamy izomorfizm algebr Liego (a;+dy)/ay =
a;/a; Nag. Ostatnia algebra jest rozwiazalna, a ideal ay C a; + ay tez jest rozwiazalny. Stad a; + ag
jest algebra rozwigzalna. [

Sume wszystkich ideatow rozwiazalnych danej algebry Liego g nazywamy radykatem tej algebry
i oznaczamy t(g). Nastepujace twierdzenie przyjmiemy bez dowodu.

TWIERDZENIE Niech g bedzie dowolng algebrg Liego. Wiedy
1. v(g) = [g, 9] (dopetnienie ortogonalne w sensie formy Killinga Bg);
2. algebra ilorazowa g/v(g) jest pdlprosta;

3. rozszerzenie 0 — t(g) — g — g/t(g) — 0 jest rozszczepialne.

Uwagi: 7 pierwszego punktu wynika, ze radykat algebry potprostej jest trywialny. Ostatni punkt jest
znany jako twierdzenie Leviego. Wynika z niego, ze kazda algebra Liego g jest iloczynem potprostym
g2 X t(g) swojego radykalu oraz pewnej algebry polprostej go. Algebry polproste sa sklasyfikowane.
Klasyfikacja algebr rozwiazalnych to problem otwarty.

PRZYKEAD: Niech go := so(n,R) bedzie algebra Liego grupy obrotow. Wtedy g, dziala w sposob
naturalny na R™ za pomoca wlozenia f : g; — End(R"). Odpowiedni iloczyn potprosty g := go x R”
nazywamy algebra euklidesowq i oznaczamy e(n,R). Jest to algebra Liego grupy Liego przeksztatcen
euklidesowych R™. Tutaj t(g) = R" jest ideatem abelowym.
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8 Podalgebry Cartana i rozklad na podprzestrzenie
pierwiastkowe. Cz. 1

Literatura dodatkowa: [Hel00]
W tym wyktadzie bedziemy zakladac¢, ze g jest polprosta algebra Liego nad C. Naszym celem
jest badanie struktury takich algebr.

Podalgebra Cartana h C g: Jest to podalgebra Liego o wtasnosciach: 1) b jest maksymalna
abelowa podalgebra Liego w g (czyli kazda abelowa podalgebra ' C g zawierajaca b pokrywa sie z
h); 2) dla dowolnego X € b endomorfizm adx € End(g) jest polprosty (= diagonalizowalny).
Okazuje sie, ze w kazdej potprostej g istnieje podalgebra Cartana (zob. twierdzenie ponizej) oraz
ze kazde dwie podalgebry Cartana by, ho sa ,sprzezone”, czyli istnieje o € Aut(g) takie, ze by = ba.

Elementy regularne a podalgebry Cartana: Niech H € g, oznaczmy g(H,\) := {X € g |
(ady — A1d)*X = 0 dla pewnego k}. Przestrzeni g(H,\) jest zerowa, jesli A nie nalezy do spektrum
ady, lub pokrywa sie z przestrzenia pierwiastkows endomomorfizmu ady, jesli A jest jedna z wartosci
wtasnych.

Element H € g nazywamy reqularnym, jesli

dim g(H,0) = mindim g(X, 0).
Xeg

Zauwazmy, ze przestrzen g(H,0) zawiera podalgebre gy := {X € g | adxH = 0} bedaca algebra
Liego stabilizatora Gy := {x € G | Ad,H = H} elementu H wzgledem dzialania dolaczonego. Jesli
adg jest polprosty, rozktad Jordana pokazuje, ze g(H,0) = kerady = gg.

PRZYKEAD: Niech g := sl(n,C), a H € g bedzie macierza diagonalng. Wtedy adgy bedzie en-
domorfizmem poétprostym. Istotnie, macierze Hiy := Eyy — Eog, Hog := Eog — Es3,..., Hy 1, =
E,_1,-1 — L), tworza baze przestrzeni h macierzy diagonalnych bezsladowych i H mozna wyrazi¢
jako kombinacje liniowg tych macierzy. Z drugiej strony adp,; jest diagonalny w bazie Hyjr, Ey, k # I:
[HU,H =0, [HZ]’E ]_QEij7[HZJ7E il = QEJZ,[H”,E ]:Eij’aj/%j [HZ],E ]_ Hvl 7# .

Stad g(H, O) = gy. Niech teraz Hj, ma spektrum proste (czyli nie ma krotnych wartosci wlas-
nych). bLatwo widzie¢, ze wtedy gy = h. W przypadku, gdy H ma krotnosci w spektrum, algebra
gn jest wicksza, jak to ilustruje nastepujacy rysunek:

Cwiczenie: pokaz, ze dimg(H,0) = dimgy = n — 1 jest minimalnym mozliwym wymiarem, czyli
H jest elementem regularnym w przypadku prostego spektrum (skorzystaj z rozktadu Jordana). W
ogo6lnosci jest prawdziwe nastepujace twierdzenie, ktore przyjmujemy bez dowodu.
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TWIERDZENIE Niech g bedzie algebrq potprostg nad C, a Hy € g bedzie elementem reqularnym.
Wtedy g(Hy,0) jest podalgebrq Cartana w g.

Pierwiaski i podprzestrzenie pierwiaskowe:

LEMAT Niech A, B € End(V') bedq pdtprostymi komutujgcymi endomorfizmami przestrzeni liniowej
V. Wtedy A 1 B sq jednoczesnie diagonalizowalne, czyli istnieje baza przestrzeni V' sktadajgca sie z
wektorow wtasnych operatorow A i B.

Dowdd: Niech v € V bedzie wektorem wtasnym operatora A odpowiadajacym wartosci wlasnej A:
Av = l. Wtedy Bv tez jest wektorem wtasnym operatora A odpowiadajacym wartosci wlasnej
A ABv = BAv = B\ = ABv. Stad podprzestren wiasna V' := V(A N) = {v € V | Av = \v}
operatora A jest podprzestrzenia niezmiennicza operatora B. Ograniczenie By jest operatorem
diagonalizowalnym, czyli istnieje baza przestrzeni V', w ktorej Bly jest diagonalny. W tej ze bazie
Alys jest skalarny. Wybierajac podobne bazy we wszystkich przestrzeniach wlasnych operatora A,
otrzymujemy wynik. [J

W dalszej czedci wyktadu h bedzie oznaczalo ustalong podalgebre Cartana w g.

Zauwazmy, ze operatory ady, H € b, sa diagonalizowalne i komutujace, skad wnioskujemy, ze
w g istnieje baza ztozona z wektorow wtlasnych wszystkich operatoréow ady. Niech X € g bedzie
elementem takiej bazy. Wtedy ady X = a(H)X, gdzie o(H) odpowiednia warto$¢ wtasna. Okazuje
sie, ze a liniowo zalezy od H. Istotnie, o5y Hy + G2 H2) X = adp, my 4,1, X = Srady, X + feady, X =

(Bra(Hr) + Baa(Ha)) X
Niech teraz o € h* bedzie dowolnym funkcjonatem liniowym na . Oznaczmy

g ={X egladgX =a(H)X VH € h}.

Funkcjonal o nazywamy pierwiastkiem g wzgledem b, jesli g* # {0} (a odpowiednie g nazywamy
podprzestrzeniq pierwiastkowg).

LEMAT 1. g =0;

2. dla dowolnych a, 3 € b* mamy [g%, g°] C g**~.

Dowdd: Ad. 1. Mamy g = {X € g | [h, X] = 0}, czyli g° sklada sie z elementow g komutujacych z
h. Ale b z definicji jest maksymalna podalgebra abelows, czyli takie elementy leza jedynie w b.
Ad. 2. niech X € g*Y € g°. Wtedy ady[X,Y] = [adg X, Y] + [X,adpY] = («(H) + B(H))[X,Y]
dla dowolnego H € b, skad [X,Y] € g**#. O

Niech A C h* oznacza zbioér niezerowych pierwiastkow.

TWIERDZENIE 1. g=b+ > ,ca 0" (suma prosta podprzestrzeni).
2. dimg® =1 dla kazdego o € A.
8. Niech o, 3 bedg dwoma pierwiastkami o wlasnosci o+ 3 # 0. Wtedy By(g*, g°) = 0.

4. Ograniczenie Bglpxy jest niezdegenerowane. W szczegdlnosdci dla kazdego o € b* istnieje jedyny
element H, € b taki, Ze B4(H, H,) = a(H) dla wszystkich H € §.
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5. Jesli a € A, to —a € A oraz
[6% ¢7%] = CH.,

przy czym «(H,) # 0.

Dowdd w nastepnym Wyktadzie.

PRzYKEAD: Niech g :=sl(n+1,C) =:a, oraz H; :== E;; — E;1;11,i=1,...,n. Wtedy h = >, CH,
(algebra diagonalnych macierzy bezsladowych) oraz

1#]
Dla H € b niech e;(H) oznacza odpowiedni element diagonalny. Mamy
[H, Eij] = (ei(H) — ¢;(H))Ejj,

czyli pierwiastek odpowiadajacy przestrzeni pierwiastkowej CE;; jest rowny e; —e; € bh*,1j €
{1,...,n+1}.
Juz obliczylismy, ze By(X,Y) = 2(n+1) Tr(XY), X,Y € g. Jasne, ze ograniczenie takiej formy na

b jest niezdegenerowane. W szczegélnosci, By(H, H;;) = (e; —e;)(H) dla macierzy H;; = m(E” —
Ejj).
Rozwazmy przestrzen bhr := Zij RH;;. W przypadku n = 2 jest to 2-wymiarowa przestrzen

rzeczywista, a uktad pierwiastkow wyglada w niej nastepujaco:
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9 Podalgebry Cartana i rozklad na podprzestrzenie
pierwiastkowe. Cz. 11

Literatura dodatkowa: [Hel00]

PRZYKEAD: Niech g :=s50(2n,C) = {X € gl(2n,C) | X+ XT =0} =: 0, oraz H, := E\5— Ey, Hy =
E3y — Eys, ..., Hy := Eyn_ 190 — Fopon_1, czyli Hy = Eyj_19; — Egizi—1,4 = 1,...,n. Oznaczmy tez
Ej = Ez'j — Eji oraz

Gﬁ = Fyi10k-1 + Fojor + i(Foj_10k — Fojop-1)

G;k = Fyi 1061 — Fojon + i(Foj12k + Fojon-1),
gdzie j, k € {1,...,n},7 # k. Na przyktad dla n = 2 mamy:

0100 0o 0 1 4
| -1 000 v 0 0 —i 1
Hy = 0000 Gy = -1 i 0 0]’
. 000 0 | —i -1 0 0
[0 0 0 0] 0 01 i
00 00 _ 0 0 i —1
Hy = 00 01 G = -1 —i 0 0|’
00 -1 0 | i 0 0|
00 —1 0 0 —1 i
00 —i —1 0 0 i1

+ _ - _
G = 1 i 0 0 G = 1 —i 00
—i 1 0 0 —i -1 00

Bezposrednio sprawdzaja sie (Cwiczenie) wzory
[H,G},) = (e;(H) — ex(H))Gj, (1<j#k<n)
[H,G] = —(e(H) + ex(H))Gy (1<) <k<n)

[, Gj_k] = (e;(H) + ekz(H))Gj_k (1<k<j<n),
gdzie e;(Hy) = —id ). Stad widzimy, ze podalgebra Cartana jest

hi=) CH,
a rozklad na podprzestrzenie pierwiastkowe wyglada tak:
g=b+> CGL+> CGy
7k i#k

Teraz mozemy obliczy¢ forme Killinga: Bq(H, H) = Tr(ad?;) = Y., ((e;(H) — ex(H))* + (e;(H) +

ex(H))?) = 23 . (e5(H)? + en(H)?) = 437, 1 (e;(H)? + er(H)?) = 4(n — 1) 30, ei(H)? = 2(n —
1) Tr(H?). Prawie kazdy element z g jest sprzezony do pewnej macierzy z § (przyjmujemy to bez
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dowodu). Stad wnioskujemy (podobnie jak to robilismy dla sl(n, C)), ze By(X,Y) = (2n—2) Tr(XY)
i, ze g jest potprosta.
Pierwiastki sa dane przez
ei—ej (1<i,j<n), £(e;+e) (1<) <k<n)

Rozwazmy przestrzen hr := >, RH,;. W przypadku n = 2 jest to 2-wymiarowa przestrzeri rzeczy-
wista, a uktad pierwiastkow wyglada w niej nastepujaco:

H - H
2

H + H

- (H1o HZ)

PRZYKEAD: Niech g := s0(2n +1,C) = {X € gl(2n + 1,C) | X + XT = 0} =: b,. Podalgebre
Cartana okreslamy jak wezesniej b := 3" | CH;. Wprowadzmy dodatkowo macierze

Dji = Fyj_1n41 TiFy0n1 (1 <5< n).

Na przyktad dla n = 2 mamy

0 000 1 00 0 0 0
0 00 0 =i 00 0 0 0
Df=| 0 000 O|,Dy={00 0 0 1
0 000 O 00 0 0 =i
~1 F 00 0 00 -1 Fi 0

Sprawdzamy (Cwiczenie), ze [H, Dji] = IFej(H)D;—L. Stad mamy rozklad na podprzestrzenie pier-

wiastkowe
n

g=h+Y CGL+Y CG;+> CDf+Y CD;.

J#k i#k =1 i=1
Argumenty podobne do powyzszych pokazuja, ze By(X,Y) = (2n — 1) Tr(XY) oraz, ze g jest
polprosta. Pierwiastki sa dane przez

+e;, (1<i<n), e;—e; (1<i,5<n), £(e;+e;) (1 <j<k<n),

a dla n = 2 w przestrzeni hr wygladaja tak:

'(H1.H2) - H
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PRzZYKEAD Niech g = sp(n,C) = {X € gl(2n,C) | XJ + JX = 0} =: ¢,, tutaj J = { _0] é
. . o . . . . .| A B .
jest macierza 2n x 2n. (Cwiczenie: sprawdz, ze macierze z g maja postac C AT | gdzie

A, B,C € gl(n,C), przy czym B, C symetryczne). Podalgebra Cartana ma posta¢ h = >  CH;,
gdzie H; := E;; — Eptinti, plerwiastki dane sa wzorem e;(H;) = d;;. Rozklad na podprzestrzenie
pierwiastkowe jest nastepujacy

g="bh+ Z C(Enyij + Enyji) + Z C(Eintj + Ejnri) + Z C(Eij — Enyjnti)-

i<y (5] i#]
Forma Killinga ma posta¢ By(X,Y) = (2n 4 2) Tr(XY), a uklad pierwiastkow
te; (1 <i<n), e;te; (1 <i<j<n).

Dla n = 2 mamy (w bg)

= lH11HZi

Forma Killinga w tym przypadku ma posta¢ By(X,Y) = (2n +2) Tr(XY).

Dowdd twierdzenia z poprzedniego wyktadu: Ad. 1. Wykazemy, ze suma g = h+>_ . g jest prosta.
Niech H' € b, X,,, € g™ (pierwiastki o; sa rozne i niezerowe) beda takie, ze H'+ ). X,, = 0. Wtedy
mozna wybra¢ H € b tak, zeby a;(H) byly liczbami r6znymi i niezerowymi (bo zbioér takich H € b,
ze ktores «;(H) sa zerowe lub pokrywaja sie, jest sumag skoriczonej liczby hiperplaszczyzn). Stad
wnioskujemy, ze H', X,, leza w podprzestrzeniach wlasnych endomorfizmu ady odpowiadajacych
roznym wartoSciom wtasnym, czyli sa liniowo niezalezne.

Ad. 3. Niech X € g*,Y € ¢°,a + 3 # 0. Wtedy dla dowolnego pierwiastka v endomorfizm adyady
odwzorowuje g” w g**#+7 oraz g” N g**#+7 = {0}. Wybierzmy teraz baze w g, kazdy element ktorej
lezy w pewnym g7. W takiej bazie macierz ad yady bedzie miala zerowe elementy na diagonali, czyli
By(X,Y) = Tr(adxady) = 0.

Ad. 4. Niech Hy € b bedzie takie, ze By(Hy, H) = 0 dla dowolnego H € ). Wtedy punkt 3 pokazuje,
ze By(Hp, X) = 0 dla dowolnego X € g. Poniewaz z definicji By jest niezdegenerowana, mamy
HO — 0
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10 Podalgebry Cartana i rozklad na podprzestrzenie
pierwiastkowe. Cz. 111

Literatura dodatkowa: [Hel00]

Zakonczenie dowodu twierdzenia z Wyktadu 8: Ad. 5. Niech a € A. Wtedy g~ nie moze by¢ zerowe,
bo to implikowatoby (na mocy punktu 3) ortogonalnosé¢ g do calej g. Stad —a € A.

Niech H € h, X, € g%, X_, € g7* Wiemy, ze [X,,X_,] C bh. Ponadto By([X., X o], H) =
By(X_a [Xa H)) = By(X_a,[H. X)) = By(X_aa(H)Xo) = a(H)By(Xa, X—o) = By(Ha, H)
By(Xa, X_o) = By(By(Xo, X_a)Ha, H). Z niezgegenerowanosci Bg|pxp (punkt 4) wnioskujemy, ze

[Xo, X_o] = By(Xa, X_o)Ha.

Teraz udowodnimy, ze a(H,) # 0. Niech E, := X,, X_, # 0. Wtedy By(X., X_o) # 0 (inaczej
X, byloby ortogonalne do g). Mozna tak wybra¢ wektor E_, proporcjonalny do X_,,, zeby

By(E., E_,) = 1.

Dla pierwiastka ( oznaczmy g(3,a) := >, .y 877", gdzie N jest zbiorem tych n € Z, dla ktorych S+
na jest pierwiastkiem. 7 tozsamosci [¢¢, g%] € g% wnioskujemy, ze g(/3, @) jest podprzestrzenia
niezmiennicza dla adg,,adg__,ady. Poniewaz [E,, F_,] = H,, mamy

a?

Tr(adm, |g8,0)) = Tr(adiz,,z_.)laB.0) = Tr([adg,, ade_, )g@.0) =0

(slad dowolnego komutatora jest rowny zero).
7Z innej strony, poniewaz ady, jest operatorem diagonalnym na g(/3, ), mamy

Tr(adm, |g8,0) = Z(ﬁ + na)(H,) dim g? .

neN

Stad B(Ha) >, cn dim gt = —a(H,) Y, .y ndim g7t dla kazdego a € A i kazdego pierwiastka
B. Gdyby a(H,) = 0, mieliby§my B(H,) = 0 (bo dim g?*"* > dim g” > 0). Z kolei to powodowaloby
rownosé ady, g’ = 0 (bo ady, X = B(H,) X5, X5 € ¢°), czyli ady, = 0, co jest niemozliwe z powodu
trywialnosci centrum g.

Ad. 2. Zalozmy, ze dimg® > 1. Wtedy istnieje takie D, € g* D, # 0, ze By(Dy, E_o) =
Oznaczmy D_; := 0,D, := (adg,)"Ds,n = 0,1,.... Wtedy D, € gtV oraz [E_,, D]
[E_a, (adEa)"Da] = adEa [E_a, (adEa)”_lDa]—[adEaE_a, (adEQ)"_lDa] = adEa [E_a, Dn—l]_[Ha7 Dn—l] =
adg, [E_o, Dy—1]—na(Hy)Dy—1. W szezegolnosc, [E_q, Dy—1] = adg, [F—a, Dp—2]—(n—1)a(Ha) Dy -2,
dlatego [E—om Dn] = aJdl_‘?a(adEa [E—om Dn—Q]_(n_l)a(Ha)Dn—Q)_na(HOc)Dn—l = (adEa)2[E—om Dn—Q]_

(n — Da(Hy)Dy—y — na(Hy)D,—y. Stosujac indukcje otrzymujemy

0.

[E—a, Dy] = (adg,)"[E-a, Do] = (L +2+ - + n)a(Ha)Dpoy = _—n(n2—|— 1)

(skorzystaliSmy z tego, ze [E_,, Do] = [E_n,Do] = Bg(E_o,Da)H, = 0). Poniewaz Dy # 0,
powyzsza rownosé pokazuje, ze D,, # 0 dlan = 1,2,..., co jest niemozliwe (zbior pierwiastkow jest
skoriczony). O

Oz(Ha)Dn_l
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Dalsze wlasno$ci pierwiastkéw i rozktadu na podprzestrzenie pierwiastkowe: Niech o € A,
a (3 bedzie dowolnym pierwiastkiem. Zbior wszystkich pierwiastkéw postaci f+na, n € Z, nazywamy
a-szeregiem zawierajgeym (3. Maksymalng z liczb n o tej wlasnosci, ze 3 + na jest pierwiastek
bedziemy oznaczaé¢ przez q = q(3, ), a minimalna przez p = p(f3, a).

LEMAT 1. B+ na jest pierwiastkiem dla kazdego n,p < n < q.

2.
3.

B(Ha) _
“am) ~PHe
a-szereg zawierajgey 0 jest postaci —a, 0, a.

Uktad pierwiastkow A jest niezmienniczy ze wzgledu na odbicia podalgebry Cartana b

PRZYKLAD:

H
So: H+— H — QMHQ
a(Ha)
wzgledem hiperptaszezyzny {H € b | a(H) = 0}.
H
23 H 5
H H12

H H32

Niech a := Hyy, 3 = Haz. Wtedy a-szereg zawierajacy 3 to Hoz, Hi3, mamy tez p = 0,q = 1. Podob-
nie, szereg bedg tworzyly dowolne dwa sasiednie pierwiastki. Sg tez szeregi jak w p. 2 powyzszego
lematu.

PRZYKLAD:

Tutaj sa szeregi wytacznie jak w p. 2 lematu.

PRZYKLAD:

28



Tutaj mamy kilka typow szeregéw. Przyktadowo, dla o = Hy, 5 = H, mamy szereg Ho— Hq, Hy, Ho+
Hy zp=-1,q=1. Dlaa = H,,3 = H; + Hy, mamy szereg Hy, — H|,Hy, Ho + Hy z p = —2,q = 0.
Dla o« = Hl,ﬁ = HQ—Hl mamy HQ—Hl,HQ,H2+H1 7Zp = 0,(] = 2. Dla a = H2 —Hl,ﬁ = H1
mamy Hy, Hy z p=0,q = 1. Sa tez szeregi jak w p. 2 powyzszego lematu.

Dowdd lematu: Ad. 1,2. Niech E, € g% E_, € g~ beda takie, ze B(E,, E_,) = 1. Niech r,;s € Z
beda takie, ze f+na jest pierwiastkiem dla dowolnego n,r < n < s, ale nie jest nim dlan = r—1, s+1.
Taki a-szereg zawierajacy [ nazwiemy prawidiowym .

Znowu podprzestrzenn g’ = > > g™ jest niezmiennicza dla operatoréw adp,,adg ,ady.
Poniewaz H, = [E,, E_,], mamy Tr(adp,|y) = 0. Z innej strony, Tr(ady, |y) = >0 _ (3 + na)(Ha)

i, poniewaz «(H,) # 0, mamy
S

B(H,) :_Zn r+s
2

Jasne, ze kazdy a-szereg zawierajacy [ sklada sie z szeregéw prawidlowych. Powyzsza réwnosé
pokazuje, ze taki sktadnik moze by¢ tylko jeden.

Ad. 3.- bez dowodu.

Ad. 4. Niech V,(]) bedzie przestrzenia wektorowa z iloczynem skalarnym. Dla « € V* odbicie
prostopadle w hiperpltaszczyznie {v € V | a(v) = 0} jest dane wzorem v — v — 2%1}, tutaj v,
definiujemy przez (v,|v) = a(v),v € V (Cwiczenie).

Z punktu 2 mamy s,(Hg) = H ool p g pBeHete) pp o gy 9BUl) p o pp +(p+

Y Salllp B a(Hy) o B Bg(Ho,Ha) @ B a(Ha) "9 TP

q)H,. Stad wynika, ze p < p+q < ¢, czyli so(Hp) jest wektorem pierwiastkowym. Istotnie, niech
f3 lezy po innej stronie hiperplaszezyzny o niz o (utozsamiamy b i h* za pomoca Bjglyxp). Wtedy
p<0,g>0ip<p+q<q(zob. rysunek). Podobnie rozumujemy, jesli 3 i a lezg po tej samej

stronie.

s (B)
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11 Istotnos¢ ukladu pierwiastkow. Formy rzeczywiste
zespolonych pétprostych algebr Liego

Literatura dodatkowa: [Hel00]

Czes$é rzeczywista podalgebry Cartana:

LEMAT Niech bg := > _RH,. Wtedy

aEA

1. Ograniczenie by, formy Killinga By do br x br jest dodatnio okreslong formaq rzeczywistq.

2. b =bgr +ibr (suma prosta).

Dowdd: Ad. 1. Dla H,H' € b mamy By(H, H') = Tr(adg o adp:) = > .. B(H)B(H') (ostatnia
réwno$¢ obowiazuje poniewaz w bazie g ztozonej z dowolnej bazy b oraz wektorow Eg, 3 € A, macierz

operatora ady ma posta¢ blokowa postaci , gdzie D jest macierza diagonalna o wyrazach

0 0
0 D
B(H) na diagonali (wartosci wlasne odpowiadajace wektorom wlasnym Ej). Z lematu w Wyktadzie
10 wiemy, ze —2% Ae) — (8, ) + q(3, @), gdzie p(3, @), ¢(B, a) € Z. Stad

a(H,) = By(Ho, Hy) = Y B*(H, Za (p(8, @) + q(8, @))*.

BEA BEA

Dalej obliczamy a(H,) (o ktorym juz wiemy, ze jest # 0) i widzimy, ze «(H,) jest rzeczywiste (i
dodatnie), co daje tez rzeczywistos¢ 5(H,) (znowu korzystamy ze wzoru z lematu). W konsekwencji
mamy rzeczywistos¢ G(H) dla H € g (bo kazde takie H jest kombinacja liniowa H, o wspolczyn-
nikach rzeczywistych), oraz By(H, H') dla H, H' € bg.

Zeby udowodnié¢ niezdegenerowano$¢ Byly, xp, zauwazmy, ze ma miejsce implikacja a(H) = OVa €
A = H = 0. Istotnie, niech o(H) = 0 dla wszystkich o € A. Z rozkltadu g = b + > ., g* wynika
wtedy, ze [H, X| = 0 dla wszystkich X € g, czyli H jest elementem centrum, ktore jest trywialne.

Niech teraz H € by bedzie takie, ze By(H, H') = 0 dla wszystkich H' € hr. Wtedy w szczegolnosci
By(H,H) = Y50 8*(H) = 0 skad 3(H) = 0 dla dowolnego § € A.

Ad. 2. Bez dowodu. I

Istotno$é ukladu pierwiastkow:

TWIERDZENIE Niech g i g’ bedg dwiema pdlprostymi algebrami Liego (nad C), a b,b' ich po-
dalgebrami Cartana. Niech A, A’ bedq odpowiednimi uktadami pierwiastkéw niezerowych i niech
br = > pen RHo, b = ca RHy (moZemy patrzeé na A, A" jako na podzbiory w przestrzeniach
dualnych bk, (hg)*, poniewaz S(H),F'(H') e R dla 5 € A, € A" H € bhg, H' € b ).

Zatozmy, ze istnieje R-liniowy izomorfizm ¢ : hr — by taki, Ze p*(A') = A, gdzie ¢* = (hr)" — bk
jest odwzorowaniem dualnym. Wtedy istnieje C-izomorfizm algebr Liego ® : g — ¢ taki, Ze @y, = ¢.

Idea dowodu: Najpierw wybiera sie wektory E, € g%, o € A, tak, zeby By(E,, E_,) = 1 (mozna to
zrobi¢, poniewaz By(X,, X_,) # 0 dla niezerowych X, € g%, X_, € g~%). Dla kazdej pary a, 5 € A
takiej, ze o + 3 € A istnieje niezerowe N, 3 € C takie, ze [E,, Eg] = NogEots-
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Dalej konstruuje sie wektory E, € g’a/,a’ € A/, takie, ze: 1) By(Ey,E_o) =1; 2) [Ey, Eg| =
NopsEoip, gdzie o = ¢*(a), 8 = ¢*(F'). Stosuje sie do tego wlasnosci wspotezynnikéw N, 3 wynika-
jace z tozsamosci Jacobiego oraz specjalng indukcje.

Odwzorowanie przedtuzajace ¢ wzorem ® : E, — FE, bedzie szukanym izomorfizmem algebr
Liego. Istotnie, ®[H, E,] = Pa(H)E, = o(H)Ey = o/ (¢H)E, = [PH,PE,]. Dla o, 5 € A takich,
7e o+ ﬁ e A mamy (I)[Ea,Eﬁ] = @NaﬁEaJrg = Na,ﬁEa’Jrﬁ/ = [Ea/,Eg/] = [@Ea,q)Eg]. Na. koniec
QE,, E_o| = PBy(En, E_o)Hy =PHy, =Hy = [Ey, E_y] = [PE,, PE_,]|. O
Kompleksyfikacja, urzeczywistnienie i formy rzeczywiste algebr Liego: Niech (g, [,]) bedzie
algebra Liego nad R. Wtedy nawias [,] jednoznacznie przedtuza sie do zespolonego nawiasu Liego
na kompleksyfikacji g¢ = C ®g g = g + ig przestrzeni g wzorem [X' + X", Y' +iY"] = [ X", Y] —
(X" V" +4i([X, Y]+ [X",Y"]). Przestrzeri g* z tym nowym nawiasem nazywamy kompleksyfikacjq
algebry Liego (g, [,]).

PRZYKEAD: Algebry Liego gl(n, C),sl(n,C),so(n,C),sp(n,C) sa kompleksyfikacjami odpowiednich
rzeczywistych algebr Liego gl(n,R),sl(n,R),s0(n,R),sp(n,R). Istotnie, jesli X = X' +iX")Y =
Y’ +iY" € gl(n,C), nawias [X, Y] spelnia powyzszy wzor.

Urzeczywistnieniem gg zespolonej algebry Liego g nazywamy te algebre rozumiang jako algebre nad
R.

LEMAT 1. Niech g bedzie algebrg Liego nad R. Wiedy By(X,Y) = Be(X,Y) dla X,Y € g.

2. Niech by bedzie algebrg Liego nad C. Wtedy By, (X,Y) =2Re By(X,Y) dla X,Y € b.

Dowdd: Punkt pierwszy jest oczywisty. Zeby dowies¢ drugi, zauwazmy, ze jesi L : h — b jest

operatorem C-liniowym, a P+i@) := [L]. jest macierza tego operatora w pewnej bazie e = (eq,,...,n),
to macierz operatora Lg (czyli operatora rozumianego jako operator R-liniowy) w bazie (eq,. .., ey,
ieq, ..., ie,) jest rowna
P -Q
o 7]

Stad Tr Lg = 2ReTr L. [

Cwiczenie: Wywnioskuj z lematu, ze: 1) g jest polprosta wtedy i tylko wtedy gdy g© jest potprosta;
2) b jest polprosta wtedy i tylko wtedy gdy hr jest potprosta.

Formg rzeczywistq zespolonej algebry Liego g nazywamy taka rzeczywista algebre Liego b, ze g = h©.
Rownowaznie, forma rzeczywista jest podalgebra algebry ggr taka, ze gr = b + ih (suma prosta
przestrzeni wektorowych).

Rozwazmy odwzorowanie o : g — g dane wzorem X' + X" — X' — X", X', X" € h. Ma ono
nastepujace wlasnosci: 1) o = Id; 2) jest antyliniowe; 3) o[X,Y] = [0X,0Y], XY € g.

Odwrotnie, kazde takie odwzorowanie zadaje pewna forme rzeczywista algebry Liego g. Istotnie,
niech h = g° = {X € g | 0(X) = X}. Cwiczenie: Udowodnij, ze b jest podalgebra w gg oraz, 7e
gr = b +b.

Jedna algebra zespolona moze mie¢ kilka nie izomorficznych form rzeczywistych.

TWIERDZENIE Kazda potprosta algebra Liego g nad C ma zwarty forme rzeczywistq.
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Dowdd: Wybierzmy E, € g* tak, zeby By(E,, E_,) = 1. Wtedy mamy:
B(Ey,—E o,E,—E_,)=—-2B(i(Ey+ E_o),i(Ey+ E_,)) = =2

B(Ey — E—o,i(Ea+ E_y)) =0, B(iH,,iH,) < 0.

Ostatnia nieréwnosé¢ wynika z lematu o formie rzeczywistej podalgebry Cartana. Niech

Gow = O R(iH,)+ > R(Ea—E_o)+ > Ri(Ea+ E_).

aEA a€A a€A

Zeby pokazaé, 7e jest to podalgebra w gr wystarczy dowiesé, ze jesli o, 8, a+5 € A, to wspotezynniki
N, 5 okreslone przez [E,, Eg] = N, gFEop sa rzeczywiste. Przyjmujemy to bez dowodu.

Lemat o formie Killinga formy rzeczywistej pokazuje, ze B, (X,Y) = By(X,Y), X, Y € b.
Ostatnia forma jest ujemnie okreslona, co wynika z powyzszych (nie)rownosci. O
PrzyKrAD: Niech g = 5[(717@), Wtedy Gow — Z?:l R(Z(EJJ — Ej—‘rl,j—i-l)) + Z];ék: R(Ejk — Ek]) —+
> i Ri(Ejp + Eyj). Jesli A € gy, to A = A czylio(A) = —A". Macierze o wlasnosci og(A)=A
nazywamy skosnie unitarnymi. Algebra Liego g., oznacza sie su(n) i jest algebra Liego specjalnej
unitarnej grupy SU(n) = {a € SL(n,C) | aa’ = I}.

Na zakonczenie zauwazmy, ze odwzorowanie o odpowiadajace formie rzeczywistej sl(n, R) algebry
Liego g jest dane wzorem o(A) = A oraz, ze formy su(n) i sl(n,R) nie sa izomorficzne (jedna jest
zwarta, druga nie).
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12 Abstrakcyjne uklady pierwiastkow

Literatura dodatkowa: [Hel00]

Odbicie euklidesowej przestrzeni wektorowej (V,(])) wzdluz wektora a € V, o # 0: Jest to
przeksztalcenie ortogonalne zadane wzorem s,0 = 3 — ag o, gdzie ag, = 2(8|a)/(aa).

]
™

SB

Uklad pierwiastkow w (V,(])): Jest to skoficzony zbior R C V' o wlasnosciach:
1. R generuje V;
2. dla kazdego a € R odbicie s, przestrzeni V wzdluz o zachowuje R;
3. jedyne pierwiastki proporcjonalne do o € R to «, 0, —a;
4. dla wszystkich «, 5 € R liczby ag, okreslone wzorem s,3 = 3 — ag o« sa catkowite.

Mowimy, ze uktad pierwiastkow R C V' jest nieprzywiediny, jesli nie istnieje rozktadu V =V, GV,
w ortogonalng sume prosta taka, ze Ry := RNVj oraz Ry := RNV, sa uktadami pierwiastow w Vi, Va
odpowiednio i R = R; U Rs.

PRZYKEAD: Zbior wektorow pierwiastkowych R(g,h) := {H, | @ € AU {0}} C br poélprostej
zespolonej algebry Liego wzgledem podalgebry Cartana b jest uktadem pierwiastkow. Istotnie, w
lemacie z Wykltadu 10 pokazaliémy niezmienniczo$¢ R C § wzgledem odbi¢ s, w plaszczyznach o =
0, € A. Odbicia te zadawane sa wzorem s,(H) = H — 2(5‘(—1{112)]{% gdzie —2% = —2%
p + q jest liczba catkowita. Spelnienie warunku 3. wynika z tegoz lematu.

Uktad pierwiastkow algebry 05
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nie jest nieprzywiedlny. Uktady w pozostatych przyktadach (a,, b,, ¢, oraz 0,,n > 2) sa.

Pierwiastki dodatnie i proste: Wybierzmy element v € V,v # 0 taki, ze v- N R = {0} (tuta]
vt jest hiperplaszczyzng prostopadla do v; mozemy wybra¢ takie v, bo R jest skoriczony). Zbior
pierwiastkow lezacych po tej samej stronie od v+ co i v oznaczmy przez RT. Bedziemy je nazywac
pierwiastkami dodatnimi. Pierwiastki ze zbioru R~ := R\ (RTU{0}) nazywamy ujemnymi. Mowimy,
ze a € RT jest pierwiastkiem prostym, jesli on nie moze by¢ zapisany w postaci « = S+, 3,7 € R*.

PRZYKLAD:

LEMAT Niech «, 8 bedq pierwiastkami prostymi, o # 5. Wtedy («|3) < 0.

Dowdd: Najpierw zauwazmy, ze v := 0 — « € R. Istotnie, gdyby v € R*, to 8 = a + 7 bylby sumg
pierwiastkow dodatnich, co jest sprzeczne z zalozeniem prostoty a. Podobnie, gdyby v € R™, to
a = [+ (—7) bylby suma pierwiastkow dodatnich.

Stad wnioskujemy, ze dla a-szeregu {5+ na | p < n < ¢}, zawierajacego f mamy p = 0,q > 0
(pojecie a-szeregu dla abstrakcyjnych uktadow pierwiastkow okresla sie analogicznie, jak dla uktadow
R(g, b) i ma analogiczne wlasnosci; w szczegolnosci n przebiega wszystkie liczby catkowite pomiedzy
piq, oraz —2(Bla)/(a|a) = p + q). Ostatecznie mamy (Bla) = —(1/2)(a|a)(p +q) < 0. O

Baza ukladu pierwiastkéw R: Jest to podzbior B C R o wlasnosciach: 1) B jest baza V; 2)
kazdy pierwiastek 3 € R moze by¢ zapisany w postaci 8 = > naq, gdzie n, sa liczby catkowite
tego samego znaku.

LEMAT Kazdy uktad pierwiastkow R posiada baze.

Dowdd: Niech B bedzie zbiorem pierwiastkow prostych. Wtedy jest to uktad liniowo niezalezny.
Istotnie, zalozmy przeciwne. Wtedy istnieja x; # 0,4 € I, takie, ze Y x;a; = 0 dla pewnych o; € B.
Podzielmy te wspotczynniki na dodatnie i ujemne: I = I'"U 1", z; > 0,9 € I')x; < 0,57 € I". Dla
Y= iepwioy mamy 0 < (Y|7) = X icp e Ti(—x5)(cilay). Ostatnie wyrazenie jest ujemne wedtug
powyzszego lematu, co daje sprzecznosé.

Teraz niech v € R™. Jesli v nie jest prosty, mozemy go rozlozyé¢: v = a+ (3, «a, 8 € RT. Dzialajac
indukcyjnie, dojdziemy do rozktadu v = > _pn.a,n, € NU{0}. Jesli v € R~, to —y € R™ i
powtarzamy rozumowanie.

Jasne jest, ze, poniewaz R generuje V', toi B tez. [

aeB

Macierz Cartana ukladu pierwiastkéw: Niech B = {ay,...,} bedzie dowolna baza R.
Macierzg Cartana uktadu pierwiastkow R zwiazang z B nazywamy macierz C' o wyrazach a;; :=

Aoy -
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PRZYKEAD: (ay) Dla bazy B = {a; = Hjs, g = Ha3} mamy macierz

o _ o[ (@lan)/(lar) (aslaz)/(aslaz) ] :2[ 1 o el con(ze/3) ] B { S

(a]an) /(@) (a]as)/(aa]as) fealtligy sl 1

PRZYKEAD: (by) Dla bazy B = {a; = H; — Hy, s = Hy} mamy macierz

oo [ (aila)/(aren) (arlaz)/(aslaz) ] :2[ 1 s Hloal coxtn/ ) ] ) [ S

(asla)/(an]an) - (alaz)/(aclas) el e 1

Jak C'i B wyznaczaja R: Niech B = {ay,...,q;} oraz C := ||a;;||. Kazdy pierwiastek § € RT ma
postac¢ 3 = ). n;c. Liczbe ). n; nazywamy wysokoscia pierwiastka 5. W szczegélnosci pierwiastki
wyskosci 1 sa elementami bazy B.

Wedlug B i C' budujemy wszystkie a;-szeregi zawierajace a;:

Qy, O + Q... , O + (-CL]‘Z’)OQ

(z dowodu pierwszego z powyzszych lematoéw wiemy, ze o; —; nie jest pierwiastkiem, wiec p =0, ¢ =
aj;). W szezegblnosei, otrzymujemy wszystkie pierwiastki wysokosci 2: o = a; + ;. Ponadto z C
odezytujemy warto$é a,q, = 2(alag)/(ow|ak) = aji + aix. W rezultacie mamy wszystkie ay-szeregi
rawierajace « i zawierajace sie w RT: a+ pay, ..., a+ qag, gdzie p =0 (jesli k & {i,j}) lub p = —1
(jesli k € {i,7}), a ¢ wyznaczamy z rOWnosci p + ¢ = —aq.a,- W ten sposob otrzymujemy wszystkie
pierwiastki wysokosci 3.

[terujgc ten proces otrzymamy pierwiastki wszystkich wysokosci. Trzeba tylko pokazac¢, ze w
uktadach pierwiastkow ,przyjmuja sie” wszystkie wysokosci pomiedzy 1 a maksymalng. To przyjmu-
jemy bez dowodu.
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2 -1 0

PRZYKEAD: Niech C' = | —1 2 —1 |. Wtedy mamy nastepujace a;-szeregi zawierajace a;: 1)
0o -2 2

ap, a1 + ag; 2) ag,as + ag; 3) ag,a + as; 4) as, az + ag, az + 2as.

Otrzymalismy 2 pierwiastki wysokosci 2. Rozwazmy « := a; + g, wtedy ag-szereg zawierajacy
atoa,a+as, (p=0,¢=—0a = —(a13 + az) = 1). Dla o = ay + a3 mamy oy-szereg o, o + a;
(¢ = —(az2 +az) = 1).

Otrzymaliémy 2 pierwiastki wysokosci 3. Niech o = ay + as + a3. Wtedy as-szereg zawierajacy
atoa,a+ay (bop=0,¢=—Gna, —q=—(a12+ ag +as) =1).

Niech o = a3 + 2ay. Wtedy ag-szereg zawierajacy o to o, + ag,a + 209 (bo p = 0,9 =
—Qaa, — P = —(as1 + 2a2) = 2).

Ostatecznie, otrzymalidmy nastepujacy uktad pierwiastkow dodatnich: aq, s, a3, aq + g, g +
s, a1 + Qg+ g, 2000 + (g, i + 2000 + i3, 2001 + 20, +3. Uktad ten odpowiada algebrze ¢3: wystarczy
wzia¢ oy = Hy — Hy, a0 = Hy — H3, a3 = 2H3.

Nastepne twierdzenie pokazuje, ze rekonstruowanie uktadu R z B i C' jest jednoznaczne.

TWIERDZENIE Niech R, R' C V' bedq uktadami pierwiastkéw z bazami B = {aq,...,qq, }, B =
{ad,..., 00}, Oznaczmy a;; = ol oy Qitjr *= ol af - Jesli a;; = aypy, to odwzorowanie a; +—
przedtuzone wedtug liniowosci na cate V- (ktdre oznaczamy przez ¢) odwzorowugje bijektywnie V na
V" oraz R na R’.

Idea dowodu: Grupe Weyla ukladu pierwiastkow R definiujemy jako podgrupe grupy izometrii
przestrzeni V' generowang przez odbicia s,,« € R, i oznaczamy przez W (R).

Dalej dowodzimy, ze grupa Weyla tak naprawde jest generowana przez ,,odbicia proste” s, € B,
oraz ze W(R)B = R.

Warunek a;; = a;j nastepnie implikuje, Ze ¢ . komutuje z odbiciami prostymi™ ¢os, = sy 00, a €
B, oraz ze wszystkimi: ¢ 0 s, = Sg4a) © ¢,a € R. To daje ¢(R) = ¢(W(R)B) = W(R')p(B) =
W(R)B'=R. 0O
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13 O klasyfikacji polprostych algebr Liego

Literatura dodatkowa: [Hel00]

Graf Coxetera i diagram Dynkina ukladu pierwiastkéw: Niech C = ||¢;;|| bedzie macierza
Cartana ukladu pierwiastkow R odpowiadajaca bazie B = {a1,...,q;}. Grafem Cozetera uktadu
R nazywamy graf o [ wierzchotkach, przy czym wierzchotki i-ty i j-ty polaczone sa za pomoca
a;ja;; neprzecinajacych sie¢ odcinkow. Jesli nad i-tym wierzchotkiem dopiszemy jeszcze wielokrotnose
(ei]ey;) otrzymamy diagram Dynkina.

PRZYKEAD: (ay)

23 H 5
H H12
H, "
Dla bazy B = {Oél = H12, Qg = Hgg} i macierzy
2 -1
=[5
mamy
1 1

PRZYKELAD: (by)

- - 2
(H v Hy) 2
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Dla bazy B = {a; = H; — Hs, a3 = Hs} i macierzy

o=[4 7]

mamy

2 1

@ ©

PRZYKEAD: (c3) Dla bazy oy = Hy — Hy, g = Hy — H3, a3 = 2H3 i macierzy

2 -1 0
c=|1-1 2 -1

marny

PRZYKEAD: (03)

Dla bazy oy = Hy + Hs, s = Hy — Hs 1 macierzy
2 0
c- 15 2]
mamy
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W ostatnim przyktadzie otrzymalismy niespdjny graf, co odzwierciedla przywiedlnosé¢ odpowied-
niego ukladu pierwiastkow. W ogoélnosci, nieprzywiedlnym ukladom pierwiastkow odpowiadaja

spojne grafy Coxetera.

Klasyfikacja diagraméw Dynkina: Ponizej przeliczone sg wszystkie spojne diagramy Dynkina
(liste te przyjmujemy bez dowodu). Poniewaz diagram Dynkina w sposob jednoznaczny definiuje
odpowiednig macierz Cartana, w ten sposob otrzymujemy klasyfikacje nieprzywiedlnych uktadéw

pierwiastkow.
} 1 1 1
> SRS
L] g.! 21 1 Sa E gn
% 2 2 1
- h (22
1 1 1 2
W e @ ()
i
0
1 1 i/"‘l—l
é;’l 32_ TH\] b, (I=4)
0
G
O ayl)
c] 1 1
o] —
o o, ay(1) ;_, gl t (l =6)
0 ay(1)
g2 oy g1
a % % &) o 5 g (=7
0 a(1)
(] Cl) 1 1 |
> A -
o a ot 35 é'(l) éjﬂ g! & (J = 8)
2 2 1 1
—g—o—s =4
1 3
i o (=2

(Tlustracja z ksiazki [Hel00].) Na liscie tej znajdujemy 4 nieskonczone serii diagramow odpowiadajace
ukladom pierwiastkow, z ktorymi juz jesteSmy zaznajomieni oraz pie¢ innych diagraméw odpowiada-
jacych tzw. wyjatkowym uktadom pierwiastkow. Wsérod ostatnich przyktadowo rozpatrzymy diagram
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go. Odpowiednia macierz Cartana ma postac

=[5 73]

a uktad pierwiastkow wyglada nastepujaco:

(ilustracja z Wikipedii).
Macierz Cartana a generatory kanoniczne poélprostej algebry Liego:

TWIERDZENIE Niech g bedzie potprostq algebrq Liego nad C, h C g jej podalgebrg Cartana, a
C = ||aij|| macierzq Cartana odpowiadajgca pewnej bazie B = {a,...,q} uktadu pierwiastkow
R(g,b). Wtedy istniejg elementy X;,Y;, H; € g,i =1,...,1, o wtasnosciach:

1. [H;, Hj| = 0;

2. 1X;,Y;] = Hy;

3. [Xi,Y;] =0, jesli i # j;

4. [Hi, Xj] = 0 X5, [H;, Yi] = —ayY;;

5. (adx,)' " X; = 0,1 # j;

6. (ady,)'™Y; = 0,1 # j;

7. elementy X;,Y;, H; generujq g (czyli kazdy element z g jest kombinacjq liniowq wielokrotnych

nawiasow tych elementow).

Dowdd: Przypomnijmy, ze dla «, 3 € A mamy

9%, 9°] = g°™, jeslia + g € AU{0} (4)
(lub = 0, w przeciwnym wypadku). Niech H; := (2/(a;|cy))H,,, X; bedzie dowolnym niezerowym
wektorem z g%, a Y; € g~ dobierzemy tak, zeby B4(X;,Y;) = (2/(a;|a;)). Wtedy relacje 1,2

sa oczywiste, relacja 3 wynika z faktu, ze a; — «; nie jest pierwiastkiem (zob. dowdd jednego z
lematow w Wyktadzie 12). Relacje 4 wynikaja z tego, ze [H,X;] = «;(H)X; dla H € b oraz
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a;(H;) = (2/(au]as))(]ej) = aji. Relacje 51 6 sa wnioskiem faktu, ze a; szereg zawierajacy «; ma
postac o, aj + oy, . . ., 0 — @iy, czyli o + (1 — aj;)a; nie jest pierwiastkiem. Ostatni punkt wynika
7 tego, ze H; tworza baze b oraz z rownosci (4) (z uwzglednieniem faktu, ze kazdy pierwiastek jest
kombinacja bazowych). O

Klasyfikacja poélprostych zespolonych algebr Liego:

TWIERDZENIE Niech R bedzie ukiadem pierwiastkow. Wtiedy istnieje zespolona potprosta algebra
Liego g oraz podalgebra Cartana b C g takie, ze R = R(g,h).

Idea dowodu: Niech B = {cu,...,a;} bedzie bazg uktadu R, a C' = ||a||, a;; = da,a, odpowiednig
macierza Cartana. Dowo6d twierdzenia z grubsza polega na zbudowaniu algebry Liego generowanej
przez elementy X;,Y;, H; € g,2 = 1,...,[, podlegajace relacjom z poprzedniego twierdzenia. []
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14 Elementy teorii reprezentacji polprostych algebr Liego

Literatura dodatkowa: |[FH91, KS10]

Reprezentacja algebry Liego g w przestrzeni wektorowej V: Jest to homomorfizm algebr
Liego p : g — End(V), gdzie przestrzen End(V) jest wyposazona w komutator. Reprezentacje p
nazywamy nieprzywieding, jesli nie istnieje nietrywialnej (réznej od {0} i V') podprzestrzeni niezmi-
enniczej W C V (czyli takiej, ze p(X)W C W dla kazdego X € g).

TWIERDZENIE Niech g bedzie polprostq zespolong algebrg Liego, a p jej dowolng skoriczenie wymi-
arowq (dimV < o) reprezentacjg. Wtedy p jest zupekie przywiedlna, czyli dla kazdej podprzestrzeni
niezmiennicze] W C V' istnieje dopetniajgca podprzestrzen niezmiennicza W' C V.V =W & W',

Bez dowodu. (Jeden ze sposobow dowodu wykorzystuje tzw. sztuczke unitarng Weyla: korzystamy z
tego, ze g posiada zwarta forme rzeczywista. Reprezentacje zwartej algebry (grupy) Liego sa zupelnie
przywiedlne z powodu istnienia niezmienniczego iloczynu skalarnego na V'.)

Dalej rozwazamy tylko pdiproste algebry Liego g nad C oraz reprezentacje skoriczenie wymi-
arowe. 7 twierdzenia wynika, ze kazda taka reprezentacja rozktada sie w sume prosta reprezentacji
nieprzywiedlnych.

Waga reprezentacji p: Niech h C g bedzie podalgebra Cartana w g. Niech a € h*, oznaczmy
Vé@:={veV|p(H)v=a(H)vVH € b}.

Funkcjonal o nazywamy waga, jesli V* # {0} (podprzestrzen V' nazywamy podprzestrzeniq wagowq

odpowiadajaca «).

PRZYKEAD: Juz poznaliSmy reprezentacje dotaczona ad : g — End(g),adxY = [X,Y]. Jej wagami
sa pierwiastki algebry Liego g, a popdprzestrzenie pierwiastkowe g sa podprzestrzeniami wagowymi.
PRZYKEAD: Niech g = 5[(3,C), a p : g — End(C?) bedzie naturalng reprezentacja (macierz dziala
na wektor-kolumne). Mamy He; = e;(H)e;,i = 1,2,3, tutaj H € b, e;(H) oznacza i-ty element diag-
onalny macierzy H a e; sa wektorami bazy kanonicznej C3. Stad podprzestrzenie (e;) sa wagowymi
odpowiadajacymi wagom e;. Ponizszy rysunek przedstawia wagi wraz z pierwiastkami.

42



<
AVAN

Cwiczenie: 1) Udowodnij, ze dla dowolnego pierwiastka o oraz wagi 3 mamy p(g®)V? C Vot jesli
a+ 3 jest waga, i p(g®)V? = {0} w przeciwnym przypadku. 2) Pokaz, ze dla reprezentacji nieprzy-
wiedlnej dwie dowolne wagi niezerowe ro6znia sie o kombinacje liniowa pierwiastkow o wspodtczyn-
nikach catkowitych. Wskazdwka: dla wagi o rozwaz podprzestrzen W = Py . Veth gdzie Ap jest
kratg generowang przez pierwiastki, czyli zbiorem wszystkich kombinacji liniowych pierwiastkéw o
wspotczynnikach catkowitych.

0 0 0 10

Wtedy [H, Ey] = £2E.,[E,, E_] = H. Rozwazmy nieprzywiedlna reprezentacje p : g — End(V),
gdzie V jest skoriczenie wymiarowa (nad C). Operator p(H) ma wektor wlasny: p(H)v = Av.
Ponadto p(H)p(Ey)v = (p(EL)p(H) + 2p(EL))v = (A + 2)p(Ey)v, czyli p(Ey)v jest wektorem
wlasnym dla p(H) odpowiadajacym wartosci wlasnej A + 2. Iterujac dostajemy ciag wektorow
wlasnych o roznych wartosciach wlasnych A\, A + 2, X + 4, ..., ktéory musi sie skonczy¢ wektorem
zerowym (bo dim V' < o0). Stad istnieje wektor wlasny vy dla p(H) odpowiadajacy wartodci wlasnej
Ao 0 wlasnosci p(Ey)vy = 0.

Podobnie p(H)p(E_)v = (A — 2)p(E_)v dla dowolnego wektora wtasnego o wartosci wlasnej A.
W szczegolnosei dla vy = p(E_)*vy mamy p(H)ve = (Mg — 2k)vg, co oznacza, ze ciag v, musi sie
oberwaé: istnieje n takie, ze vg # 0, ..., v, # 0,v,41 = 0.

Reprezentacje sl(2,C): Niech g := sl(2,C), H := [ L _01 } J B = [ 01 } JE_ = [ 00 }

LEMAT Dla dowolnego k € N ma miejsce rownosé
p(E+)Uk = k’()\o —k + 1)Uk_1.

W szezegolnosci, poniewaz 0 = p(Ey v = (n+ 1)(Ao — (n+ 1) + D)v,, mamy Ny = n.

Dowdd: Dla k = 1 mamy p(Ey)v; = p(Ey)p(E_)vg = p(H)vg = Avo. Zakladajac, ze rownoscé jest
spelniona dla n = k, mamy (przypomnijmy, ze vy = p(E_)vg):

p(E4 vt = p(E)p(E-)ux = (p(E_)p(E+) + p(H))vr = p(E-)k(No — k + Lvs + (Ao — 2k)vy =
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(kAo —k+ 1)+ (Mo — 2k))vx = (K + 1) (Mo — k)vg.
O

Zauwazmy teraz, ze podprzestrzen rozpieta przez wektory vy, ..., v, jest niezmiennicza, musi wiec
pokrywac sie z V. OtrzymaliSmy w ten sposob nieskonczong serie reprezentacji indeksowanych przez
n € N. Przestrzei V" jest rozpieta przez vy, . .., v,, a operatory reprezentacji sa dane przez

W(Hy, = (n— 2k,
WE Yo, = Upp,

(B v, = kE(n —k+ 1)vg_.

AS)

p
P

- -

Podsumowujac otrzymujemy

TWIERDZENIE Kazda nieprzywiedina reprezentacja algebry sl(2, C) jest postaci p™ dla pewnego n.

s[(2)-trojki oraz krata wagowa Ay: Niech teraz g bedzie dowolna (potprosta) algebra Liego.
Dla o € A rozwazmy podprzestrzen S, w g rozpieta przez podprzestrzenie g*, g%, [g*, g~ ¢]. Jest
oczywistym, ze jest to podalgebra Liego w g. Ponadto, tatwo wybra¢ generatory E, € g*, E_ €
g H., € [g g7 speliajace relacje komutacyjne algebry s[(2,C). Wystarczy wybra¢ H!, propor-
cjonalnie do wektora pierwiastkowego H, tak, zeby a(H)) = By(H,, H]) = 2, wzia¢ E. niezerowe,
a E_ wybra¢ tak, zeby By(Ey, E_) = 2/By(H,, H,) (przypomnijmy, ze [E,, E_| = By(E,, E_)H,).

Powyzsza analiza reprezentacji sl(2) pokazuje, ze wagi dowolnej reprezentacji nieprzywiedlne;j
(wiec i kazdej reprezentacji) przyjmuja catkowite wartosci na wektorach H!,. W szczegdlnosci mozna
traktowac wagi jako elementy z hi. Zbior wszystkich funkcjonaléw z by przyjmujacych wartosci
catkowite na wektorach H),a € A, nazywamy krata wagowa i oznaczamy przez Ay . Zauwazmy, ze
Aw D Ag (jezeli traktujemy pierwiastki i ich krotnosci jako elementy z b5).

Niezmienniczos¢ Ay wzgledem grupy Weyla W (R): Dowodzi sie analogicznie jak niezmien-
niczosc uktadu pierwiastkow A, czyli uzywa sie przy tym a-szeregdw zawierajacych (3, gdzie [ jest
waga, a « pierwiastkiem (por. Wyklad 10).

Najwyzsza waga reprezentacji: Ustalmy wektor niezerowy v € hg nie nalezacy do zadnej z hiper-
plaszczyzn ot (por. Wyktad 12). Dla reprezentacji p wagg najwyzszq nazwiemy wage 3, ktora przyj-
muje najwieksza wartos¢ na wektorze v. Odpowiedni wektor wlasny w € V, p(H)w = (H)w, H € b
nazywamy najwyzszym wektorem wagowym.

PRsSzZYKEAD: Dla ponizszego wyboru wektora v najwyzsza waga reprezentacji dotaczonej bedzie
e; — e3, a Najwyzsza waga reprezentacji naturalnej bedzie e;.
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TWIERDZENIE 1. Dla dowolnej reprezentacji p istnieje waga najwyzsza [3.

2. Odpowiedni najwyzszy wektor wagowy w zeruje sie przez wszystkie operatory p(g*),a € RT
(tutaj RT jest zbiorem pierwiastkéw dodatnich, zwigzanych z wyborem v ).

3. Podprzestrzerin W C V' generowana przez wielokrotne zastosowanie operatorow p(g®),a € R~
do w jest nieprzywiedina.

4. Kazda reprezentacja nieprzywiedlna posiada jedyny (z doktadnosciq do proporcjonalnosci) na-
Jwyzszy wektor wagowy.

PRZYKEAD: Dla reprezentacji p™ wagami sa {n,n—2,...,—n}. Najwyzsza waga to n, a najwyzszy
wektor wagowy to vyg.

Dowad twierdzenia: Punkt pierwszy jest oczywisty: ilo§¢ wag jest skoniczona. Punkt 2 wynika z tego,
ze (B4 a)(v) > B(a) dla o € RY, wiec [ + « nie moze by¢ waga. Punkt 3 dowodzi si¢ analogicznie
do przypadku algebry sl(2,C). Punkt 4: gdyby byto dwie rézne wagi najwyzsze 3,3, musiatyby
sie rozni¢ o kombinacje liniowa o wspotczynnikach z N pierwiastkow z R~. Wtedy B(v) > ('(v) lub
#'(v) > B(v). O

Waga najwyzsza i inne wagi reprezentacji: Niech p bedzie reprezentacja nieprzywiedlna o €
b3 jej waga najwyzsza. Oznaczmy przez W(R)a orbite o pod dzialaniem grupy Weyla, a przez
conv(W(R)a) jej powltoke wypukts.

PRZYKEAD: Dla reprezentacji dotaczonej s[(3,C) mamy W(R)a = A, a dla reprezentacji naturalne;
W(R)a = {eq, ea,€3}.

TWIERDZENIE Zbidr wag reprezentacji p jest réwny conv(W (R)a) N (A + Ag).

Bez dowodu.
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Klasyfikacja reprezentacji nieprzywiedlnych: Komorkg Weyla C' nazywamy domkniecie sktad-
owej spojnej zbioru b \ J,cp ot Komorke Weyla o tej wlasnosci, ze ¢(H,) > 0 dla wszystkich
¢ € Cia € RT, nazywamy dodatnig (innymi stowy jest to taka komorka Weyla, ktorej elementy
tworza kat ostry lub prosty ze wszystkimi pierwiastkami dodatnimi). Na rysunku ponizej mamy
przyktad dodatniej komorki Weyla.

TWIERDZENIE Ustalmy dodatnig komorke Weyla C. Kazdy element a z CN Ay jest wagq najwyzszq
pewnej reprezentacyi nieprzywiedine;j pq .

PRrRzZYKEAD: Niech o := 2e;.
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Wtedy W(R)a = {a,2es = a+2(ex —e1),2e3 = a+2(e3 —e1) }, conv(W (R)a) jest trojkatem rozpie-
tym przez te punkty. Przesuwajac a o krotnosci pierwiastkow wewnatrz tego trojkata znajdziemy
jeszcze trzy wagi: —ep = a+2(ea—e1)+(e3—e2), —ea = a+(e3—e1), —e3 = a+ (ea —ey). Przestrzen
reprezentacji p, bedzie 6-wymiarowa generowana przez najwyzszy wektor wagowy w; := w oraz wek-
tory w 1= pa(Es1)w, ws := pa(Es1)*w, ws := po(En)w, ws := pa(Ear)*w, we := po(Fas)pa(Far)*w.

Cwiczenie: Znajdz dziatanie wszystkich operatoréw reprezentacji p, na wektory wy, . .., ws. Wskazowka:
skorzystaj z relacji komutacyjnych algebry sl(3, C) oraz z punktu 2 twierdzenia o najwyzszym wek-
torze wagowym.
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