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1 Wprowadzenie do wykªadu, cz. I

Grupa: Zbiór G wyposa»ony w �dziaªanie� µ : G×G→ G (skrótowo oznaczamy µ(a, b) =: a · b lub
poprostu ab) speªniaj¡ce nast¦puj¡ce aksjomaty:

1. dziaªanie jest ª¡czne, czyli
(ab)c = a(bc) ∀ a, b, c ∈ G;

2. istnieje element e ∈ G, zwany �neutralnym�, taki, »e

ea = ae = a ∀ a ∈ G;
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3. dla ka»dego a ∈ G istnieje element �odwrotny� a−1, czyli taki, »e

aa−1 = a−1a = e.

Uwaga: Element neutralny jest jedyny: je±li e′ inny neutralny, to e′ = e′e = e. Analogicznie, dla
ka»dego a ∈ G element odwrotny a−1 jest wyznaczony jednoznacznie.

Podgrupa grupy G: Podzbiór H ⊂ G o wªasno±ciach 1) µ(H,H) ⊂ H oraz 2) H−1 ⊂ H, czyli

1) ab ∈ H ∀ a, b ∈ H oraz 2) a−1 ∈ H ∀ a ∈ H.

Uwaga: 1) i 2) implikuj¡ e ∈ H oraz fakt, »e podgrupa H sama staje si¦ grup¡ z dziaªaniem µ|H×H .

Przykªad podstawowy - grupa permutacji: Permutacj¡ zbioru X nazywamy bijekcj¦ a :
X → X. Zbiór bijekcji oznaczamy SX (S od �symetrii�, grup¦ permutacji inaczej nazywamy �grup¡
symetrii� zbioru X) i wyposa»amy w dziaªanie - zªo»enie bijekcji, czyli µ(a, b) := a ◦ b : X → X.
Element neutralny - odwzorowanie identyczno±ciowe IdX , element odwrotny do a - odwzorowanie
odwrotne a−1 : X → X.

Inne przykªady: Wszystkie inne przykªady grup to podgrupy grupy SX (:-o, na serio: jest to tre±¢
twierdzenia Cayley'a).

Przykªady bardziej przyziemne:

1. G = {∗} grupa jednoelementowa.

2. (Z,+), (R,+), (C,+), (Zn,+), (Rn,+), (Cn,+); przy tym mamy ci¡gi podgrup: Z ⊂ R ⊂
C,Zn ⊂ Rn ⊂ Cn.

3. (R6=0, ·), (R>0, ·), (C6=0, ·); ci¡g podgrup R>0 ⊂ R 6=0 ⊂ C6=0.

4. U(1) := {z ∈ C | |z| = 1} (podgrupa C 6=0).

5. Sn, grupa permutacji zbioru n-elementowego.

Uwaga: 1.- 4. s¡ przykªadami grup przemiennych lub abelowych, czyli takich, »e

µ(a, b) = µ(b, a) ∀ a, b ∈ G.

5. jest przykªadem grupy nieprzemiennej, je±li n > 2.

Przykªady mniej przyziemne otrzymuj¡ si¦ w ramach nast¦puj¡cej wa»nej konstrukcji. Zaªó»my, »e
zbiór X wyposa»ony jest w pewn¡ �struktur¦� S. Wybierzmy z SX tylko bijekcje o tej wªasno±ci,
»e one same i ich odwrotno±ci �zachowuj¡� S, i oznaczmy przez SX,S ich zbiór. Wtedy SX,S jest
podgrup¡ w SX . Grupa SX,S jest �grup¡ symetrii� struktury S i cz¦sto zawiera istotn¡ informacj¦ o
S (zob. przykªad �podªogi�, poni»ej).

Przykªad: S struktura przestrzeni liniowej na X, wtedy zachowanie struktury oznacza liniowo±¢
bijekcji, SX,S = GL(X) (od angielskiego general linear) grupa odwracalnych liniowych przeksztaªce«
przestrzeni X.
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Przykªad: S struktura przestrzeni liniowej na X wraz z form¡ obj¦to±ci σ, SX,S = SL(X) (od
angielskiego special linear) grupa odwracalnych liniowych przeksztaªce« przestrzeni X zachowuj¡cych
σ. Uwaga: SL(X) jest podgrup¡ GL(X).

Przykªad: S struktura przestrzeni euklidesowej na X, czyli X jest przestrzeni¡ liniow¡ z zadan¡
metryk¡ euklidesow¡ (|), SX,S = O(X) grupa ortogonalna, czyli grupa liniowych bijekcji, zachowu-
j¡cych metryk¦. Uwaga: O(X) jest podgrup¡ GL(X).

Przykªad: SO(X) := SL(X) ∩O(X).

Przykªad: Niech X = R4 b¦dzie wyposa»one w struktur¦ metryki (|) o sygnaturze (1, 3), czyli S
b¦dzie struktur¡ lorentzowsk¡ na X. Wtedy SX,S = O(1, 3), grupa liniowych bijekcji zachowuj¡cych
(|), jest tzw. grup¡ Lorentza.

Przykªad: S struktura przestrzeni metrycznej lub topologicznej na X, zachowanie struktury ozna-
cza ci¡gªo±¢ bijekcji, SX,S grupa homeomor�zmów przestrzeni X.

Przykªad: S struktura rozmaito±ci gªadkiej na X, zachowanie struktury oznacza gªadko±¢ bijekcji,
SX,S grupa dyfeomor�zmów przestrzeni X.

Dziaªanie (lewe) grupy G na zbiorze X: Odwzorowanie ν : G×X → X (skrótowo oznaczamy
te» ν(g, x) =: g · x) o wªasno±ciach

1. (g1 · g2) · x = g1 · (g2 · x) ∀ g1, g2 ∈ G, x ∈ X;

2. e · x = x ∀ x ∈ X.

Przykªad: Dziaªanie grupowe µ : G×G→ G jest przykªadem lewego (oraz prawego) dziaªania G
na G.

Przykªad: Grupa SX w naturalny sposób dziaªa na X: a · x := a(x), a ∈ SX , x ∈ X. Uwaga: jest
to lewe dziaªanie: (a · b) · x = (a ◦ b)(x) = a(b(x)) = a · (b · x).

Przykªad: Analogicznie, SX,S dziaªa na X.

Orbita elementu x ∈ X dziaªania G na X: G · x := {g · x | g ∈ G}.

Uwaga: X jest sum¡ rozª¡czn¡ orbit dziaªania. Rzeczywi±cie, ka»dy element zawiera si¦ w jakiej±
orbicie (bo e · x = x), ponadto, je±li x ∈ G · x′ oraz x ∈ G · x′′, to G · x′ = G · x′′ (bo x = g′ · x′ =
g′′ · x′′ =⇒ x′ = (g′)−1 · g′′ · x′′ =⇒ g · x′ = g · (g′)−1 · g′′ · x′′ =⇒ G · x′ ⊂ G · x′′ i odwrotnie).

Stabilizator Gx elementu x ∈ X wzgl¦dem dziaªania G na X: Gx := {g ∈ G | g · x = x}.

Uwaga 1. Stabilizator jest podgrup¡: g1 · x = x, g2 · x = x =⇒ (g1 · g2) · x = g1 · (g2 · x) = g1 · x = x
oraz g · x = x =⇒ x = g−1 · g · x = g−1 · x.

Uwaga 2. Stabilizatory elementów z jednej orbity s¡ sprz¦»one: x′ = h · x =⇒ Gx = h−1Gx′h
(�wiczenie).

Stabilizator GY podzbioru Y ⊂ X wzgl¦dem dziaªania G na X: GY := {g ∈ G | g · Y ⊂ Y }.

Przykªad: Grupa Dn symetrii wielok¡ta prawidªowego o n wierzchoªkach. Niech X = R2 ze
standardow¡ metryk¡ euklidesow¡, Y n-k¡t foremny o ±rodku w zerze:
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Wtedy Dn jest podgrup¡ grupy O(X) b¦d¡ca stabilizatorem Y .

Przykªad: Grupa G symetrii �podªogi�, skªada si¦ z: 1)�kraty� Z×2Z; 2) odbi¢ wzgl¦dem prostych
poziomych i pionowych, przechodz¡cych przez w¦zªy kraty oraz przez ±rodki �pªytek�; 3) obrotów o
180◦ wzgl¦dem w¦zªów kraty oraz punktów le»¡cych w ±rodkach pªytek oraz ich kraw¦dzi.

Grupa G dziaªa na R2. Orbita zera: Z × 2Z. Ona nie pokrywa si¦ z �podªog¡� (bo nie zawiera
�fugi�), ale dobrze odzwierciedla nierównoprawno±¢ poziomego i pionowego kierunku. Czyli znaj¡c
sam¡ tylko grup¦ symetrii obiektu czasem (nie zawsze, zob. nast¦pny przykªad) mo»emy w du»ej
mierze odtworzy¢ struktur¦ obiektu.

Przykªad: Grupa G symetrii �kawaªka podªogi�

jest o wiele biedniejsza, ma tylko 3 nietrywialne elementy: odbicia wzgl¦dem prostych pionowej i
poziomej przechodz¡cych przez ±rodek �kawaªka� oraz ich zªo»enie, czyli obrót o 180◦. Taka grupa
bardzo sªabo odzwierciedla struktur¦ obiektu. Powodem jest jego �nijednorodno±¢�. Do opisu symetrii
takich obiektów lepiej sªu»¡ grupoidy, uogólnienia grup [Wei96].
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2 Wprowadzenie do wykªadu, cz. II

Grupy �dyskretne�: Zn, �symetrie podªogi� (niesko«czone), Sn, Dn (sko«czone).

Grupy �ci¡gªe�: (Rn,+), (R>0, ·), (R6=0, ·), (C6=0, ·), GL(X), SL(X), O(1, 3) (niezwarte), U(1), O(X),
SO(X) (zwarte).

Grupy topologiczne (Liego): S¡ to grupy (G, µ) takie, »e G jest wyposa»one w struktur¦ prze-
strzeni topologicznej (rozmaito±ci ró»niczkowej) o tej wªasno±ci, »e odwzorowanie µ : G × G → G
oraz odwzorowanie ε : g 7→ g−1 : G→ G s¡ ci¡gªe (gªadkie).

Uwaga: Je±li G jest grupa topologiczn¡ (Liego), w poni»szych de�nicjach wymagamy ci¡ªo±ci (gªad-
ko±ci) wszystkich odwzorowa«.

Reprezentacja grupy G w przestrzeni liniowej X: dziaªanie ν : G × X → X takie, »e dla
ka»dego g ∈ G odwzorowanie ν(g, ·) : X → X jest liniowe.

Przykªad: naturalna reprezentacja grup GL(X), SL(X), O(X), SO(X), O(1, 3), Dn w przestrzeni
X.

Homomor�zm grup: Odwzorowanie f : G1 → G2 pomi¦dzy dwiema grupami o wªasno±ciach:

f(e1) = e2, f(a ·1 b) = f(a) ·2 f(b) ∀a, b ∈ G1.

Izomor�zm grup: Homomor�zm f : G1 → G2 b¦d¡cy bijekcj¡. Uwaga: Odwrotne odwzorowanie
f−1 : G2 → G1 automatycznie jest homomor�zmem: f−1(c · d) = f−1(f(f−1(c)) · f(f−1(d))) =
f−1(f(f−1(c) · f−1(d))) = f−1(c) · f−1(d).
Grupa automor�zmów grupy G: Nawiasem mówi¡c, otrzymali±my jeszcze jeden przykªad grupy
SX,S: S jest struktur¡ grupy na zbiorze X = G, a SX,S grup¡ izomor�zmów z G w G, które
nazywamy automor�zmami G. Oznaczamy Aut(G) := SG,S.

Przykªad: Dla dowolnej G odwzorowanie IdG : G → G jest przykªadem izomor�zmu, a odwzoro-
wanie f : G→ {∗} homomor�zmu.

Przykªad: exp(·) : (R,+)→ (R6=0, ·) homomor�zm, exp(·) : (R,+)→ (R>0, ·) izomor�zm.

Przykªad: exp(2πi·) : (R,+)→ (C6=0, ·) homomor�zm.

Przykªad: f : U(1)→ SO(R2) izomor�zm, tutaj SO(R2) grupa obrotów pªaszczyzny, f odwzoro-
wuje liczb¦ eiφ w obrót o k¡t φ.

Równowa»no±¢ dziaªa«: Dziaªania ν1 : G1 × X1 → X1 i ν2 : G2 × X2 → X2 nazywaj¡ si¦
równowa»nymi, je±li istnieje izomor�zm grup f : G1 → G2 oraz bijekcja h : X1 → X2 takie, »e
nast¦puj¡cy diagram jest przemienny:

G1 ×X1

f×h
��

ν1 // X1

h
��

G2 ×X2
ν2 // X2

czyli h(ν1(g, x)) = ν2(f(g), h(x)) ∀ g ∈ G1, x ∈ X1.

Wa»ne pytania matematyczne:
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1. Sklasy�kowa¢ grupy z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu;

2. Sklasy�kowa¢ dziaªania (w tym reprezentacje) z dokªadno±ci¡ do równowa»no±ci.

�Sklasy�kowa¢� w ideale oznacza: 1) sporz¡dzi¢ list¦ �cegieªek�, czyli �prostych�1 obiektów (grup w
przypadku 1., czy w przypadku 2. dziaªa« ustalonej grupy), których struktur¦ znamy; 2) okre±li¢ pro-
cedur¦ budowania z �cegieªek� bardziej skomplikowanych obiektów; 3) poda¢ kryteria, kiedy wybrany
obiekt jest izomor�czny (równowa»ny) z jednym z obiektów zbudowanych z �cegieªek�.

W rzeczywisto±ci, takie listy �cegieªek� istniej¡, ale istniej¡ te» obiekty nie �poddaj¡ce si¦ klasy-
�kacji�.

Naszym najbli»szym celem b¦dzie zde�niowanie �cegieªek� w przypadku grup.

J¡dro homomor�zmu f : G1 → G2: ker f := f−1(e2).

Podgrupa normalna: Podgrup¦ H ⊂ G nazywamy normaln¡, je±li gHg−1 ⊂ H dla wszystkich
g ∈ G.

Zwi¡zek pomi¦dzy grupami normalnymi a j¡drami homomor�zmów:

Twierdzenie Podzbiór H ⊂ G grupy G jest podgrup¡ normaln¡ wtedy i tylko wtedy gdy jest j¡drem
pewnego homomor�zmu f : G→ G2.

Dowód: (⇐=) Niech f : G→ G2 b¦dzie homomor�zmem, a H := ker f . Wtedy

a, b ∈ H =⇒ f(a) = e2, f(b) = e2 =⇒ f(ab) = f(a)f(b) = e2e2 = e2 =⇒ ab ∈ H;

a ∈ H =⇒ f(a−1) = (f(a))−1 = e−1
2 = e2 =⇒ a−1 ∈ H;

f(gHg−1) = f(g)f(H)f(g−1) = f(g)e2(f(g))−1 = e2 =⇒ gHg−1 ⊂ H.

Dowód implikacji (=⇒) pokrywa si¦ z nast¦puj¡c¡ konstrukcj¡.

Grupa ilorazowa G/H i homomor�zm naturalny G → G/H: Niech G b¦dzie grup¡ z dziaªa-
niem µ : G × G → G a H ⊂ G b¦dzie dowoln¡ podgrup¡. Wtedy ograniczenie µ|G×H daje prawe
dziaªanie grupy H na zbiorze G. Orbita elementu g ∈ G pod wzgl¦dem tego dziaªania ma posta¢
gH = {gh | h ∈ H} i nazywa si¦ praw¡ warstw¡ g ze wzgl¦du na H. Zbiór takich warstw oznaczamy
G/H. Zbiór G jest sum¡ rozª¡czn¡ warstw (jako »e dowolny zbiór z dziaªaniem grupy jest sum¡
rozª¡czn¡ orbit). Ponadto, wszystkie warstwy maj¡ jednakow¡ moc, równ¡ mocy H: odwzorowanie
H 3 h 7→ gh ∈ gH jest bijekcj¡.

Lemat Niech H ⊂ G b¦dzie podgrup¡ normaln¡. Wtedy:

1. ka»da prawa warstwa gH pokrywa si¦ z lew¡ warstw¡ Hg := {hg | h ∈ H};

2. wzór gH · g′H = (g · g′)H zadaje poprawnie okre±lone dziaªanie µ̄ : G/H × G/H → G/H
speªniaj¡ce aksjomaty dziaªania grupowego;

1Sªowo �prostych� piszemy w cudzysªowie, poniewa» �cegieªki� mog¡ mie¢ dosy¢ skomplikowan¡ struktur¦. Na
przykªad tzw. grupa Potwór (ang. Monster), b¦d¡ca grup¡ prost¡ w sensie de�nicji, któr¡ poznamy za moment, liczy
246 ·320 ·59 ·76 ·112 ·133 ·17·19·23·29·31·41·47·59·71 = 808017424794512875886459904961710757005754368000000000 ≈
8 · 1053 elementów, zob. http://en.wikipedia.org/wiki/Monster_group
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3. odwzorowanie π : G→ G/H, π(g) := gH jest homomor�zmem grup.

Dowód: 1. gHg−1 ⊂ H ⇐⇒ gHg−1 = H ⇐⇒ gH = Hg
2. Poprawno±¢: niech g1 ∈ gH, g′1 ∈ g′H, wtedy istniej¡ h ∈ H, h′ ∈ H ′ takie, »e g1 = gh, g′1 = g′h′.
Mamy g1H · g′1H = (g1 · g′1)H = ghg′h′H = ghg′H = ghHg′ = gHg′ = gg′H.
�¡czno±¢: (gH ·g′H) ·g′′H = (gg′)H ·g′′H = (gg′)g′′H = g(g′g′′)H = gH · (g′g′′)H = gH · (g′H ·g′′H).
Element neutralny: eHgH = egH = gH = geH = gHeH.
Element odwrotny: g−1HgH = g−1gH = eH = gg−1H = gHg−1H.
3. π(gg′) = gg′H = gHg′H = π(g)π(g′), π(e) = eH. �

Uwaga I: Homomor�zm π jest epimor�zmem (czyli jest surjektywny). Uwaga II: �eby jaki± epi-
mor�zm f : G1 → G2 byª izomofrizmem, wystarczy i dosy¢, »eby jego j¡dro byªo trywialne (tj.
ker f = {e1}) (�wiczenie).

Obraz homomor�zmu:

Lemat Obraz H2 := im f homomor�zmu f : G1 → G2 jest pogrup¡ w G2 izomor�czn¡ z G1/H1,
gdzie H1 := ker f .

Dowód: Je±li a, b ∈ H2, to istniej¡ a1, b1 ∈ G1 takie, »e f(a1) = a, f(b1) = b. Wtedy f(a1b1) =
f(a1)f(b1) = ab, czyli H2 ·H2 ⊂ H2. Z kolei, f(a−1

1 ) = (f(a1))−1 = a−1 implikuje (H2)−1 = H2.

Szukany izomor�zm okre±limy wzorem G1/H1 3 gH1
f̄7→ f(g) ∈ H2. Odwzorowanie f̄ jest

okre±lone poprawnie: je±li g′ ∈ gH inny przedstawiciel warstwy, to g′g−1 = h dla pewnego h ∈ H, i
f(g′)(f(g))−1 = f(h) = e2 sk¡d f(g′) = f(g). Podobnie sprawdzamy, »e jest homomor�zmem oraz
»e ma trywialne j¡dro. �

Przykªad: Ka»da podgrupa H grupy abelowej G jest normalna. W szczególno±ci, je±li we¹miemy
G = Z, H = nZ, otrzymujemy grup¦ cykliczn¡ Zn := Z/nZ.

Przykªad: Obrazem homomor�zmu exp(2πi·) : (R,+)→ (C6=0, ·) jest podgrupa U(1) ⊂ (C6=0, ·), a
jego j¡drem podgrupa (Z,+). Mamy wi¦c izomor�zm R/Z ∼= U(1).

Przykªad: Niech sign : Sn → (R6=0, ·) homomor�zm odwzorowuj¡cy permutacj¦ τ w ±1 w zale»-
no±ci od znaku τ . J¡drem jest tutaj grupa alternuj¡ca An permutacji parzystych, a obrazem grupa
2-elmentowa {±1} izomor�czna z Z2. Mamy izomor�zm Sn/An ∼= Z2.

Przykªad: Niech G b¦dzie dowoln¡ grup¡. Okre±lmy odwzorowanie φ : G → Aut(G) wzorem
g 7→ Ag, Ag(h) := ghg−1 (poprawno±¢: Ag(hh′) = ghh′g−1 = ghg−1gh′g−1 = Ag(h)Ag(h

′), Ag(e) =
e, A−1

g = Ag−1). Ponadto, samo φ jest homomor�zmem: Agg′ = Ag ◦ Ag′ , Ae = IdG. Jego obraz
Int(G) ⊂ Aut(G) nazywamy grup¡ automor�zmów wewn¦trznych.

Okazuje si¦, »e Int(G) podgrupa normalna w Aut(G): je±li f : G → G dowolny automor�zm, to
f ◦Ag ◦ f−1(h) = f(g[f−1(h)]g−1) = f(g)f [f−1(h)]f(g−1) = Af(g)(h), czyli f ◦ Int(G) ◦ f−1 ⊂ Int(G).

Grup¦ ilorazow¡ Out(G) := Aut(G)/Int(G) nazywamy grup¡ automor�zmów zewn¦trznych grupy
G.

Grupy proste: S¡ to grupy G nie posiadaj¡ce nietrywialnych (czyli ro»ni¡cych si¦ od G i {e})
podgrup normalnych.
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Uwaga: W przypadku grup topologicznych lub Liego w de�nicji grup prostych dopuszczamy istnienie
nietrywialnych normalnych podgrup dyskretnych2. Np. prosta grupa Liego SL(R2) ma nietrywialn¡
dyskretn¡ podgrup¦ normaln¡ {±I}.

To wªa±nie grupy proste s¡ cegieªkami, �daj¡cymi si¦ sklasy�kowa¢�.

2Dyskretno±¢ podgrupy H ⊂ G oznacza dyskretno±¢ H jako przestrzeni topologicznej, czyli istnienie dla ka»dego
punktu h ∈ H otoczenia nie przecinaj¡cego si¦ z otoczeniami innych punktów z H.
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3 Iloczyny proste i póªproste oraz rozszerzenia grup, cz. I

Literatura dodatkowa: [Kir72, Kir76]
Poni»ej okre±limy sposoby �sklejania cegieªek�, czyli budowania z kilku grup jednej, bardziej

skomplikowanej grupy.

Iloczyn prosty grup G1, . . . , Gn: Jest to zbiór G1× · · ·×Gn wyposa»ony w dziaªanie (g1, . . . , gn) ·
(h1, . . . , hn) := (g1h1, . . . , gnhn) z elementem neutralnym (e1, . . . , en) oraz (g1, . . . , gn)−1 := (g−1

1 , . . . ,
g−1
n ). (Poni»ej b¦dziemy nieco nietradycyjnie oznacza¢ elementy iloczynu kartezja«skiego nawiasami
kwadratowymi [ ].)

Przykªad: Grupa GL+(2,R) := {A ∈ Mat(2,R) | detA > 0} jest izomor�czna z R>0 × SL(2,R),
gdzie SL(2,R) := {A ∈ Mat(2,R) | detA = 1}. Rzeczywi±cie, izomor�zm zadajemy wzorem
F : R>0 × SL(2,R)→ GL+(2,R), F ([x,X]) := xX a jego odwrotno±¢ to Z → [

√
detZ,Z/

√
detZ].

Iloczyn póªprosty G2 n G1 grup G2 i G1: Zaªó»my, »e mamy dziaªanie grupy G2 na grupie G1,
�respektuj¡ce struktur¦ grupy� na G1. Innymi sªowy, zadany jest homomor�zm f : G2 → Aut(G1)
(w takiej sytuacji mo»na te» powiedzie¢, »e jest zadana reprezentacja grupy G2 w grupie G1).

Okre±lamy dziaªanie na zbiorze G2×G1: [g2, g1] · [h2, h1] := [g2 ·h2, g1 · fg2h1] (tutaj oznaczyli±my
fg2h1 := f(g2)h1).
�¡czno±¢: ([g2, g1] · [h2, h1]) · [j2, j1] = [g2 · h2, g1 · fg2h1] · [j2, j1] = [(g2 · h2) · j2, (g1 · fg2h1) · fg2·h2j1] =
[g2 ·h2 ·j2, (g1 ·fg2h1)·(fg2◦fh2j1)] = [g2 ·h2 ·j2, g1 ·(fg2h1 ·fg2(fh2j1))] = [g2 ·(h2 ·j2), g1 ·(fg2(h1 ·fh2j1))] =
[g2, g1] · [h2 · j2, h1 · fh2j1] = [g2, g1] · ([h2, h1] · [j2, j1])
Element neutralny: [e2, e1]
Element odwrotny: [g2, g1]−1 := [g−1

2 , fg−1
2
g−1

1 ]
Inne oznaczenie dla G2 nG1 to G2 ×f G1.

Przykªad: Grupa O(R2) liniowych odwracalnych przeksztaªce« ortogonalnych pªaszczyzny eukli-
desowej jest izomor�czna z iloczynem Z2 n SO(R2) grupy Z2 = {±1} z grup¡ obrotów SO(R2).

Rzeczywi±cie, O(R2) jest izomor�czna z grup¡ O(2,R) = {A ∈ Mat(2,R) | AAT = I} = {
[
a b
c d

]
|

a2 + b2 = 1, c2 + d2 = 1, ac+ bd = 0} a SO(R2) z SO(2,R) = {A ∈ O(2,R) | detA = 1}).
Okre±lmy homomor�zm f : {±1} → Aut(SO(2,R)) wzorem 1 7→ Id,−1 7→ L, gdzie L : Oφ 7→

O−φ, tutaj Oφ :=

[
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

]
) jest macierz¡ obrotu o k¡t φ. Zauwa»my, »e L rzeczywi±cie jest

elementem Aut(SO(2,R)): odwzorowanie L : SO(2,R)→ SO(2,R) jest ograniczeniem do SO(2,R)

automor�zmu wewn¦trznego Ag grupy O(2,R), gdzie g =

[
0 1
1 0

]
(�wiczenie: sprawdzi¢ ten fakt).

Ponadto, poniewa» g2 = I, odwzorowanie f jest homomor�zmem.
Zostaªo zbudowa¢ izomor�zm F : Z2 ×f SO(2,R) → O(2,R). Poªó»my σ(1) := 0, σ(−1) := 1

oraz F ([x,X]) := Xgσ(x) (mamy f(x) = Agσ(x)). Wtedy F ([x,X] · [y, Y ]) = F ([xy,XAgσ(x)(Y )]) =

Xgσ(x)Y gσ(x)gσ(xy) = Xgσ(x)Y gσ(x2y) = Xgσ(x)Y gσ(y) = F ([x,X]) · F ([y, Y ]). Homomor�zm od-
wrotny: F−1(Z) := [detZ,Zgσ(detZ)]. (�wiczenie: sprawdzi¢, »e FF−1(Z) = Z oraz F−1F ([x,X]) =
[x,X].)

Przykªad: Grupa GL(2,R) := {A ∈ Mat(n,R) | detA 6= 0}, jest izomor�czna z R∗ n SL(2,R),
gdzie SL(2,R) : {A ∈ Mat(2,R) | detA = 1}, a R∗ to inne oznaczenie dla grupy (R6=0, ·). Rzeczy-
wi±cie, okre±lmy odwzorowanie τ : R∗ → {0, 1}, τ(x) := σ(sign(x)), oraz homomor�zm f : R∗ →
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Aut(SL(2,R)), f(x) := Agτ(x) . Izomor�zm F : R∗ ×f SL(n,R) → GL(n,R) okre±lamy wzorem
F ([x,X]) := xXgτ(x). �wiczenie: zbudowa¢ izomor�zm odwrotny, sprawdzi¢ szczegóªy.

Przykªad: Grupa SE(2,R) := SO(2,R) ×f R2 ruchów pªaszczyzny euklidesowej. Tutaj f :
SO(2,R)→ Aut(R2) standardowe dziaªanie grupy obrotów pªaszczyzny na pªaszczy¹nie.

Uwaga 1: Je±li f jest homomor�zmem trywialnym, to G2 ×f G1
∼= G2 ×G1.

Pytanie 1: Czy bywaj¡ nietrywialne f , dla których te» G2×f G1
∼= G2×G1? Bardziej ogólnie: je±li

f, f ′ : G2 → Aut(G1) dwa homomor�zmy, kiedy istnieje izomor�zm G2 ×f1 G1
∼= G2 ×f2 G1

Uwaga 2: odwzorowanie π : [g2, g1] 7→ g2 : G → G2 jest epimor�zmem grup: π([g2, ∗][h2, ∗]) =
π([g2h2, ∗]) = g2h2 = π([g2, ∗])π([h2, ∗]). St¡d mamy wnioski: a) {e}×G1 = kerπ podgrupa normalna
w G = G2 ×f G1; b) G/G1

∼= G2 (izomor�zm grup).

Pytanie 2: Czy ka»da grupa G posiadaj¡ca podgrup¦ normaln¡ G1 jest izomor�czna z G2 ×f G1,
gdzie f pewien homomor�zm z grupy ilorazowej G2 = G/G1 w grup¦ Aut(G1)?

W celu znalezienia odpowiedzi na to pytanie wprowad¹my kilka nowych poj¦¢.

Ci¡g dokªadny homomor�zmów grup: Jest to ci¡g · · · fk−1→ Gk
fk→ Gk+1 → · · · grup i ich

homomor�zmów taki, »e im fk−1 = ker fk dla ka»dego k.

Krótki ci¡g dokªadny: Jest to ci¡g dokªadny postaci {∗} → G1
ι→ G

π→ G2 → {∗}. W szcze-
gólno±ci mamy: ker ι = {e}, czyli ι jest wªo»eniem (monomor�zmem); imπ = G2, czyli π jest
epimor�zmem; im ι = ker π, czyli podgrupa im ι ∼= G1 jest podgrup¡ normaln¡, a grupa G2 jest
izomor�czna z grup¡ ilorazow¡ G/G1.

Rozszerzenie grupy G2 za pomoc¡ grupy G1: Jest to krótki ci¡g dokªadny postaci

{∗} → G1
ι→ G

π→ G2 → {∗}. (1)

Przykªad: G = G2 ×f G1, ι×(g1) := [e, g1], π×([g2, g1]) := g2.

Równowa»no±¢ rozszerze«: Rozszerzenia {∗} → G1
ι→ G

π→ G2 → {∗} oraz {∗} → G1
ι′→ G′

π′→
G2 → {∗} s¡ równowa»ne, je±li istnieje izomor�zm Q : G→ G′ dla którego nast¦puj¡cy diagram jest
przemienny:

G

Q
��

π

  A
AA

AA
AA

A

{∗} // G1

ι

>>}}}}}}}}
ι′ // G′

π′ // G2
// {∗}

Pytanie 2 teraz mo»na przeformuªowa¢ w nieco w¦»szym kontekscie. Pytanie 2′: czy ka»de rozsze-
rzenie {∗} → G1

ι→ G
π→ G2 → {∗} jest równowa»ne z {∗} → G1

ι×→ G1 ×f G2
π×→ G2 → {∗} dla

pewnego f? Pytanie 1, natomiast, teraz sformuªujemy w nast¦puj¡cy sposób. Pytanie 1′: dla jakich
f, f ′ rozszerzenia {∗} → G1

ι×→ G1 ×f G2
π×→ G2 → {∗} oraz {∗} → G1

ι×→ G1 ×f ′ G2
π×→ G2 → {∗} s¡

równowa»ne? Spróbujemy da¢ na odpowied¹ na te pytania w terminach tzw. kohomologii grupy G2

w szczególnym przypadku abelowej grupy G1.

Zaªo»enie o grupie G1: Od tego momentu zakªadamy, »e G1 jest abelowa. Operacj¦ w G1 b¦dziemy
oznaczali plusem, element neutralny zerem, a element odwrotny minusem (tzw. notacja addytywna).
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Kohomologie grupy G2 o warto±ciach w (abelowej) grupie G1: Niech f : G2 → Aut(G1) usta-
lony homomor�zm. Dowoln¡ funkcj¦ c : Gn

2 → G1 nazywamy n-koªa«cuchem na G2 o warto±ciach G1.
Zbiór n-koªa«cuchów oznaczmy przez Cn(G2, G1) (tworzy on grup¦ abelow¡ ze wzgl¦du na dodawanie
funkcji). Z de�nicji C0(G2, G1) = G1. Okre±lmy odwzorowania di : Ci(G2, G1)→ Ci+1(G2, G1)

d0c(g) := fgc− c, c ∈ G1, g ∈ G2;

d1c(g, h) := fgc(h)− c(gh) + c(g), g, h ∈ G2, c ∈ C1(G2, G1);

d2c(g, h, j) := fgc(h, j)− c(gh, j) + c(g, hj)− c(g, h), g, h, j ∈ G2, c ∈ C2(G2, G1).

�atwo si¦ sprawdza (�wiczenie), »e 1) di jest homomor�zmem grup; 2) di+1di = 0. Z 2) mamy
wniosek: im di ⊂ ker di+1. Mówimy, »e Zi(G2, G1) := ker di jest i-t¡ grup¡ kocykli, Bi(G2, G1) :=
im di jest i-t¡ grup¡ kobrzegów, a H i(G2, G1) := ker di/ im di−1 jest i-t¡ grup¡ kohomologii grupy G2

(�o warto±ciach w G1�, lub, bardziej dokªadnie, �w reprezentacji f �).
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4 Iloczyny proste i póªproste oraz rozszerzenia grup, cz. II

Próba odpowiedzi na pytanie 2′: Rozwa»my rozszerzenie (1). Najpierw zauwa»my, »e w tej
sytuacji mamy jednoznacznie okre±lone dziaªanie G2 na G1, czyli homomor�zm f : G2 → Aut(G1).
Istotnie, ka»dy element g ∈ G okre±la automor�zm wewn¦trzny Ag, który zachowuje podgrup¦ G1

poniewa» ona jest normalna. Czyli mamy homomor�zm F : G → Aut(G1), g 7→ Ag|G1 . Elementy
z G1 le»¡ w j¡drze tego homomor�zmu, bo G1 jest abelowa, czyli F �przepuszcza si¦� przez G/G1.
Innymi sªowy istnieje jedyny f : G2 → Aut(G1) taki, »e nast¦puj¡cy diagram jest przemienny:

G

π
��

F

%%LL
LLL

LLL
LLL

G/G1
f // Aut(G1)

.

Nast¦pnie, wybierzmy ci¦cie odwzorowania π (czyli takie odwzorowanie s : G2 → G, »e πs = IdG2)
o wªasno±ci s(e2) = 0. Wybór takiego ci¦cia jest równowa»ny wyborowi jednego przedstawiciela s(g2)
w ka»dej warstwie π−1(g2), g2 ∈ G2, co, z kolei, jest równowa»ne uto»samieniu zbiorów G i G2×G1 a
odwzorowa« ι, π z wªo»eniem ι× : g1 7→ [e, g1] : G1 → G2×G1 oraz z rzutem π× na pierwsz¡ skªadow¡
odpowiednio. (Istotnie, je±li g2 ∈ G2, h ∈ π−1(g2) = G1s(g2), to istnieje jedyne g1 := h(s(g2))−1 ∈ G1

takie, »e h = g1s(g2). Punkt h uto»samiamy z par¡ [g2, g1].)

Dalej zakªadamy, »e G = G2×G1 (jako zbiór) i pytamy jakie mno»enia (dziaªania grupowe) w G2×G1

s¡ dopuszczalne, czyli takie, »e odwzorowania ι×, π× s¡ homomor�zmami grup.

Lemat Dopuszczalne mno»enia s¡ postaci

[g2, g1][h2, h1] = [g2h2, g1 + fg2h1 + c(g2, h2)], (2)

gdzie c(e, e) = 0 oraz c ∈ Z2(G2, G1), czyli jest kocyklem. Ponadto, je±li c, c′ s¡ dwoma kocyklami
odpowiadaj¡cymi równowa»nym rozszerzeniom, to c− c′ ∈ B2(G2, G1), czyli istnieje q ∈ C1(G2, G1)
o wªasno±ci c− c′ = dq. Przy tym q(e) = 0.

Uwaga:
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Dowód: Sposób uto»samienia G z G2 ×G1 implikuje wzór

[e, h1][g2, g1] = [g2, g1 + h1], gi, hi ∈ Gi.

Istotnie, element h1 ∈ π−1(e2) uto»samia si¦ z [e, h1(s(e2))−1] = [e, h1], element g ∈ π−1(g2) uto»samia
si¦ z [g2, g(s(g2))−1] = [g2, g1] (tutaj g1 := g(s(g2))−1), sk¡d element h1g ∈ π−1(e2g2) = π−1(g2)
uto»samia si¦ z [g2, h1g(s(g2))−1] = [g2, h1g1] = [g2, h1 + g1].

Z kolei, sposób zadania homomor�zmu f daje

[g2, g1][e, h1][g2, g1]−1 = [e, fg2h1].

Fakt, »e π jest homomor�zmem oznacza w szczególno±ci, »e

[g2, 0][h2, 0] = [g2h2, c(g2, h2)]

dla pewnego c ∈ C2(G2, G1). U»ywaj¡c tych wzorów dostajemy

[g2, g1][e, h1] = [g2, g1][e, h1][g2, g1]−1[g2, g1] = [e, fg2h1][g2, g1] = [g2, g1 + fg2h1]

oraz

[g2, g1][h2, h1] = [g2, g1][e, h1][h2, 0] = [g2, g1 + fg2h1][h2, 0] = [e, g1 + fg2h1][g2, 0][h2, 0] =

[e, g1 + fg2h1][g2h2, c(g2, h2)] = [g2h2, g1 + fg2h1 + c(g2, h2)].

Poniewa» ι× ma by¢ homomor�zmem, mamy ι×(g1)ι×(h1) = [e, g1][e, h1] = [e, g1+feh1+c(e, e)] =
[e, g1 + h1] = ι×(g1 + h1). St¡d c(e, e) = 0.

Teraz sprawd¹my warunek kocyklu:

([g2, 0][h2, 0])[j2, 0] = [g2h2, c(g2, h2)][j2, 0] = [g2h2j2, c(g2, h2) + c(g2h2, j2)]

[g2, 0]([h2, 0][j2, 0]) = [g2, 0][h2j2, c(h2, j2)] = [g2h2j2, fg2c(h2, j2) + c(g2, h2j2)].

Równowa»no±¢ Q : G2×G1 → G2×G1 rozszerze« odpowiadaj¡cych kocyklom c i c′ oznacza istnienie
odwzorowania q : G2 → G1 takiego, »e 1) Q([g2, g1]) = [g2, g1 + q(g2)] 2) Q jest homomor�zmem.
Warunek 2) implikuje nast¦puj¡ce równo±ci:

Q([g2, 0][h2, 0]) = Q([g2h2, c(g2, h2)]) = [g2h2, c(g2, h2) + q(g2h2)] =

Q([g2, 0])Q([h2, 0]) = [g2, q(g2)][h2, q(h2)] = [g2h2, q(g2) + fg2q(h2) + c′(g2, h2)].

St¡d c(g2, h2)− c′(g2, h2) = fg2q(h2)− q(g2h2) + q(g2).
Mamy te» 0 = c(e, e)− c′(e, e) = q(e)− q(e) + q(e) = q(e). �

Uwaga: Je±li kocykl c jest kobrzegiem, czyli c = dq dla pewnego q ∈ C1(G2, G1), to odwzoro-
wanie s′ : g2 7→ [g2,−q(g2)] : G2 → G2 × G1 jest homomor�zmem. Istotnie, wyra»enie s′(g2h2) =
[g2h2,−q(g2h2)] jest równe s′(g2)s′(h2) = [g2,−q(g2)][h2,−q(h2)] = [g2h2,−q(g2)−fg2q(h2)+c(g2, h2)]
wskutek de�nicji dq.

Rozpoznawanie iloczynów póªprostych w±ród wszystkich rozszerze«: Rozszerzenie (1) jest
równowa»ne z {∗} → G1→G1 ×f G2→G2 → {∗} je±li i tylko je±li odwzorowanie π posiada ci¦cie
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s′ : G2 → G b¦d¡ce homomor�zmem grup. Istotnie, poprzez wybór ci¦cia s : G2 → G (nie b¦d¡cego
w ogólno±ci homomor�zmem) uto»samiamy G z G2 × G1 a samo s z odwzorowaniem g2 7→ [g2, 0].
Równowazno±¢ z iloczynem póªprostym G1 ×f G2 oznacza trywialno±¢ kocyklu c (czyli istnienie q
takiego, »e c = dq) i homomor�czno±¢ �nowego� ci¦cia s′ : g2 7→ [g2,−q(g2)].

Uwaga: Element q ∈ C1(G2, G1) taki, »e dq = c jest okre±lony z dokªadno±ci¡ do dodawania elemen-
tów kobrzegowych da (tutaj a ∈ G1, da(g2) = fg2a− a). Ci¦cie s′′ : G2 → G, s′′(g2) := [g2,−q(g2)−
da(g2)], jest otrzymane z ciecia s′ zastosowaniem automor�zmu wewn¦trznego Aa : G → G, czyli
s′′ = Aa ◦ s′. Istotnie, [e, a][g2,−q(g2)][e, a]−1 = [g2, a− q(g2)][e,−a] = [g2, a− q(g2)− fg2a].

Przykªad rozszerzenia nie bed¡cego iloczynem póªprostym: Rozwa»my tzw. grup¦ Heisen-
berga skªadaj¡c¡ si¦ z macierzy postaci  1 a b

0 1 c
0 0 1

 .
Jasne, »e jako zbiór ona mo»e by¢ uto»samiona z R3. Mno»enie natomiast jest zadawane nast¦pu-
j¡cym wzorem: [x, y, z][x′, y′, z′] = [x + x′, y + y′ + xz′, z + z′]. Jest to rozszerzenie grupy abelowej
G2 = (R2,+) za pomoc¡ grupy abelowej G1 = (R,+) z kocyklem c([x, z], [x′, z′]) := xz′ (i trywialnym
dziaªaniem f). Kocykl ten nie mo»e by¢ kobrzegiem: kobrzeg dq(g, h) = q(h)−q(gh)+q(g) na grupie
abelowej jest funkcj¡ symetryczn¡ argumentów g, h. Kocykl c, natomiast, funkcj¡ symetryczn¡ nie
jest.

W szczególno±ci z tego wynika te», »e grupa kohomologii H2(C2, C1) jest nietrywialna.

Uwaga: Powy»szy lemat pokazuje, »e grupa kohomologii H2(G2, G1) jest w bijekcji z klasami
równowa»no±ci rozszerze« grupy G2 za pomoc¡ grupy G1.

�wiczenie: Pokaza¢, »e klasy �autorównowa»no±ci� rozszerzenia (1) modulo �autorównowa»no±ci�
pochodz¡ce z automor�zmów wewn¦trznych Aa, gdzie a ∈ G1, s¡ w bijekcji z grup¡ H1(G2, G1).

Odpowied¹ na pytanie 1′: Poniewa» homomor�zm f : G2 → Aut(G1) jest jednoznacznie wyzna-
czony przez rozszerzenie (1), rozszerzenia {∗} → G1

ι×→ G1 ×f G2
π×→ G2 → {∗} oraz {∗} → G1

ι×→
G1 ×f ′ G2

π×→ G2 → {∗} s¡ równowa»ne wtedy i tylko wtedy, gdy f = f ′.

Zadania na ¢wiczenia. Inne spojrzenie na dziaªanie grupy na zbiorze: Niech ν : G×X → X b¦dzie
lewym dziaªaniem grupy G na zbiorze X. Pokaza¢, »e: 1) przy ustalonym g ∈ G odwzorowanie
x 7→ ν(g, x) : X → X jest bijekcj¡, czyli ν(g, ·) ∈ SX ; 2) odwzorowanie g 7→ ν(g, ·) : G → SX jest
homomor�zmem grup. Odwrotnie, ka»dy homomor�zm f : G→ SX zadaje dziaªanie ν : G×X → X
wedªug wzoru ν(g, x) := fgx (tutaj fg := f(g)).

�Dziaªanie z kocyklem�: Niech f : G2 → Aut(G1) b¦dzie homomor�zmem, a q ∈ Z1(G2, G1) pewnym
kocyklem. Pokaza¢, »e odwzorowanie f̃ : G2 → SG1 , f̃g2g1 := fg2g1 + q(g2), jest homomor�zmem,
czyli zadaje dziaªanie G2 na G1 za pomoc¡ �przeksztaªce« a�nicznych�.

Przykªad 1: Niech G2 := (Rn,+), G1 := (Rm,+) i niech f : G2 → Aut(G1) homomor�zm trywialny.
Pokaza¢, »e ka»dy operator liniowy q : Rn → Rm jest kocyklem. Znale¹¢ orbit¦ i stabilizator ka»dego
punktu x ∈ Rm ze wzgl¦du na �dziaª¡nie z kocyklem� f̃ .

Przykªad 2: Niech G2 := SO(2,R), G1 := (R2,+) i niech f : G2 → Aut(G1) dziaªanie naturalne.
Rozwa»my kocykl q = da b¦d¡cy kobrzegiem (tutaj a ∈ G1, q(g2) := fg2a − a, g2 ∈ G2). Opisa¢
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�dziaªanie z kocyklem� f̃ . Odpowied¹: dziaªanie f̃ polega na obrotach pªaszczyzny wokóª elementu
−a.
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5 Elementy teorii grup krystalogra�cznych

Literatura dodatkowa:[Szc]3

Dygresja o topologii

Przestrze« topologiczna: Zbiór X wraz z rodzin¡ podzbiorów {Uα}α∈A nazywanych otwartymi o
wªasno±ciach:

1. zbiory ∅ oraz X s¡ otwarte;

2. zbiór
⋃
α∈B jest otwarty dla dowolnego podzbioru B ⊂ A

3. przeci¦cie sko«czonej liczby zbiorów otwartych jest zbiorem otwartym.

Rodzin¦ {Uα}α∈A nazywamy topologi¡ na X.

Przykªad 1: Rodzina zbiorów otwartych w dowolnej przestrzeni metrycznej.

Przykªad 2: Topologia dyskretna skªada si¦ ze wszystkich podzbiorów zbioru X.

Przykªad 3: Niech X przestrze« topologiczna, Y ⊂ X pewien podzbiór. Topologia indukowana na
Y skªada si¦ ze wszystkich przeci¦¢ zbiorów otwartych w X z podzbiorem Y .

Odwzorowanie ci¡gªe φ : X → Y pomi¦dzy przestrzeniami topologicznymi: jest to odwzorowanie
takie, »e przeciwobraz dowolnego zbioru otwartego (w Y ) jest otwarty (w X).

Podzbiór zwarty K ⊂ X: Jest to podzbiór o tej wªasno±ci, »e z dowolnego pokrycia
⋃
α∈B Uα ⊃ K

zbiorami otwartymi mo»na wybra¢ podpokrycie sko«czone.

Topologia ilorazowa: Niech X b¦dzie przestrzeni¡ przestrze« topologiczn¡, a R ⊂ X × X relacj¡
równowa»no±ci. ZbiórX/R = X/∼ klas równowa»no±ci posiada naturaln¡ topologi¦ zwan¡ ilorazow¡.
Jest to najmocniejsza (czyli �najbogatsza�) topologia na X/R, w której rzut naturalny π : X → X/R
jest ci¡gªy. Zbiór U ⊂ X/R jest w niej otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy π−1(U) jest otwarty w X.

Przykªad: Niech X = R2 i niech (a, b) ∼ (c, d)
def⇐⇒ a = c. Wtedy X/ naturalnie uto»samia si¦ z

R, a topologia ilorazowa pokrywa si¦ ze standardow¡ topologi¡ na R.

Uwaga: Je±li grupa G dziaªa na zbiorze X, to relacja a ∼ b
def⇐⇒ ∃g ∈ G a = gb jest relacj¡

równowa»no±ci (�wiczenie: sprawdzi¢). Zbiór X/ ∼ (oznaczany przez X/G) jest zbiorem orbit
dziaªania G na X.

Przykªad: Niech X = R2 i niech grupa SO(2,R) dziaªa w sposób naturalny na X. Wtedy prze-
strze« orbit X/G z topologi¡ ilorazow¡ jest promieniem {x ∈ R | x ≥ 0}. Je±li Cn ⊂ SO(2,R) jest
grup¡ cykliczn¡ generowan¡ przez obrót o k¡t 2π/n, to X/Cn jest sto»kiem.

Grupa euklidesowa: Niech Rn b¦dzie wyposa»one w standardowy iloczyn skalarny (|). Odwzo-
rowanie φ : Rn → Rn o wªasno±ci (φ(x)|φ(y)) = (x|y) ∀x, y ∈ Rn nazywamy izometri¡. �wiczenie:
sprawdzi¢, »e izometrie tworz¡ grup¦ wzgl¦dem zªo»enia odwzorowa«.

Lemat Ka»da izometria φ : Rn → Rn jest superpozycj¡ ta ◦ A przeksztaªcenia ortogonalnego A ∈
O(Rn) i translacji ta : Rn → Rn, x 7→ x+ a, a ∈ Rn.

3Zob. tak»e http://pl.wikipedia.org/wiki/Krystalogra�a, http://en.wikipedia.org/wiki/Wallpaper_group
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Dowód: ¢wiczenie.
Grup¦ izometrii nazywamy grup¡ euklidesow¡ i oznaczamy E(Rn).

Lemat Grupa E(Rn) jest izomor�czna z iloczynem póªprostym O(n,R) nRn =: E(n,R).

Dowód: Niech [A] b¦dzie macierz¡ odwzorowania A w dowolnej bazie ortonormalnej, a [a] kolumn¡
wspóªrz¦dnych elementu a. Okre±lmy odwzorowanie ta ◦ A 7→ ([A], [a]) : E(Rn) → O(n,R) × Rn.
Dla x ∈ Rn mamy (tb ◦ B) ◦ (ta ◦ A)x = (tb ◦ B)(Ax + a) = BAx + Ba + b, wiec zªo»enie izometrii
indukuje nast¦puj¡ce dziaªanie grupowe na O(n,R) × Rn: ([B], [b])([A], [a]) := ([B][A], [B][a] + [b]).
�

Poni»ej pod grup¡ euklidesow¡ b¦dziemy rozumie¢ grup¦ E(n,R).

Kozwarta grupa Γ ⊂ E(n,R): Jest to podgrupa grupy euklidesowej taka, »e przestrze« orbit Rn/Γ
jest zwarta.

Przykªad: Podgrupa Γ = {ta | a ∈ Zn ⊂ Rn} ∼= Zn translacji caªkowitoliczbowych jest kozwarta.
Przestrze« orbit Rn/Zn jest torusem n-wymiarowym.

Obszar fundamentalny: Niech Γ ⊂ E(Rn) b¦dzie dowoln¡ podgrup¡. Podzbiór F ⊂ Rn nazywamy
obszarem fundamentalnym dziaªania Γ na Rn, je±li⋃

g∈Γ

gF = Rn

oraz g int(F ) ∩ g′ int(F ) = ∅ dla g 6= g′. Tutaj int(F ) jest zbiorem punktów wewn¦trznych zbioru F ,
czyli takich punktów p ∈ F , które posiadaj¡ otoczenie otwarte (czyli zbiór otwarty U 3 p) zawarte
w F .

Przykªad: Kwadrat domkni¦ty o boku 1 jest obszarem fundamentalnym dla dziaªania grupy Γ =
Zn. Obszarem fundamentalnym dla dziaªania sko«czonej grupy obrotów Cn jest domkni¦ty wycinek
nieograniczony o k¡cie 2π/n.

Krystalogra�czna grupa Γ wymiaru n: Jest to dyskretna4 i kozwarta podgrupa grupy euklide-
sowej E(n,R).

Przykªad: Γ = Zn.

Twierdzenie (Bieberbacha)

1. Je»eli Γ ⊂ E(n,R) jest grup¡ krystalogra�czn¡, to jej zbiór translacji Γt := Γ ∩ (I × Rn) jest
normaln¡ podgrup¡ abelow¡ sko«czonego indeksu (ostatnie oznacza, »e grupa ilorazowa Γ/Γt
jest sko«czona). Ponadto, Γt jest maksymalna podgrup¡ abelow¡ w Γ (czyli nie zawiera si¦ w
»adnej wi¦kszej podgrupie abelowej) i jest izomor�czna z Zn.

2. Dla ka»dego n istnieje sko«czona liczba klas izomor�zmu grup krystalogra�cznych wymiaru n.

3. Dwie grupy krystalogra�czne wymiaru n s¡ izomofriczne wtedy i tylko wtedy, gdy s¡ sprze»one
w grupie A(n,R) a�nicznych przeksztalce« Rn.

4Zob. de�nicj¦ podgrupy dyskretnej w przypisie na ko«cu Wykªadu 2. Równowa»na de�nicja: podzbiorem dyskret-
nym w przestrzeni topologicznej X nazywamy taki podzbiór Y ⊂ X, »e topologia indukowana na Y jest dyskretn¡.
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(Bez dowodu.)
Z punktu 1 wynika, »e grupy krystalogra�czne posiadaj¡ zwarte obszary fundamentalne. To

stanowi podstaw¦ ich zastosowa« w krystalogra�i: ciaªo staªe jest krysztaªem (w odró»nieniu od
�kwazikrysztaªów� i ciaª amor�cznych), je±li jego struktura atomowa jest okresowym powtórzeniem
ograniczonego �kawaªka� tej struktury.

Przykªad: Grupa Z1 := {t(n,0) | n ∈ Z} ⊂ E(2,R) nie ma zwartego obszaru fundamentalnego.

Twierdzenie (Zassenhausa) Grupa Γ jest izomor�czna z grup¡ krystalogra�czn¡ wymiaru n wtedy
i tylko wtedy, gdy ma normaln¡ podgrup¦ abelow¡ sko«czonego indeksu izomor�czn¡ z Zn, b¦d¡c¡
maksymaln¡ podgrup¡ abelow¡.

Dowód: Jedna z implikacji jest punktem 1 twierdzenia Bieberbacha.
�eby udowodni¢ drug¡ rozwa»my nast¦puj¡cy diagram przemienny:

{∗} // Zn

ι1

��

// Γ

ι2
��

// G

||
��

// {∗}

{∗} // Rn

||
��

// Γ̃

ι4

��

// G

ι3

��

// {∗}

{∗} // Rn // A(n,R) // GL(n,R) // {∗},

którego skªadniki okre±limy poni»ej.
W pierwszym wierszu G := Γ/Zn, czyli mamy rozszerzenie odpowiadaj¡ce wªo»eniu podrgupy

normalnej Zn w grup¦ Γ i rzutowi na odpowiedni¡ grup¦ ilorazow¡. Grup¦ Γ̃ okre±lmy jako iloczyn
póªprosty GnRn, a odwzorowanie ι1, jako wªo»enie standardowe. Przypomnijmy sobie, »e pierwszy
wiersz jednoznacznie okre±la homomor�zm grup f : G → Aut(Zn) (wybieramy ci¦cie s : G → Γ i
okre±lamy f(g) jako As(g)|Zn). Zauwa»my, »e Aut(Zn) = GL(n,Z) (ostanie wyra»enie oznacza grup¦
takich macierzy odwracalnych X, »e X i X−1 maj¡ wspóªczynniki caªkowite5) i oznaczmy przez f̃
zªo»enie f : G→ GL(n,Z) ↪→ GL(n,R) = Aut(Rn), gdzie ↪→ jest wªo»eniem naturalnym.

�eby okre±li¢ odwzorowanie ι2 najpierw zróbmy uto»samienie zbiorów φs : Γ→ G×Zn (za pomoc¡
ci¦cia s). Przypomnijmy równie», »e rozszerzenie z pierwszego wiersza zadaje kocykl c ∈ Z2(G,Zn)
(odpowiadaj¡cy homomor�zmowi f) okre±lony z dokªadno±ci¡ do dodawania kobrzegów. Poniewa»
ka»dy kocykl na G o warto±ciach w Zn mo»e by¢ uwa»any za kocykl na G o warto±ciach w Rn (ostatni
oznaczmy przez c̃), na iloczynie kartezja«skim G × Rn mamy struktur¦ grupy, zadan¡ wzorem (2)
(zob. lemat o dopuszczalnych mno»eniach z poprzedniego wykªadu) z homomor�zmem f̃ i kocyklem
c̃.

Nat¦pnie skorzystamy z faktu, »e H2(G,Rn) = 0, który przyjmiemy bez dowodu. Fakt ten mówi,
»e ka»dy 2-kocykl na G o warto±ciach w Rn jest kobrzegiem. W szczególno±ci istnieje q ∈ C1(G,Rn)

5izomor�zm grupy Aut(Zn) z grup¡ GL(n,Z) buduje si¦ w sposób nast¦puj¡cy. Niech e1, . . . , en ∈ Zn ⊂ Rn

b¦d¡ elementami bazy standardowej. Wtedy ka»dy φ ∈ Aut(Zn) reprezentuje si¦ w sposób jednoznaczny macierz¡
o wyrazach caªkowitych, której kolumny s¡ wspóªczynnikami rozkªadu φ(ej) po tej »e bazie. Macierz odwrotna
b¦dzie miaªa wyrazy caªkowite, poniewa» odwzorowanie φ−1 rozumiane jako odwzorowanie Rn → Rn zachowuje krat¦
Zn ⊂ Rn, w szczególno±ci φ−1(ej) musz¡ mie¢ wspóªczynniki caªkowite rozkªadu po bazie standardowej. Zauwa»my,
»e ka»dy inny wybór bazy Ae1, . . . , Aen, gdzie A ∈ GL(n,Z), zadaje inny izomor�zm Aut(Zn) ∼= GL(n,Z).
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taki, »e dq = c̃. Z ogólnej teorii wiemy, »e q okre±la pewn¡ bijekcj¦ G × Rn → G × Rn, zadaj¡c¡
izomor�zm wy»ej okre±lonej grupy G × Rn z iloczynem póªprostym Γ̃ := G ×f̃ Rn. Oznaczmy t¦

bijekcj¦ przez ι̃2, a ι2 okre±lmy jako zªo»enie G = G× Zn ↪→ G× Rn ι̃2→ Γ̃.
Teraz poªó»my ι3 := f̃ i zauwa»my, »e maksymalno±¢ podgrupy abelowej Zn implikuje monomor-

�czno±¢ odwzorowania f̃ . Istotnie, je±li g ∈ G jest nietrywialnym elementem nale»¡cym do j¡dra
f , to As(g) zostawia ka»dy element z Zn na miejscu, czyli s(g) komutuje z Zn. Wtedy podgrupa
generowana przez Zn i s(g) jest abelowa. Z drugiej strony s(g) 6∈ Zn (bo s(g) le»y w nietrywialnej
warstwie), co przeczy maksymalno±ci Zn.

Wreszcie okre±limy odwzorowanie ι4. Grupa A(n,R) a�nicznych przeksztaªce« przestrzeni Rn

jest iloczynem póªprostym GL(n,R)nRn (dowód jest analogiczny jak w przypadku grupy euklideso-
wej). Odwzorowanie ι4 jest naturalnym wªo»eniem jednego iloczynu póªprostego (G×ι3 Rn) w drugi
(GL(n,R) nRn).

Poniewa» wszystkie odwzorowania ιj s¡ monomor�zmami, mamy wªo»enie grupy Γ w grup¦
A(n,R). Zostaªo pokaza¢, »e tak naprawd¦ G le»y w O(n,R) ⊂ GL(n,R). To wynika z nast¦-
puj¡cego lematu, który udowodnimy w teorii reprezentacji.

Lemat Ka»da sko«czona grupa macierzy n × n o wyrazach rzeczywistych jest sprz¦»ona do grupy
macierzy ortogonalnych.

Z lematu tego wynika, »e Γ jest izomor�czna z podgrup¡ w E(n,R). Dyskretno±¢ tej podgrupy
wynika z tego, »e jako zbiór jest ona iloczynem prostym zbioru sko«czonego G oraz podzbioru dys-
kretnego Zn ⊂ Rn. Kozwarto±¢, z kolei, wynika z tego, »e Γt ∼= Zn (t¦ implikacj¦ przyjmujemy bez
dowodu). �

Algorytm Zassenhausa klasy�kacji grup krystalogra�cznych: Powy»szy dowód sugeruje
pewn¡ metod¦ klasy�kacji grup krystalogra�cznych. Skªada si¦ ona z nast¦puj¡cych kroków:

1. Opisa¢ wszystkie sko«czone podgrupy G grupy GL(n,Z) (z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu).

2. Opisa¢ wszystkie wªo»enia ι : G→ GL(n,Z) ∼= Aut(Zn), czyli dziaªania wierne (z dokªadno±ci¡
do równowa»no±ci).

3. Obliczy¢ H2(G,Zn) dla wszystkich grup z p. 1 i dla wszystkich dziaªa« z p. 2.

4. Okre±li¢ które z grup otrzymanych za pomoc¡ odpowiednich kocykli s¡ izomor�czne (rozsze-
rzenia odpowiadaj¡ce ró»nym elementom H2(G,Zn) s¡ nierównowa»ne, ale odpowiednie grupy
mog¡ by¢ izomor�czne).

Ilustracja algorytmu Zassenhausa dla grup �tapetowych� Grupami tapetowymi nazywamy
grupy krystalogra�czne wymiaru n = 2. Nast¦puj¡cy lemat opisuje wynik 1-go i 2-go kroku algo-
rytmu.

Lemat (Ograniczenie krystalogra�czne). Niech G ⊂ GL(2,Z) b¦dzie podgrup¡ sko«czon¡. Wtedy
G jest izomor�czna z jedn¡ z nast¦puj¡cych grup

{I}, C2, C3, C4, C6, D2, D3, D4, D6.

Przy tym grupa C2 ma 3 nierównowa»ne wªo»enia, a grupy D2 i D3 ma ich 2.
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Lemat ten przyjmujemy bez dowodu, ale spróbujmy zrobi¢ nast¦puj¡ce �wiczenie: znale¹¢ (cho-
cia»by jedno) wªo»enie grup C3, C6 w GL(2,Z).

Trzy nierównowa»ne wªo»enia grupy C2 = {e, v} w GL(2,Z) zadaj¡ si¦ wzorami v 7→ Mi, i =

1, 2, 3, gdzie M1 :=

[
−1 0
0 −1

]
,M2 :=

[
0 1
1 0

]
,M3 :=

[
1 0
0 −1

]
odpowiednio.

Zadanie na ¢wiczenia: Obliczy¢ grup¦ H2(C2,Z2) dla trzech powy»szych dziaªa« C2 na Z2 i
zbudowa¢ odpowiednie grupy tapetowe.

Rozwi¡zanie: Rozwa»my warunek kocyklu c ∈ Z2(G,G1):

fgc(h, j)− c(gh, j) + c(g, hj)− c(g, h) = 0, g, h, j ∈ G.

Podstawiaj¡c g, e, e lub e, e, j zamiast g, h, j otrzymujemy odpowiednio

fgc(e, e) = c(g, e), c(e, j) = c(e, e).

W szczególno±ci z tych wzorów wynika, »e do tego, »eby okre±li¢ 2-kocykl c na grupie dwuelementowej

G = C2 = {e, v} wystarczy okre±li¢ c(e, e) oraz c(v, v).
Zobaczmy, jakie ograniczenia na elementy c(e, e), c(v, v) grupy G1 nakªada warunek kocyklu. �atwo

sprawdzi¢, »e jedyne niezale»ne ograniczenie otrzymujemy, gdy podstawiamy v, v, v zamiast g, h, j:

fvc(v, v)− c(e, v) + c(v, e)− c(v, v) = 0

(tutaj skorzystali±my z tego, »e v2 = e), lub, z uwzgl¦dnieniem powy»szych wzorów:

fvc(v, v)− c(e, e) + fvc(e, e)− c(v, v) = 0. (3)

Podobnie, ka»dy 1-koªa«cuch q ∈ C1(C2, G1) okre±lony jest przez zadanie q(e) oraz q(v), a z de�nicji

�ró»niczki� d mamy

dq(e, e) = q(e)− q(e) + q(e) = q(e), dq(g, g) = fgq(g)− q(e) + q(g).

NiechG := C2, G1 := Z2, c(e, e) := (a, b), c(v, v) := (r, s), q(e) := (m,n), q(v) := (k, l), a, b, r, s,m, n, k, l ∈
Z.

Przypadek 1: f : C2 → GL(2,Z), fv := M1. Wtedy warunek kocyklu (3) implikuje wi¡z (−r,−s) − (a, b) +
(−a,−b)− (r, s) = 0, sk¡d r = −a, s = −b. Zbadajmy, czy kocykl c mo»e by¢ kobrzegiem dq:

(a, b) = c(e, e) = dq(e, e) = q(e) = (m,n), (r, s) = c(v, v) = dq(v, v) = (−k,−l)− (m,n) + (k, l) = (−m,−n).

Czyli, je±li okre±limy q(e) := (a, b), a q(v) dowolnie, b¦dziemy mieli c = dq. Innymi sªowy H2(C2,Z2) = 0 w

tym przypadku.

Odpowiednia grupa tapetowa naprzykªad mo»e by¢ generowana przez elementy t(0,0) ◦M1, t(1,0), t(0,1) i

by¢ grup¡ symetrii poni»szej �tapety�
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Przypadek 2: f : C2 → GL(2,Z), fv := M2. Wtedy (s, r)− (a, b) + (b, a)− (r, s) = 0, sk¡d a+ r = b+ s. Czy
kocykl c mo»e by¢ kobrzegiem dq?

(a, b) = c(e, e) = dq(e, e) = q(e) = (m,n), (r, s) = c(v, v) = dq(v, v) = (l, k)−(m,n)+(k, l) = (k+l−m, k+l−n).

Okre±lmy q(e) wzorem q(e) := (a, b), a q(v) := (k, l) tak, »eby k + l = a + r = b + s. Wtedy c = dq, czyli
H2(C2,Z2) = 0 i w tym przypadku.

Przykªadowa grupa tapetowa jest generowana przez elementyM2, t(1,0) i jest grup¡ symetrii nast¦puj¡cej

�tapety�

Przypadek 3: f : C2 → GL(2,Z), fv := M3. Wtedy (r,−s)− (a, b) + (a,−b)− (r, s) = 0, sk¡d s = −b. Czy
kocykl c mo»e by¢ kobrzegiem dq?

(a, b) = c(e, e) = dq(e, e) = q(e) = (m,n), (r,−b) = c(v, v) = dq(v, v) = (k,−l)−(m,n)+(k, l) = (2k−m,−n).

Spróbujmy okre±li¢ q wzorami q(e) := (a, b), q(v) := (k, l) tak, »eby 2k − a = r. Wida¢, »e a + r musi by¢

liczb¡ parzyst¡. St¡d naprzykªad kocykl c zadany przez c(e, e) = (0, 1), c(v, v) = (1,−1) jest kohomologicznie

nietrywialny, czyli nie istnieje q ∈ C1(C2,Z2) takiego, »e dq = c!
�atwo te» zrozumie¢, »e ka»dy kocykl c ∈ Z1(C2,Z2) rozumiany jako element Z1(C2,R2) jest kohomolo-

gicznie trywialny (por. dowód twierdzenia Zassenhausa), bo k obliczamy ze wzoru k = (r + a)/2.
Obliczmy grup¦ H2(C2,Z2) (czyli ile jest tych kocykli nietrywialnych). Ka»dy kocykl wyznacza si¦

jednoznacznie przez liczby a, b, r, mamy wi¦c, Z2(C2,Z2) ∼= Z3. Z kolei, B2(C2,Z2) = {(a, b, 2k − a) |
a, b, k ∈ Z} = {(a, b, x) | a + x ∈ 2Z}. Zauwa»my, »e B2(C2,Z2) ⊂ Z2(C2,Z2) jest j¡drem epimor�zmu

Z3 → Z/2Z, (a, b, x) 7→ [a + x], gdzie [a + x] jest klas¡ parzysto±ci liczby a + x. Ostatecznie, H2(C2,Z2) ∼=
Z/2Z ∼= C2.

W przypadku 3 mamy 2 nieizomor�czne grupy tapetowe odpowiadaj¡ce 2 elementom grupy H2. Jedna,

odpowiadaj¡ca kocyklowi trywialnemu, przykªadowo jest generowana przez M3, t(2,0), t(1,0) i jest grup¡ sy-

metrii �tapety�

Druga, odpowiadaj¡ca kocyklowi nietrywialnemu, naprzykªad mo»e by¢ generowana przez t(1/2,0) ◦M3, t(0,1)

i jest grup¡ symetrii �tapety�
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Jak �zobaczy¢� nietrywialny kocykl c? Najpierw zauwa»my, »e elementy grupy Γ s¡ kombinacjami

pk1ql1 · · · pkmqlm , gdzie ki, li ∈ Z, a p = t(0,1), q = t((1/2),0) ◦ M3 s¡ wy»ej wymieniomymi generatorami.

Poniewa», jak ªatwo sprawdzi¢ q2 = t(1,0),M3 ◦ t(1/2,0) = t(1/2,0) ◦M3 oraz M3 ◦ p = t(0,−1) ◦M3, ka»dy

element grupy Γ jest postaci t(n,l) lub t(n/2,l) ◦M3, gdzie n, l ∈ Z.
Przypomnijmy (zob. dowód lematu o dopuszczalnych mno»eniach w iloczynie kartezja«skim G2 × G1),

»e warto±¢ kocyklu c(g, h) mo»na �odczyta¢� z mno»enia elementów postaci (g, 0), (h, 0) w iloczynie karte-

zja«skim. Wybierzmy ci¦cie s : C2 → Γ naprzykªad tak: e
s7→ t(0,1), v

s7→ t(1/2,0) ◦M3. Taki wybór ci¦cia daje

nam uto»samienie t(0,1) 7→ (e, (0, 0)), t(1/2,0) ◦M3 7→ (v, (0, 0)) i, jako wniosek, nast¦puj¡ce uto»samienie Γ

(jako zbioru) z C2 × Z2: t(n,l)
ψ7→ (e, (n, l − 1)), t(n/2,l) ◦M3

ψ7→ (v, (n− 1, l)) (tutaj n, l ∈ Z). Mamy

(e, (0, 0))(e, (0, 0)) = ψ(t(0,1))ψ(t(0,1)) = ψ(t(0,1)t(0,1)) = ψ(t(0,2)) = (e, (0, 1)),

sk¡d c(e, e) = (0, 1). Analogicznie

(v, (0, 0))(v, (0, 0)) = ψ(t(1/2,0) ◦M3)ψ(t(1/2,0) ◦M3) = ψ(t(1/2,0) ◦M3 ◦ t(1/2,0) ◦M3) = ψ(t(1,0)) = (e, (1,−1)),

sk¡d c(v, v) = (1,−1).
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6 Elementarna teoria reprezentacji, cz. I

Literatura dodatkowa: [Ser88]

Reprezentacja grupy G w przestrzeni wektorowej V nad ciaªem K: jest to lewe dziaªanie
ν : G× V → V grupy G na V poprzez transformacje liniowe. De�nicja równowa»na: Reprezentacj¡
G w V nazywamy homomor�zm ρ : G → GL(V ) z grupy G w grup¦ odwracalnych liniowych (nad
K) przeksztaªce« przestrzeni V .

�wiczenie 1: Sprawdzi¢ równowa»no±¢ de�nicji, czyli pokaza¢, »e 1) odwzorowanie ρν(g) = ν(g, ·) :
V → V nale»y do GL(V ); 2) odwzorowanie g 7→ ρν(g) : G → GL(V ) jest homomor�zmem; 3)
odwrotnie, je±li ρ : G→ GL(V ) pewien homomor�zm, to νρ(g, v) := ρ(g)v jest dziaªaniem liniowym.

�wiczenie 2: Sprawdzi¢, »e w sposób podobny ka»de prawe dziaªanie liniowe ν : V×G→ V (b¦dziemy
takie dziaªania nazywa¢ antyreprezentacjami) generuje pewien antyhomomor�zm ρ : G → GL(V )
(czyli ρ(g1g2) = ρ(g2)ρ(g1)).

�wiczenie 3: Udowodni¢, »e ka»de prawe dziaªanie x 7→ xg grupy G na zbiorze X zadaje lewe
dziaªanie wedªug wzoru gx := xg−1 i na odwrót.

Przykªad podstawowy: Niech ν : X×G→ X b¦dzie prawym dziaªaniem grupy G na dowolnym
zbiorze X i niech V := Fun(X,K) b¦dzie przestrzeni¡ funkcji na X o warto±ciach w K. Wtedy
wzór (gf)(x) := f(xg), g ∈ G, x ∈ X, f ∈ V , zadaje reprezentacj¦ G w V . Istotnie, przeksztaªcenie
f 7→ gf jest liniowe oraz ((g1g2)f)(x) = f(x(g1g2)) = f((xg1)g2) = (g2f)(xg1) = (g1(g2f))(x).

W ten oto sposób mo»emy sprowadzi¢ badanie dowolnych dziaªa« do badania dziaªa« liniowych.

Uwaga: Jest kilka wersji powy»szej konstrukcji. Na przykªad, ka»de lewe dziaªanie G na X za-
daje antyreprezentacj¦ (fg)(x) := f(gx), b¡d¹, ze wzgl¦du na powy»sze �wiczenie, reprezentacj¦
(gf)(x) := f(g−1x).

Podprzestrze« niezmiennicza W ⊂ V reprezentacji ν : G× V → V : Jest to podprzestrze« W
o wªasno±ci GW ⊂ W (równowa»nie, ρ(g)W ⊂ W ∀g ∈ G).

W podprzestrzeni niezmienniczej W ⊂ V mamy now¡ reprezentacje grupy G. Jest ni¡ ν|G×W :
G×W → W (nazywamy j¡ podreprezentacj¡ reprezentacji ν).

Przykªad: Niech G b¦dzie grup¡ obrotów w R3 maj¡cych wspóln¡ o±. Wtedy wªa±nie ta o± jest
podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡.

Reprezentacja nieprzywiedlna: Jest to reprezentacja nie posiadaj¡ca nietrywialnych (ró»nych od
{0} i V ) podprzestrzeni niezmienniczych.

Przykªad: Niech G = SO(R2) z naturalnym dziaªaniem na R2. Jest to reprezentacja nieprzy-
wiedlna, bo ka»da nietrywialna podprzestrze« jest prost¡ przechodz¡c¡ przez zero, a »adna z takich
prostych nie zachowuje si¦ przez grup¦ obrotów.

Zauwa»my, »e grupa G jest izomor�czna z grup¡ z poprzedniego przykªadu. W ten sposób mamy
dwie nierównowa»ne reprezentacje grupy SO(R2).

Reprezentacje nieprzywiedlne b¦d¡ �cegieªkami�, które b¦dziemy próbowa¢ �sklasy�kowa¢� i z
których b¦dziemy budowa¢ inne reprezentacje.

Reprezentacja w peªni przywiedlna: Jest to reprezentacja G o tej wªasno±ci, »e dla ka»dej
podprzestrzeni W ⊂ V niezmienniczej istnieje niezmiennicza podprzestrze« dopeªniaj¡ca Z ⊂ V
(czyli taka, »e W ⊕ Z = V ).
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Przykªad: Niech grupa G := {
[
a b
0 a

]
| a, b ∈ R} dziaªa w sposób naturalny na R2:

[
a b
0 a

] [
x
y

]
=

[
ax+ by
ay

]
.

WtedyW := {
[
x
0

]
| x ∈ R} jest podprzestreni¡ niezmiennicz¡ tego dziaªania, dla której nie istnieje

dopeªniaj¡cej podprzestrzeni niezmienniczej. Dlaczego?

Rozkªad sko«czeniewymiarowej reprezentacji ν : G × V → V w peªni przywiedlnej na
nieprzywiedlne: Algorytm: Je±li V jest nieprzywiedlna, koniec. Je±li nie, istnieje podprzestrze«
niezmiennicza V1 ⊂ V i dopeªniaj¡ca podprzestrze« niezmiennicza V2. Je±li obie s¡ nieprzywiedlne,
koniec. Je±li nie, stosujemy powy»szy algorytm do V1 oraz V2.

Iteruj¡c powy»sze dziaªania, na ko«cu (tutaj przydaje si¦ sko«czeniewymiarowo±¢) otrzymamy
rozkªad V = W1 ⊕ · · · ⊕Wk przestrzeni V na nieprzywiedlne podprzestrzenie niezmiennicze.

Zupeªna przywiedlno±¢ reprezentacji grup sko«czonych

Twierdzenie Niech G b¦dzie grup¡ sko«czon¡, a V przestrzeni¡ sko«czeniewymiarow¡ nad ciaªem
K równym R lub C. Wtedy ka»da reprezentacja G w V jest w peªni przywiedlna.

Najpierw udowodnimy nast¦puj¡cy

Lemat W zaªo»eniach powy»szego twierdzenia, na V istnieje niezmienniczy istnieje iloczyn skalarny
(|) (dwuliniowy w przypadku rzeczywistym i póªtoraliniowy w zespolonym). Niezmienniczo±¢ oznacza

(gx|gy) = (x|y) ∀g ∈ G, x, y ∈ V.

Dowód: Niech 〈|〉 dowolny iloczyn skalarny. Okre±ªmy

(x|y) :=
∑
h∈G

〈hx|hy〉.

Niezmienniczo±¢ (|) jest oczywista: (gx|gy) =
∑

h∈G〈hgx|hgy〉 =
∑

h∈G〈hx|hy〉 = (x|y).
Sprawdzamy wªasno±ci iloczynu skalarnego. 1) dwuliniowo±¢ (póªtoraliniowo±¢) wynika z tej »e

wªasno±ci 〈|〉 oraz z liniowo±ci odwzorowania x 7→ gx; 2) symetria, (x|y) = (y|x), i nieujemna okre-
±lono±¢, (x|x) ≥ 0, � z tych »e wªasno±ci 〈|〉; 3) (|) jest niezdegenerowany: (x|x) =

∑
h∈G〈hx|hx〉 = 0

implikuje (na mocy dodatniej okre±lono±ci 〈|〉) nast¦puj¡c¡ wªasno±¢:

〈hx|hx〉 = 0 ∀h ∈ G,

w szczególno±ci 〈x|x〉 = 0 i x = 0. �
Teraz jeste±my w stanie udowodni¢ twierdzenie. Niech W ⊂ V b¦dzie podprzestrzeni¡ niezmien-

nicz¡. Wtedy dopeªnienie ortogonalne W⊥ wzgl¦dem (|) tez b¦dzie niezmiennicze. Istotnie, je±li
w ∈ W⊥, to (w|v) = 0 dla ka»dego v ∈ W . Ale z niezmienniczo±ci (|) równie» (gw|gv) = 0 dla
ka»dego v ∈ W . Poniewa» gv przebiega caªe W , gdy v przebiega W , wnioskujemy, »e gw ∈ W⊥,
czyli W⊥ jest podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡. �
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Uwaga: Powy»szy lemat pokazuje, »e odwzorowania x 7→ gx, g ∈ G w bazie ortonormalnej przestrzeni
V reprezentuj¡ si¦ przez macierze ortogonalne (w przypadku K = R) lub unitarne (w przypadku K =
C). W szczególno±ci, otrzymali±my dowód lematu, z którego korzystali±my w dowodzie twierdzenia
Zassenhausa.

Niektóre operacje na reprezentacjach

Reprezentacja dualna do reprezentacji ρ : G→ GL(V ): jest to reprezentacja ρ∗ : G→ GL(V ∗) okre-
±lona przez ρ∗(g) := (ρ(g−1))∗. Mo»na te» okre±li¢ ρ∗(g) := (ρ(g))∗, ale to b¦dzie antyreprezentacja.

Suma prosta reprezentacji ρ1 : G → GL(V1), ρ2 : G → GL(V2): Jest to reprezentacja ρ grupy G w
przestrzeni V1 ⊕ V2 zadana przez ρ(g) := (ρ1(g), ρ2(g)). Je±li ρ1(g), ρ2(g) s¡ reprezentowane przez
macierze z GL(n,K), GL(m,K) odpowiednio, to ρ(g) jest reprezentowana przez macierz[

ρ1(g) 0
0 ρ2(g)

]
.

Iloczyn tensorowy reprezentacji ρ1 : G→ GL(V1), ρ2 : G→ GL(V2): Jest to reprezentacja ρ grupy G
w przestrzeni V1 ⊗ V2 zadana przez ρ(g) := ρ1(g)⊗ ρ2(g). Je±li ρ1(g), ρ2(g) s¡ reprezentowane przez
macierze [ρ1(g)] ∈ GL(n,K), [ρ2(g)] ∈ GL(m,K), to ρ(g) jest reprezentowana przez macierz b¦d¡c¡
iloczynem tensorowym tych macierzy.

Przypomnijmy, »e, je±li operator A ∈ GL(V1) jest reprezentowany przez macierz [A] := Aij w bazie
r1, . . . , rn, czyli Arj = Aijri (stosujemy konwencj¦ Einsteina: sumujemy po jednakowym indeksach),
a operator B ∈ GL(V2) jest reprezentowany przez macierz [B] := Bk

l w bazie s1, . . . , sm (czyli
Bsl = Bk

l lsk), to A⊗B(ej ⊗ el) := Arj ⊗Bsl = AijB
k
l ri ⊗ sk.

Innymi sªowy, w bazie ri ⊗ sk, i = 1, . . . , n, k ∈ 1, . . . ,m, operator A ⊗ B jest reprezentowany
przez macierz AijB

k
l .
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7 Elementarna teoria reprezentacji, cz. II

Literatura dodatkowa: [Ser88, Ada69]

Zaªo»enia: W tym rozdziale rozpatrujemy tylko sko«czone grupy G i ich sko«czeniewymiarowe
reprezentacje w przestrzeniach wektorowych nad C.
Charakter reprezentacji ρ : G → GL(V ): Jest to funkcja χρ : G → C zadana wzorem χρ(g) :=
Tr(ρ(g)). Przypomnijmy, »e TrA oznacza ±lad operatora liniowego dziaªaj¡cego w przestrzeni linio-
wej. Je±li [A] := Aij jest macierz¡ reprezentuj¡c¡ operator A w jakiejkolwiek bazie, to TrA obliczamy
jako Tr[A] = Aii (kontynuujemy wykorzystanie konwencji Einsteina). Przy tym wynik nie zale»y od
wyboru bazy dzi¦ki ªatwo sprawdzalnej to»samo±ci Tr[A][B] = Tr[B][A], z której w szczególno±ci
wynika, »e Tr[B][A][B]−1 = Tr[A] dla dowolnej macierzy niezdegenerowanej [B].

Niektóre wªasno±ci charakteru χρ

Lemat 1. χρ(e) = dimV ;

2. χρ(g−1) = χρ(g) ∀g ∈ G;

3. χρ(hgh−1) = χρ(g) ∀g, h ∈ G.

Dowód: Ad. 1. χρ(e) = Tr IdV = dimV .

Ad. 2. Z istnienia niezmienniczego iloczynu skalarnego na V wynika, »e warto±ci wªasne λi operatora
ρ(g) speªniaj¡ warunek λiλi = 1 (istotnie, je±li xi jest odpowiednim wektorem wªasnym, to (xi|xi) =
(ρ(g)xi|ρ(g)xi) = (λixi|λixi) = λiλi(xi|xi), sk¡d λiλi = 1).

Niech λ1, . . . , λn, n = dimV , b¦d¡ warto±ciami wªasnymi operatora ρ(g) z uwzgl¦dnieniem krot-
no±ci. Wtedy

χρ(g) = Tr ρ(g) =
∑

λi =
∑

λ−1
i = Tr(ρ(g)−1) = Tr(ρ(g−1)) = χρ(g

−1).

Ad. 3. χρ(hgh−1) = Tr(ρ(h)ρ(g)ρ(h)−1) = Tr ρ(g) = χρ(g). �

Charakter a operacje nad reprezentacjami

Lemat Niech ρ1 : G→ GL(V1), ρ2 : G→ GL(V2) b¦d¡ dwiema reprezentacjami. Wtedy

1. χρ∗1 = χρ1;

2. χρ1⊕ρ2 = χρ1 + χρ2;

3. χρ1⊗ρ2 = χρ1 · χρ2

Dowód - ¢wiczenie

Operatory splataj¡ce i równowa»no±¢ reprezentacji: Niech ρ1 : G → GL(V1), ρ2 : G →
GL(V2) b¦d¡ dwiema reprezentacjami. Operatorem splataj¡cym pomi¦dzy ρ1 i ρ2 nazywamy taki
operator F : V1 → V2, »e nast¦puj¡cy diagram jest przemienny dla dowolnego g ∈ G:

V1
ρ1(g) //

F
��

V1

F
��

V2
ρ2(g) // V2.
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Przestrze« operatorów splataj¡cych z V1 do V2 b¦dziemy oznaczali HomG(V1, V2).
Mówimy, »e reprezentacje ρ1 i ρ2 s¡ równowa»ne6, je±li istnieje operator splataj¡cy b¦d¡cy izo-

mor�zmem przestrzeni liniowych.

Uwaga: Reprezentacje równowa»ne maj¡ jednakowe charaktery: ρ1(g) = F−1 ◦ ρ2(g) ◦ F , sk¡d
Tr ρ1(g) = Tr ρ2(g).

Lemat Schura

Lemat Niech ρ1 : G→ GL(V1), ρ2 : G→ GL(V2) b¦d¡ dwiema reprezentacjami nieprzywiedlnymi i
niech F : V1 → V2 b¦dzie operatorem splataj¡cym. Wtedy

1. Je±li ρ1 i ρ2 nie s¡ równowa»ne, to F = 0.

2. Je±li V1 = V2 =: V, ρ1 = ρ2, to F = λ IdV dla pewnego λ ∈ C.

Dowód: Ad. 1. Niech W1 := kerF ⊂ V1. Wtedy W1 jest podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡ wzgl¦dem
reprezentacji ρ1. Istotnie, je±li w ∈ W1, to Fρ1(g)w = ρ2(g)Fw = 0, sk¡d ρ1(g)w ∈ W1. Z nieprzy-
wiedlno±ci ρ1 wynika, »e W1 = V1 (koniec dowodu) lub W1 = {0}, czyli F jest monomor�zmem.

Niech teraz W2 := imF ⊂ V2. Okazuje si¦, »e i W2 jest podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡ (wzgl¦dem
ρ2): ρ2(g)W2 = ρ2(g)FV1 = Fρ1(g)V1 ⊂ W2. Znowu nieprzywiedlno±¢ implikuje, »eW2 = {0} (koniec
dowodu) lub W2 = V2. Ostatnia mo»liwo±¢ nie mo»e zachodzi¢ ze wzgl¦du na to, »e reprezentacje
ρ1, ρ2 nie s¡ równowa»ne.

Ad. 2. Niech λ pewna warto±¢ wªasna operatora F . Poªó»my F ′ := F − λ IdV . Wtedy F ′ te» jest
operatorem splataj¡cym (pomi¦dzy ρ i ρ, gdzie ρ := ρ1 = ρ2). Argumenty przytoczone w pierwszej
cz¦±ci dowodu pozwalaj¡ wywnioskowa¢, »e F ′ = 0 (czyli F = λ IdV � koniec dowodu) lub F ′ jest
izomor�zmem. Ostatnia mo»liwo±¢ nie zachodzi, bo F ′ ma nietrywialne j¡dro (zawieraj¡ce wektor
wªasny odpowiadaj¡cy warto±ci wªasnej λ). �

Wnioskiem z lematu Schura jest nast¦puj¡cy fakt: dim HomG(V1, V2) = 0 w przypadku, gdy ρ1, ρ2

nie s¡ równowa»ne, oraz dim HomG(V, V ) = 1.

Relacje ortogonalno±ci dla charakterów: Rozwa»my przestrze« Fun(G,C) funkcji na G o war-
to±ciach zespolonych. Nast¦puj¡ce parowanie

(φ|ψ) :=
1

|G|
∑
g∈G

φ(g)ψ(g) φ, ψ ∈ Fun(G,C)

(tutaj |G| oznacza rz¡d, czyli ilo±¢ elementów grupy G) speªnia wszystkie aksjomaty iloczynu skalar-
nego (�wiczenie).

Twierdzenie Niech ρ1 : G→ GL(V1), ρ2 : G→ GL(V2) b¦d¡ dwiema reprezentacjami. Wtedy

(χρ1|χρ2) = dim HomG(V1, V2).

W szczególno±ci, charaktery reprezentacji nieprzywiedlnych tworz¡ ukªad ortonormalny.

Do dowodu tego twierdzenia b¦dziemy potrzebowali nast¦puj¡cy

6Por. de�nicj¦ z Wykªadu 2
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Lemat Niech ρ : G→ GL(V ) b¦dzie reprezentacj¡. Poªó»my P := 1
|G|
∑

g∈G ρ(g) : V → V . Wtedy

1. Operator P jest projektorem, czyli P 2 = P .

2. imP = V G := {x ∈ V | ρ(g)x = x ∀g ∈ G}.

Dowód: Ad. 1. P 2 = 1
|G|
∑

g∈G ρ(g)( 1
|G|
∑

h∈G ρ(h)) = 1
|G|2
∑

g∈G
∑

h∈G ρ(g)ρ(h) =
1
|G|2
∑

g∈G
∑

h∈G ρ(gh) = 1
|G|
∑

g∈G P = P .

Ad. 2. Je±li x ∈ imP , to x = 1
|G|
∑

g∈G ρ(g)y dla pewnego y ∈ V oraz ρ(h)x = 1
|G|
∑

g∈G ρ(hg)y =

Py = x, czyli imP ⊂ V G. Odwrotnie, je±li X ∈ V jest punktem staªym reprezentacji ρ, to Px =
1
|G|
∑

g∈G ρ(g)x = 1
|G|
∑

g∈G x = x, sk¡d x ∈ imP . �

Dowód twierdzenia: Oznaczmy przez Hom(V1, V2) przestrze« operatorów liniowych z V1 w V2 i za-
dajmy dziaªanie grupy G na tej przestrzeni wzorem (ρ(g)F )(x) := ρ2(g)(F (ρ1(g−1)x) (�wiczenie:
sprawdzi¢, »e w ten sposób otrzymujemy reprezentacj¦ grupy G w przestrzeni Hom(V1, V2)). Ele-
ment F ∈ Hom(V1, V2) jest punktem staªym tego dziaªania, je±li i tylko je±li dla ka»dego g ∈ G
nat¦puj¡cy diagram jest przemienny:

V1

F
��

V1
ρ1(g−1)oo

F
��

V2
ρ2(g) // V2,

czyli F jest operatorem splataj¡cym. Innymi sªowy Hom(V1, V2)G = HomG(V1, V2).
Rozwa»my odwzorowanie α : V ∗1 ⊗V2 → Hom(V1, V2) zadane wzorem (α(γ⊗v2))v1 := γ(v1)v2, γ ∈

V ∗1 , vi ∈ Vi. Jest to izomor�zm przestrzeni liniowych, przy czym dziaªanie ρ przechodzi na nast¦-
puj¡ce: ρ̃(g)(γ ⊗ v2) := ρ∗1(g)γ ⊗ ρ2(g)v2, gdzie (ρ∗1(g)γ)(v1) = γ(ρ1(g−1)v1) (dziaªanie dualne do
ρ1).

Reprezentacje ρ i ρ̃ s¡ równowa»ne, mamy wi¦c χρ = χρ̃. Ostatecznie mamy

(χ1|χ2) =
1

|G|
∑
g∈G

χ1(g)χ2(g) =
1

|G|
∑
g∈G

χρ̃ =
1

|G|
∑
g∈G

χρ =
1

|G|
∑
g∈G

Tr ρ(g) = TrP = dim imP =

dim HomG(V1, V2).

Tutaj skorzystali±my z faktu, »e ±lad projektora jest równy wymiarowi jego obrazu (istotnie, ka»dy
rzut jest operatorem diagonalizowalnym z warto±ciami wªasnymi równymi 1, 0, przy czym wymiar
obrazu jest równy krotno±ci warto±ci wªasnej 1). �
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8 Elementarna teoria reprezentacji, cz. III

Zaªo»enia: Jak i w poprzednim, w tym rozdziale rozpatrujemy tylko sko«czone grupy G i ich
sko«czeniewymiarowe reprezentacje w przestrzeniach wektorowych nad C.

Charakter reprezentacji wyznacza j¡ z dokªadno±ci¡ do równowa»no±ci:

Twierdzenie 1. Niech ρ : G → GL(V ) b¦dzie reprezentacj¡, a V = W1 ⊕ · · · ⊕Wk jej rozkªa-
dem na podreprezentacje nieprzywiedlne7. Je±li ρ0 : G→ W jest pewn¡ reprezentacj¡ nieprzy-
wiedln¡, to ilo±¢ skªadowych Wi równowa»nych z W jest równa (χρ|χρ0) (liczb¦ t¦ nazywamy
krotno±ci¡ wchodzenia reprezentacji W w reprezentacj¦ V ).

2. Reprezentacje o tych samych charakterach s¡ równowa»ne.

Dowód: Ad. 1. Na mocy twierdze« z poprzedniego wykªadu mamy χρ = χ1 + · · ·+ χk, gdzie χi jest
charakterem reprezentacji Wi, oraz

(χρ|χρ0) = (χ1|χρ0) + · · ·+ (χk|χρ0) = dim HomG(W1,W ) + · · ·+ dim HomG(Wk,W ).

Lemat Schura, z kolei, mówi, »e w ostatniej sumie �prze»ywaj¡� tylko te czªony, które odpowiadaj¡
skªadowym Wi równowa»nym z W .

Ad. 2. Niech ρ1 : G → GL(V1), ρ2 : G → GL(V2) b¦d¡ dwiema reprezentacjami z χρ1 = χρ2 .
Wtedy dowolna nieprzywiedlna reprezentacja ρ : G → GL(W ) wchodzi w V1 i V2 z jedna i t¦ sam¡
krotno±ci¡, równ¡ (χρ|χρ1) = (χρ|χρ2). �
Kryterium nieprzywiedlno±ci reprezentacji:

Twierdzenie Reprezentacja ρ : G→ GL(V ) jest nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy, gdy (χρ|χρ) =
1.

Dowód: Je±li V jest nieprzywiedlna, to �wchodzi w siebie� z krotno±ci¡ 1. Odwrotnie, niech ρ b¦dzie
dowoln¡ reprezentacj¡, a V = W1 ⊕ · · · ⊕ Wk jej rozkªadem na podreprezentacje nieprzywiedlne.
Wtedy (χρ|χρ) =

∑
ij(χi|χj). Z relacji ortogonalno±ci wnioskujemy, »e, je±li ta suma jest równa 1,

to k = 1.

Ile jest reprezentacji nieprzywiedlnych? Klas¡ sprz¦»ono±ci nazywamy orbit¦ dziaªania G 3
a 7→ Aa ∈ Aut(G) grupy G na sobie poprzez automor�zmy wewn¦trzne. Innymi sªowy, dwa elementy
a, b ∈ G nale»¡ do jednej klasy spz¦»ono±ci wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje g ∈ G taki, »e a = gbg−1.

Funkcj¡ klas nazywamy funkcj¦ F : G → C staª¡ na klasach sprz¦»ono±ci. Funkcje klas tworz¡
przestze« wektrow¡, któr¡ b¦dziemy oznaczali prez Cl(G). Z poprzedniego wykªadu wiemy, »e ka»dy
charakter reprezentacji jest funkcj¡ klas. Okazuje si¦, »e charaktery prawie wyczerpuj¡ funkcje klas.
Dokªadniej, ma miejsce

Twierdzenie 1. Charaktery reprezentacji nieprzywiedlnych tworz¡ baz¦ ortonormaln¡ przestrzeni
Cl(G).

7Taki rozkªad jest dalece niejednoznaczny. Np. dla reprezentacji grupy G := C∗ = (C 6=0, ·) w przestrzeni C2 zadanej
wzorem C∗ 3 λ 7→ λI ∈ GL(2,C) ka»da podprzestrze« 1-wymiarowa b¦dzie podreprezentacj¡ nieprzywiedlna. Czyli
C2 mo»na rozªo»y¢ na nieprzywiedlne na niesko«czenie wiele sposobów.
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2. Ilo±¢ nierównowa»nych reprezentacji nieprzywiedlnych grupy G jest równa liczbie klas spr¦»o-
no±ci.

Dowód: Ad. 2. Z punktu 1 wynika, »e liczba nierównowa»nych reprezentacji nieprzywiedlnych jest
równa dim Cl(G). Z drugiej strony funkcja klas wyznacza si¦ jednoznacznie przez swoje warto±ci na
tych klasach, czyli dim Cl(G) jest równe liczbie klas sprz¦»ono±ci. �

�eby udowodni¢ punkt 1 musimy udowodni¢ pewny lemat i omówi¢ tzw. reprezentacj¦ regularn¡
grupy.

Lemat Niech ρ : G→ GL(V ) b¦dzie pewn¡ reprezentacj¡, a F ∈ Cl(G). Wtedy:

1. Operator L(ρ, F ) :
∑

g∈G F (g)ρ(g) : V → V jest operatorem splataj¡cym (pomi¦dzy ρ i ρ);

2. W przypadku, gdy ρ jest nieprzywiedlna, L(ρ, F ) = λ IdV oraz λ = |G|
dimV

(F |χρ).

Dowód: Ad. 1. Mamy ρ(h)L(ρ, F )ρ(h)−1 =
∑

g∈G F (g)ρ(h)ρ(g)ρ(h)−1 =
∑

g∈G F (g)ρ(hgh−1) =∑
g∈G F (g)ρ(g) = L(ρ, F ), wi¦c ρ(h)L(ρ, F ) = L(ρ, F )ρ(h) dla dowolnego h ∈ G, czyli L jest opera-

torem splataj¡cym.

Ad. 2. Z lematu Schura wnioskujemy, »e L(ρ, F ) = λ IdV . Obliczmy ±lad tego operatora. Z jednej
strony Tr(λ IdV ) = λ dimV , z innej za±

TrL(ρ, F ) =
∑
g∈G

F (g) Tr ρ(g) =
∑
g∈G

F (g)χρ(g) = |G|(F |χρ).�

Reprezentacja regularna grupy G: Oznaczmy elementy grupyG przez e1, . . . , en, przy czym niech
e1 := e. Wtedy G dziaªa na {e1, . . . , en} z lewej strony przez lewe mno»enie: ei 7→ gei. Oznaczmy
przez Vreg przestrze« wektorow¡ rozpi¦t¡ przez wektory e1, . . . , en orzaz przedªu»my powy»sze dziaªa-
nie do liniowego dziaªania na Vreg wedªug liniowo±ci (czyli g(α1e1+· · ·+αnen) := α1ge1+· · ·+αngen).
Otrzyman¡ reprezentacj¦ nazywamy (lew¡) regularn¡ reprezentacj¡ grupy G.

Dowód punktu 1 twierdzenia: Z relacji ortogonalno±ci wiemy, »e charaktery reprezentacji nieprzy-
wiedlnych tworz¡ ukªad ortonormalny. Czyli, do udowodnienia zostaje tylko zupeªno±¢ tego ukªadu.
Innymi sªowy, musimy dowie±¢, »e nie istnieje funkcji klas ortogonalnej do wszystkich charakterów
reprezentacji nieprzywiedlnych.

Otó» niech F taka funkcja. Wtedy, wedªug powy»szego lematu, operator L(ρ, F ) jest zerowy dla
dowolnej nieprzywiedlnej reprezentacji ρ. Poniewa» ka»da reprezentacja rozkªada si¦ na nieprzywie-
dlne, mamy te» L(ρ, F ) = 0 dla dowolnej reprezentacji, w szczególno±ci dla reprezentacji regularnej
ρ = ρreg. St¡d

0 = L(ρreg, F )e1 =
∑
g∈G

F (g)ge1.

Poniewa» wektory {ge1}g∈G tworz¡ ukªad liniowo niezale»ny w Vreg, mamy F (g) = 0 dla ka»dego
g ∈ G, czyli F ≡ 0. �

Rozkªad reprezentacji regularnej na nieprzywiedlne:
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Twierdzenie 1. Ka»da reprezentacja nieprzywiedlna ρi : G→ GL(Vi) wchodzi w Vreg z krotno-
±ci¡ równ¡ swojemu wymiarowi ni := dimVi.

2. Wymiary ni speªniaj¡ to»samo±¢. ∑
i

n2
i = |G|.

Dowód: Ad. 1. Niech g 6= e, wtedy dla ka»dego h ∈ G mamy gh 6= h. Czyli dla ka»dego i wektor
ρreg(g)ei w rozkªadzie po bazie e1, . . . , en nie ma nietrywialnego skªadnika proporcjonalnego do ei.
St¡d wnioskujemy, »e wszystkie wyrazy diagonalne macierzy operatora ρreg(g) w bazie e1, . . . , en s¡
zerowe i Tr ρreg(g) = χρreg(g) = 0.

Z kolei χρreg(e) = Tr IdVreg = |G|.
Stosuj¡c twierdzenie o krotno±ci wchodzenia, mamy

(χρreg |χρi) =
1

|G|
∑
g∈G

χρreg(g)χρi(g) =
1

|G|
χρreg(e)χρi(e) =

1

|G|
|G|χρi(e) = ni.

Ad. 2. Z punktu 1 widzimy, »e χρreg =
∑

i niχρi . Obliczj¡c to wyra»enie na elemencie neutralnym e,
otrzymujemy szukan¡ to»samo±¢. �

Reprezentacje nieprzywiedlne ρ : G→ GL(V ) grup abelowych: S¡ jednowymiarowe. Istotnie,
poniewa» gh = hg, mamy ρ(g)ρ(h) = ρ(h)ρ(g) dal wszystkich g, h ∈ G, sk¡d operator ρ(h) jest
operatorem splataj¡cym dla ρ. Wedªug lematu Schura ma by¢ postaci ρ(h) = λ(h) IdV przy czym
λ(h1h2) = λ(h1)λ(h2), czyli λ : G → C∗ = GL(1,C) jest homomor�zmem. Jasne, »e reprezentacja
h → λ(h) IdV jest nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy, gdy dimV = 1 (lub 0, co nie rozpatrujemy,
bo jest trywialne).

Zauwa»my, »e reprezentacja jednowymiarowa G → GL(C) = C∗ ka»dej grupy pokrywa si¦ ze
swoim charakterem χρ : G→ C.

Przykªad: Znajd¹my wszystkie nieprzywiedlne reprezentacje grupy cyklicznej Cn = {e, a, a2, . . . , an−1}.
Wiemy, »e s¡ jednowymiarowe i, poniewa» wymiar reprezentacji regularnej jest n, ma ich by¢ n.
Ka»da taka reprezentacja ma posta¢ e 7→ 1, a 7→ λ = χ(a) ∈ C∗, ak = λk, k = 2, . . . , n− 1, przy czym
λn = 1. St¡d λ musi by¢ jednym z pierwiastków n-go stopnia z jedynki {1, ε, ε2, . . . , εn−1}, ε = e2iπ/n.
Tabela charakterów dla n = 4 ma posta¢

e a a2 a3

χ0 1 1 1 1
χ1 1 ε ε2 ε3

χ2 1 ε2 1 ε2

χ3 1 ε3 ε2 ε

Przykªad: Grupa D2
∼= V4

∼= Z2 × Z2. Ogólnie grupa Dn symetrii n-k¡ta foremnego skªada
si¦ z elementów postaci e, a, a2, . . . , an−1, gdzie a obrót pªaszczyzny o k¡t 2π/n oraz elementów
postaci s, sa, sa2, . . . , san−1, gdzie s jakiekolwiek odbicie zachowuj¡ce wielok¡t. Elementy te speªniaj¡
nast¦puj¡ce relacje: an = e, s2 = e, saks = a−k. Grupa Dn jest iloczynem póªprostym C2 × fCn.
Tutaj C2 := {e, s}, f : C2 → AutCn jest dane wzorem f(e) = Id, f(s)ak = a−k.
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W szczególno±ci, D2, grupa symetrii 2-k¡ta foremnego (jak ±miesznie to nie brzmi), skªada si¦ z
e, a, s, sa. Poniewa» sas = a−1 = a i s−1 = s, mamy sa = as oraz asa = s = saa, ssa = a = sas, czyli
jest przemienna. Ma wi¦c mie¢ 4 jednowymiarowe reprezentacje nieprzywiedlne. Ka»dy z elementów
g grupy jest inwolucj¡, czyli g2 = e, sk¡d odpowiadaj¡ca mu 1× 1-macierz ρ(g) musi by¢ równa ±1.
Ponadto ρ(e) = 1. �atwo si¦ przekona¢, »e tylko nast¦puj¡ce 4 wektory speªniej¡ te wymogi i tworz¡
ukªad ortonormalny:

e a s sa
χ0 1 1 1 1
χ1 1 -1 1 -1
χ2 1 -1 -1 1
χ3 1 1 -1 -1

Komutant grupy i reprezentacje: Komutantem G′ grupy G nazywamy najmniejsz¡ podgrup¦
normaln¡ G′ ⊂ G tak¡, »e grupa ilorazowa G/G′ jest abelowa. Je±li ρ′ : G/G′ → GL(V ) jest
reprezentacj¡ nieprzywiedln¡ grupy G/G′ (V musi by¢ 1-wymiarowe), to ρ′ ◦ π, gdzie π : G→ G/G′

jest rzutem naturalnym, jest nieprzywiedln¡ reprezentacj¡ grupy G.

Prykªad: Niech G := D3. Wtedy G′ = C3 = {e, a, a2} a G/G′ ∼= C2. Klasy sprz¦»ono±ci s¡ nast¦pu-
j¡ce {e}, {a, a2}, {s, sa, sa2}. Grupa G ma 2 reprezentacje nieprzywiedlne 1-wymiarowe pochodz¡ce
z reprezentacji G/G′ = C2. Oto ich charaktery

e a a2 s sa sa2

χ0 1 1 1 1 1 1
χ1 1 1 1 -1 -1 -1

Reprezentacja regularna jest 6-wymiarowa, wi¦c mamy dwie mo»liwo±ci: albo jeszcze 4 repre-
zentacje 1-wymiarowe, albo jedna reprezentacja 2-wymiarowa (wchodz¡ca z krotno±ci¡ 2). Oka-
zuje si¦, »e zachodzi druga mo»liwo±¢: rozwa»my naturaln¡ reprezentacj¦ G na R2 dan¡ wzorami

a 7→
(

cos 2π/3 − sin 2π/3
sin 2π/3 cos 2π/3

)
, s 7→

(
1 0
0 −1

)
i zinterpretujmy j¡ jako reprezentacj¦ w C2. Ta-

belka uzupeªni si¦ do nast¦puj¡cej:

e a a2 s sa sa2

χ0 1 1 1 1 1 1
χ1 1 1 1 -1 -1 -1
χ2 2 -1 -1 0 0 0

Poniewa» (χ2|χ2) = 1, odpowiednia reprezentacja jest nieprzywiedlna.

Prykªad: NiechG := D4. WtedyG′ = C2 = {e, a2} aG/G′ ∼= D2. Istotnie, sa2s = a2, (sa)a2(sa)−1 =
(sa)a2a3s = sa2s = a2, (sa2)a2(sa2)−1 = sa2a2a2s = a2, (sa3)a2(sa3)−1 = sa3a2as = a2, czyli G′ jest
normalna. Oto odpowiednie warstwy i ich tabelka mno»enia:

{e, a2} {a, a3} {s, sa2} {sa, sa3}
{e, a2} {e, a2} {a, a3} {s, sa2} {sa, sa3}
{a, a3} {a, a3} {e, a2} {sa, sa3} {s, sa2}
{s, sa2} {s, sa2} {sa, sa3} {e, a2} {a, a3}
{sa, sa3} {sa, sa3} {s, sa2} {a, a3} {e, a2}
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St¡d widzimy izomor�zm G/G′ ∼= D2. Klasy sprz¦»ono±ci s¡ nast¦puj¡ce: {e}, {a2}, {a, a3},
{s, sa2}, {sa, sa3}. Grupa G ma 4 reprezentacje nieprzywiedlne 1-wymiarowe pochodz¡ce z reprezen-
tacji G/G′ = D2 oraz jedn¡ reprezentacj¦ nieprzywiedln¡ 2-wymiarow¡ pochodz¡c¡ z reprezentacji

naturalnej na R2: a 7→
(

cos 2π/4 − sin 2π/4
sin 2π/4 cos 2π/4

)
, s 7→

(
1 0
0 −1

)
. A oto tabela charakterów:

e a a2 a3 s sa sa2 sa3

χ0 1 1 1 1 1 1 1 1
χ1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
χ2 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
χ3 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
χ4 2 0 -2 0 0 0 0 0
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9 Reprezentacje indukowane, cz. I

Literatura dodatkowa: [Ser88, CR88]

Dygresja algebraiczna:

Pier±cie«: Jest to grupa abelowa (A,+) (odpowiednie dziaªanie nazywamy dodawaniem) wyposa»ona
w dodatkowe dziaªanie (a, b) 7→ a · b (nazywane mno»eniem), które speªnia nast¦puj¡ce aksjomaty:

1. (a · b) · c = a · (b · c) ∀a, b, c ∈ A (mno»enie jest ª¡czne);

2. a · (b+ c) = a · b+ a · c, (a+ b) · c = a · c+ b · c ∀a, b, c ∈ A.

Mówimy, »e (A,+, ·) jest pier±cieniem z jedynk¡, je±li istnieje element 1 ∈ A b¦d¡cy elementem
neutralnym wzgl¦dem mno»enia, tj. 1 · a = a · 1 = a ∀a ∈ A.

Przykªad: Pier±cie« Z liczb caªkowitych.

Przykªad: Ka»de ciaªo K jest pier±cieniem.

Przykªad: Zbiór Fun(X,K) funkcji na dowolnym zbiorze X o warto±ciach w dowolnym ciele K jest
piers¢ieniem z jedynk¡ (1 jest funkcja staªa, równa jeden). Jest to przykªad pier±cienia przemiennego
nie b¦d¡cego ciaªem (o ile zbiór X jest wi¦cej ni» jednoelementowy).

Przykªad: Zbiór Mat(k,K) macierzy k×k o wyrazach w ciele K jest pier±cieniem z jedynk¡ (1 = I).
Jest to przykªad pier±cienia nieprzemiennego (o ile k > 1).

Przykªad: Zbiór C0(Rk,R) funkcji ciagªych na Rk o warto±ciach w R znikaj¡cych w zerze jest
przykªadem pier±cienia bez jedynki.

Lewy moduª nad pier±cieniem A z jedynk¡: Jest to grupa abelowa (M,+) wyposa»ona w dziaªanie
ν : A×M →M (zapis skrócony ν(a,m) := am, a ∈ A,m ∈M), które speªnia nast¦puj¡ce aksjomaty:

1. a(m+ n) = am+ an ∀a ∈ A,m, n ∈M ;

2. (a+ b)m = am+ bm ∀a, b ∈ A,m ∈M ;

3. (a · b)m = a(bm) ∀a, b ∈ A,m ∈M ;

4. 1m = m ∀m ∈M .

Uwaga: Analogicznie de�niujemy poj¦cie prawego moduªu nad A. Je±li pier±cie« jest przemienny,
ka»dy lewy moduª mo»e by¢ przeksztaªcony w prawy ma := am i odwrotnie.

Przykªad: Niech A := K b¦dzie ciaªem, a M przestrzeni¡ wektorow¡ nad K. Wtedy M jest lewym
(i prawym) K-moduªem.

Przykªad: Niech A := Fun(X,K), a M := Fun(X,Kk) b¦dzie zbiorem funkcji na X o warto±ciach
w Kk. Wtedy M jest lewym moduªem nad A wzgl¦dem naturalnego mno»enia wektor-funkcji przez
funkcj¦.

Przykªad: Niech A := Mat(k,K), a M := Kk. Wtedy M jest lewym moduªem nad A wzgl¦dem
naturalnego dziaªania macierzy na wektory kolumny.
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Przykªad: Niech M := A i ab := a · b. Wtedy M jest moduªem nad sob¡. Ogólniej, niech
M := A× · · · × A b¦dzie iloczynem prostym grup (A,+). Wprowadzaj¡c dziaªanie a(a1, . . . , ak) :=
(a · a1, . . . , a · ak) otrzymujemy lewy A-moduª Ak.

Przykªad: Ka»da grupa abelowa (H,+) jest lewym moduªem nad Z. Dziaªanie zadajemy tak:
nh := h+ · · ·+ h (n razy). Odwrotnie, ka»dy Z-moduª jest poprostu grup¡ abelow¡.

Mor�zm moduªow N i M nad A: Jest to homomor�zm f : M → N grup (M,+), (N,+) �respektu-
j¡cy� dziaªanie A, czyli taki, »e f(am) = af(m), a ∈ A,m ∈ M . Izomor�zmem nazywamy mor�zm
b¦d¡cy bijekcj¡ (odwrotno±¢ jest automatycznie mor�zmem - �wiczenie).

Iloczyn tensorowy moduªów M i N nad A: Niech N b¦dzie lewym, a M prawym moduªem nad
A. Niech H b¦dzie dowoln¡ grup¡ abelow¡ oraz f : M × N → H b¦dzie homomor�zmem grup o
wªasno±ciach 1) f(m1 + m2, n) = f(m1, n) + f(m2, n) ∀m1,m2 ∈ M,n ∈ N ; 2) f(m,n1 + n2) =
f(m,n1) + f(m,n2) ∀m ∈ M,n1, n2 ∈ N ; 3) f(ma, n) = f(m, an) ∀m ∈ M,n ∈ N, a ∈ A. Wtedy
mówimy, »e f jest zbalansowany.

Konstrukcja: Niech F (M,N) oznacza zbiór formalnych sko«czonych kombinacji liniowych elemen-
tów zM×N o wspóªczynnikach caªkowitych. Jest to Z-moduª, czyli grupa abelowa. Przez F0(M,N)
oznaczamy podgrup¦ generowan¡ przez elementy postaci (m1 +m2, n)− (m1, n)− (m2, n), (m,n1 +
n2)− (m,n1) + (m,n2), (ma, n)− (m, an). Poªó»my M ⊗A N := F (M,N)/F0(M,N) oraz okre±lmy
π : M ×N →M ⊗A N wzorem π(m,n) :=: m⊗ n := (m,n) + F0(M,N).

Twierdzenie 1. Kanoniczne odwzorowanie π : M ×N → M ⊗A N jest zbalansowanym homo-
mor�zmem grup.

2. Dla dowolnej grupy abelowej H oraz homomor�zmu zbalansowanego f : M × N → H istnieje
jedyny homomor�zm grup M ⊗A N → H taki, »e nast¦puj¡cy diagram jest przemienny:

M ⊗A N

$$JJ
JJJ

JJJ
JJ

M ×N f //

π

OO

H.

3. Je±li dodatkowo M jest lewym moduªem nad pier±cieniem A′, to M ⊗A N te» jest lewym A′

moduªem (dziaªanie zadajemy tak: a′(m⊗ n) := (a′m)⊗ n).

Dowod - �wiczenie

Algebra nad ciaªem K: jest to pier±cie« (A,+, ·) wyposa»ony w dodatkowe dziaªanie K × A → A
(mno»enie przez skalary) takie, »e 1) (A,+) wraz z tym dziaªaniem jest przestrzeni¡ wektorow¡; 2)
α(a · b) = (αa) · b = a · (αb) ∀α ∈ K, a, b ∈ A.

Przykªad: Wszystkie powy»sze przykªady pier±cieni oprócz Z s¡ jednocze±nie przykªadami algebr.

Lewy moduª nad algebr¡ A z jedynk¡: Jest to lewy moduªM nad pier±cieniem (A,+, ·) wyposa»ony w
dodatkow¡ struktur¦ przestrzeni wektorowej nad K, przy czym (αa)m = a(αm) ∀α ∈ K, a ∈ A,m ∈
M .

Przykªad: Wszystkie powy»sze przykªady moduªów oprócz moduªów nad Z s¡ jednocze±nie przykªa-
dami moduªów nad algebrami.
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Algebra grupowa C[G] grupy sko«czonej G: Jest to przestrze« wektorowa Vreg = SpanC{e1, . . . , en}
reprezentacji regularnej, w której zadane jest naturalne mno»enie: (α1e1+· · ·αnen)·(β1e1+· · · βnen) :=∑

ij αiβjei · ej. Algebra C[G] jest algebr¡ z jedynk¡ (1 = e1 = e).

Uwaga: Inne spojrzenie na algebr¦ grupow¡ (które jest bardziej stosowne pod k¡tem uogólnienia na
grupy niesko«czone) jest nast¦puj¡ce. Rozwa»my zbiór Fun(G,C) funkcji na G o warto±ciach w C i
zadajmy w nim mno»enie (splot funkcji) nast¦puj¡cym wzorem:

F ∗ S(g) :=
∑
h∈G

F (gh−1)S(h).

Niech Ei oznacza funkcj¦ zadan¡ wzorem Ei(ej) = δij i niech ei · ej = ek. Wtedy Ei ∗ Ej(er) =∑n
l=1Ei(ere

−1
l )Ej(el) = Ei(ere

−1
j ) =

{
1 je±li eiej = er
0 je±li eiej 6= er

= Ek(er). St¡d Ei ∗ Ej = Ek ⇔ ei · ej = ek,

czyli widzimy izomor�zm algebr (C[G], ·) i (Fun(G,C), ∗).

Reprezentacje G = lewe C[G]-moduªy: Niech V b¦dzie przestreni¡ wektorow¡ nad C, w której
liniowo dziaªa grupa sko«czona G. Wtedy V jest lewym moduªem nad C[G]: (α1e1 + · · ·αnen)x :=
α1e1x+ · · ·αnenx. �atwo sprawdzi¢, »e aksjomaty dziaªania implikuj¡ aksjomaty moduªu. Odwrot-
nie, je±li V jest lewym C[G]-moduªem, ograniczaj¡c si¦ do dziaªania elementów bazowych e1, . . . , en
otrzymujemy rprezentacje grupy G w V .

Uwaga: Operatory splataj¡ce pomi¦dzy dwiema reprezentacjami V1 i V2 odpowiadaj¡ mor�zmom
C[G]-moduªow (�wiczenie: sprawdzi¢).
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10 Reprezentacje indukowane, cz. II

Literatura dodatkowa: [Ser88, CR88]

Reprezentacje indukowane: Niech H ⊂ G b¦dzie podgrup¡ grupy sko«czonej G i niech W ⊂ V
b¦d¡ takimi przestrzeniami wektorowymi, »e G dziaªa liniowo na V (czyli mamy homomor�zm ρ :
G→ GL(V )) i

HW ⊂ W (4)

(czyli ρ(H)W ⊂ W ). �atwo si¦ przekona¢, »e podprzestrze« sW ⊂ V zale»y tylko od prawej warstwy
sH = {sh | h ∈ H} elementu s ∈ G ze wzgl¦du na podgrup¦ H, a nie zale»y od wyboru reprezentanta
s danej warstwy. Istotnie, (sh)W = s(hW ) = sW .

Niech R ⊂ G oznacza zbiór reprezentantów warstw (ka»da warstwa jest reprezentowana jedynym
reprezentantem8). Suma

∑
s∈G sW =

∑
r∈R rW ⊂ V jest podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡ ze wzgl¦du

na dziaªanie grupy G.
Je±li ∑

r∈R

rW = V (5)

i , ponadto, jest to suma prosta, czyli

rW ∩ r′W = {0}, (6)

gdzie r, r′ reprezentuj¡ ró»ne warstwy, mówimy, »e reprezentacja V grupy G jest indukowana przez
reprezentacj¦ W podgrupy H.

Lemat Istnieje jedyna (z dokªadno±ci¡ do równowa»no±ci) reprezentacja grupy G indukowana przez
zadan¡ reprezentacj¦ podgrupy H w przestrzeni W .

Dowód: Rozwa»my reprezentacj¦ W jako lewy C[H]-moduª, a algebr¦ grupow¡ C[G] jako prawy
C[H]-moduª (ostatnie jest mo»liwe, poniewa» ka»da algebra A mo»e by¢ rozpatrywana jako lewy
i prawy moduª nad dowoln¡ swoj¡ podalgebr¡ B ⊂ A). Teraz mo»emy rozpatrze¢ grup¦ abelow¡
V := C[G] ⊗C[H] W . Co wi¦cej, mo»na je rozpatrywa¢ jako lewy C[G]-moduª, czyli reprezentacj¦
grupy G.

Warunek (4) dla tej reprezentacji V wynika z tego, »e przestrze« W jest wªo»ona w V jako C[H]-
podmoduª9. Wªo»enie takie realizuje si¦ wzorem W 3 w 7→ 1⊗w ∈ 1⊗W = {1⊗w | w ∈ W} ⊂ V .
Istotnie, dla h ∈ C[H], w ∈ W mamy h(1 ⊗ w) = (h1) ⊗ w = (1h) ⊗ w = 1 ⊗ hw, czyli wªo»enie
w 7→ 1⊗ w jest mor�zmem C[H]-moduªow.

Warunek (5) z kolei jest wnioskiem z faktu, »e grupa G jest sum¡ teoretyko-mnogo±ciow¡ warstw
sH. Istotnie, ostatni warunek oznacza rozkªad C[G] =

∑
r∈RC[rH], gdzie oznaczyli±my przez C[rH]

powªok¦ liniow¡ (nad C) warstwy rH, a sum¦ rozumiemy w sensie teorii przestrzeni liniowych.
Powy»szy rozkªad daje rozkªad V =

∑
r∈RC[rH]⊗C[H]W =

∑
r∈R rC[H]⊗C[H]W =

∑
r∈R r⊗C[H]W .

Wreszcie zauwa»my, »e ró»ne warstwy maj¡ puste przeci¦cie, co oznacza, »e w powy»szych wzorach
mo»emy zast¡pi¢ znak sumy znakiem sumy prostej, co daje warunek (6).

8 Umówmy si¦, ze warstwa H jest reprezentowana przez e
9Podmoduªem moduªu V nad algebr¡ A nazywamy podgrup¦ W ⊂ V stabiln¡ ze wzgl¦du na dziaªanie A, czyli

tak¡, »e AW ⊂W
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Zostaªo pokaza¢ jednoznaczno±¢. W tym celu rozwa»my dowoln¡ G-reprezentacj¦ V ′ indukowan¡
przez H-reprezentacj¦ W i skorzystajmy z rozkªadu V ′ =

⊕
r∈R rW . Odwzorowanie F : V ′ → V

zadajemy wzorem rw 7→ r ⊗ w dla w ∈ W, r ∈ R. Jest to liniowa (nad C) injekcja, a obliczenie
wymiarów V i V ′ pokazuje, »e jest to te» i bijekcja. �atwo wida¢ te», »e jest to mor�zm C[G]-
moduªów. �

Charakter reprezentacji ρ : G→ GL(V ) indukowanej przez H-reprezentacj¦ W :

Twierdzenie Niech χW : H → C b¦dzie charakterem reprezentacji W . Wtedy

χρ(x) =
1

|H|
∑

g∈G,g−1xg∈H

χW (g−1xg).

Dowód: Ka»dy element x ∈ G wyznacza automor�zm ρ(x) przestrzeni V =
⊕

r∈R rW , który prze-
stawia podprzestrzenie rW . Dla ka»dego r ∈ R wybierzemy baz¦ {e(r)1, . . . , e(r)w} przestrzeni rW
tak¡, »e {e(r)1, . . . , e(r)w}r∈R jest baz¡ V . Na diagonali macierzy automor�zmu ρ(x) w tej bazie nie-
zerowe wyrazy b¦d¡ odpowiadaªy tylko tym elementom e(r)i, dla których xrW = rW , czyli xr ∈ rH,
czyli r−1xr ∈ H.

St¡d Tr ρ(x) =
∑

r∈R,r−1xr∈H Tr(ρ(x)|rW ). Z innej strony, przemienny diagram

W
ρ(r−1xr)//

ρ(r)
��

W

ρ(r)
��

rW
ρ(x) // rW

pokazuje, »e Tr(ρ(x)|rW ) = Tr(ρ(r−1xr)|W ) = χW (r−1xr). Mamy wi¦c

χρ(x) =
∑

r∈R,r−1xr∈H

χW (r−1xr).

Teraz zauwa»my, »e dla wszystkich g ∈ rH (g = rh dla pewnego h ∈ H) mamy równowa»no±¢
g−1xg ∈ H ⇐⇒ h−1r−1xrh ∈ H ⇐⇒ r−1xr ∈ H oraz, w zaªo»eniu, »e r−1xr ∈ H, równo±¢
χW (g−1xg) = χW (h−1r−1xrh) = χW (r−1xr) (bo χW ∈ Cl(H)). St¡d teza. �

Wzoruj¡c na wzorze z twierdzenia poªó»my dla dowolnej F ∈ Cl(H)

IndF (x) :=
1

|H|
∑

g∈G,g−1xg∈H

F (g−1xg).

Wzór wzajemno±ci Frobeniusa:

Twierdzenie Niech F ∈ Cl(H), S ∈ Cl(G). Oznaczmy ResS := S|H . Wtedy

(F |ResS)H = (IndF |S)G.

Dowód: Korzystaj¡c z wªasno±ci charakteru χ(g) = χ(g−1) mamy

(IndF |S)G =
1

|G||H|
∑
x∈G

∑
g∈G,g−1xg∈H

F (g−1xg)S(x) =
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1

|G||H|
∑

x,g∈G,g−1xg∈H

F (g−1x−1g)S(x).

Podstawiaj¡c do ostatniego wyra»enia y−1 = g−1x−1g otrzymujemy

(IndF |S)G =
1

|G||H|
∑

g∈G,y∈H

F (y−1)S(gyg−1) =

1

|G||H|
∑

g∈G,y∈H

F (y)S(y) =
1

|H|
∑
y∈H

F (y)S(y) = (F |ResS)H .�

Przykªad: Grupa T ostrosªupa: Grupa T obrotów ostrosªupa foremnego jest izomor�czna z
A4 i ma nast¦puj¡ce klasy sprz¦»ono±ci:

K1 1
K2 (12)(34),(13)(24),(14)(23)
K3 (123),(214),(314),(432)
K4 (132),(241),(314),(423)

Suma K1∪K2 jest komutantem T ′ grupy T , który jest izomor�czny z D2. Iloraz T/T ′ ma 3 elementy,
jest wi¦c izomor�czny z C3. Mamy trzy reprezentacje nieprzywiedlne 1-wymiarowe pochodz¡ce z
reprezentacji C3:

K1 K2 K3 K4

V1 1 1 1 1
V2 1 1 ε ε2

V3 1 1 ε2 ε

Z rozkªadu reprezentacji regularnej wnioskujemy, »e brak nam jeszcze jednej reprezentacji 3-wymiarowej
albo dziewi¦ciu 1-wymiarowych. Ostatnia mo»liwo±¢ nie zachodzi, poniewa» grupa, której wszystkie
nieprzywiedlne reprezentacje s¡ 1-wymiarowe jest abelowa (�wiczenie). �atwo pokaza¢, »e brakuj¡ca
reprezentacja 3-wymiarowa V jest reprezentacj¡ naturaln¡ grupy T w przestrzeni 3-wymiarowej.

Spójrzmy na t¦ reprezentacj¦ z punktu widzenia reprezentacji indukowanych. Oznaczmy ele-
menty grupy T ′ przez e, a, b, c i rozwa»my 1-wymiarowa reprezentacj¦ ρ′ podgrupy H = T ′ tak¡,
»e ρ′(a) = −1, ρ′(b) = −1 oraz indukowan¡ reprezentacj¦ V o charakterze χV = Indχρ′ . Wtedy
(χρ′ |ResχVi)H = 0 (bo χρ′ = ρ′, ρ′(e) = 1, ρ′(a) = −1, ρ′(b) = −1, ρ′(c) = 1,ResχVi(e) = ResχVi(a) =
ResχVi(b) = ResχVi(c) = 1). Ze wzoru wzajemno±ci Frobeniusa mamy te» (χV |χvi)G = 0. St¡d
»adna z reprezentacji Vi nie wchodzi do V , co pokazuje nieprzywiedlno±¢ ostatniej. Istotnie, V jest
3-wymiarowa (bo |G/H| = |T/T ′| = 3). Gdyby byªa przywiedlna, musiaªaby zawiera¢ niezmiennicz¡
podprzestrze« 1-wymiarow¡, która, z kolei, musiaªaby by¢ izomor�czn¡ z jedn¡ z Vi. �wiczenie: ob-
liczy¢ charakter reprezentacji V na dwa sposoby: 1) z tabelki charakterów; 2) korzystaj¡c ze wzoru
na charakter reprezentacji indukowanej.
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11 Reprezentacje rzeczywiste i kwaternionowe

Literatura dodatkowa: [Ada69, iJIM93, Tra]

Dygresja liniowo-algebraiczna

Kompleksy�kacja V C rzeczywistej przestrzeni wektorowej V : Jest to przestrze« wektorowa
nad C zde�niowana przez V C := C ⊗R V ; tutaj rozumiemy C jako prawy R-moduª, a V jako lewy.
Je±li e1, . . . , en jest baz¡ przestrzeni V , mo»emy patrze¢ na V C jako na zbiór formalnych kombinacji
liniowych α1e1 + · · · + αnen o wspóªczynnikach zespolonych z naturalnymi operacjami przestrzeni
wektorowej. Przy tym αiei odpowiadaj¡ tensorom prostym αi ⊗ ei, a wektory e1, . . . , en tworz¡ te»
baz¦ przestrzeni V C. Z tej interpretacji wnioskujemy, »e dimC V

C = dimR V .
Mamy te» R-izomor�zm C⊗R V = (R⊕ iR)⊗R V ∼= V ⊕ iV .

Kompleksy�kacja LC : V C → V C operatora liniowego L : V → V : LC := IdC⊗L. Je±li [L]
jest macierz¡ operatora L w bazie e1, . . . , en, to macierz operatora LC w tej »e bazie, interpretowanej
jako baza V C, b¦dzie si¦ pokrywaªa z [L].

Struktura rzeczywista na przestrzeni zespolonej: Teraz spróbujmy odpowiedzie¢ na pytanie:
co wyró»nia przestrzenie b¦d¡ce kompleksy�kacjami w±ród wszystkich przestrzeni zespolonych?

Na przestrzeni W := V C jest naturalna operacja sprz¦»enia R : α⊗ v 7→ ᾱ⊗ v, α ∈ C, v ∈ V . Ma
ona nast¦puj¡ce wªasno±ci: 1) R : W → W jest operatorem póªliniowym, czyli addytywnym oraz
takim, »e R(βw) = β̄R(w), β ∈ C, w ∈ W ; 2) R2 = Id; 3) zbiór punktów staªych odwzorowania R
pokrywa si¦ z V ⊂ V C (tutaj V jest wªo»one w V C jako zbiór {α⊗ v | α ∈ R, v ∈ V }).

Teraz niechW b¦dzie dowoln¡ przestrzeni¡ wektorow¡ nad C. Struktur¡ rzeczywist¡ na przestrzeni
W nazwiemy odwzorowanie R : W → W speªniaj¡ce warunki 1), 2). Je±li R jest takim operatorem,
to zbiór V := WR jego punktów staªych ma struktur¦ przestrzeni wektorowej nad R. Istotnie, V
jest zamkni¦te ze wzgl¦du na dodawanie (oczywiste, bo R addytywny) oraz ze wzgl¦du na mno»enie
przez skalary z R (Rw = w, β ∈ R =⇒ R(βw) = βRw = βw).

Ponadto, mamy naturalny C-izomor�zm W → V C. Istotnie, niech e1, . . . , en b¦dzie baz¡ prze-
strzeni WR. Wtedy ie1, . . . , ien jest baz¡ przestrzeni wªasnej W−1 ⊂ W operatora R odpowiadaj¡cej
warto±ci wªasnej −1 i mamyW = WR⊕W−1 = WR⊕ iWR = C⊗WR. �atwo widzie¢, »e izomor�zm
ten nie zale»y od wyboru bazy w WR.

Je±li L : W → W jest operatorem C-liniowym, to L = NC dla pewnego operatora R-liniowego
N : V → V wtedy i tylko wtedy, gdy LR = RL. Istotnie, ostatni warunek oznacza, »e L zachowuje
V = WR; poªó»my N := L|V . �wiczenie: dopracowa¢ szczegóªy.
Urzeczywistnienie (forma rzeczywista) VR przestrzeni zespolonej V : Poniewa» R ⊂ C
mo»emy patrze¢ na V jako na przestrze« wektorow¡ nad R, któr¡ b¦dziemy oznaczali przez VR. Przy
tym V i VR pokrywaj¡ si¦ jako zbiory, ale dimR VR = 2 dimC V . Istotnie, je±li e1, . . . , en jest baz¡ V ,
to wektory e1, . . . , en, ie1, . . . , ien tworz¡ baz¦ VR.

Forma rzeczywista LR operatora zespolonego L : V → V : Jest to operator L rozumiany jako
operator R-liniowy dziaªaj¡cy z VR w VR. Je±li [L] jest macierz¡ operatora L w bazie e1, . . . , en,
i [L] = [L]′ + i[L]′′, gdzie [L]′ := Re[L], [L]′′ := Im[L] (cz¦±ci rzeczywista i urojona), to macierz
operatora LR w bazie e1, . . . , en, ie1, . . . , ien jest dana wzorem (�wiczenie: sprawdzi¢).[

[L]′ −[L]′′

[L]′′ [L]′

]
.
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Struktura zespolona na przestrzeni rzeczywistej V : A teraz pytanie: co wyró»nia przestrzenie
b¦d¡ce formami rzeczywistymi w±ród wszystkich przestrzeni rzeczywistych? Odpowiedzialn¡ za takie
wyró»nienie jest tzw. struktura zespolona na V . Jest to operator J : V → V o wªasno±ci J2 = − Id.
Operator ten jest odzwierciedleniem mno»enia przez jedynk¦ urojon¡. Je±li J jest takim operatorem,
wprowadzamy w V struktur¦ przestrzeni zespolonej przez iv := Jv, v ∈ V (dodawanie i mno»enie
przez skalary rzeczywiste mamy za darmo). W szczególno±ci, wymiar przestrzeni V nad R musi by¢
parzysty.

Operator L : V → V jest forma rzeczywist¡ pewnego operatora zespolonego wtedy i tylko wtedy,
gdy LJ = JL.

Najpierw kompleksy�kacja, potem urzeczywistnienie: (V C)R ∼= V ⊕ V (�wiczenie).

Najpierw urzeczywistnienie, potem kompleksy�kacja: (VR)C ∼= V ⊕ V (�wiczenie); tutaj
przez V oznaczamy przestrze« sprz¦»on¡ do V , czyli C-liniow¡ przestrze«, której struktura addytywna
pokrywa si¦ z t¡ z V , a mno»enie przez skalary zadane jest wzorem α ∗ v := ᾱv, α ∈ C, v ∈ V .

Przestrzenie i operatory sprz¦»one: Przestrzenie sprz¦»one wprowadzili±my wy»ej. Niech L :
V → W b¦dzie operatorem liniowym. Ten sam operator rozumiany jako operator V → W b¦dziemy
oznacza¢ L−. Jest póªliniowy: L−(αv) = αL−v = ᾱ ∗ L−v. Analogicznie de�niujemy operator
−L : V → W (te» póªliniowy), i kªadziemy L :=− L− : V → W (ostatni jest operatorem liniowym).

Algebra kwaternionów H: Jest to algebra nad R generowana jako przestrze« wektorowa przez
cztery wektory 1, i, j, k speªniaj¡ce nast¦puj¡ce reguªy mno»enia:

1. 1 jest elementem neutralnym wzgl¦dem mno»enia;

2. i2 = j2 = k2 = −1, ij = k, jk = i, ki = j.

Wnioskiem z powy»szych reguª s¡ to»samo±ci ji = −k, kj = −i, ik = −j oraz mo»liwo±¢ reprezentacji
kwaterniona α1 +βi+γj+ δk w postaci α1 +βi+ (γ1 + δi)j, czyli za pomoc¡ pary liczb zespolonych
(α1 + βi, γ1 + δi). Inaczej, H = C⊕ Cj.

Reprezentacja macierzowa algebry H: �atwo si¦ przekona¢, »e nast¦pujace macierze speªniaj¡
powy»sze reguªy wzgl¦dem standardowego mno»enia macierzy:

1 :=

[
1 0
0 1

]
, i :=

[
0 i
i 0

]
, j :=

[
0 1
−1 0

]
,k :=

[
i 0
0 −i

]
.

Wszystkie kombinacje liniowe tych macierzy o wspóªczynnikach rzeczywistych b¦d¡ tworzyªy algebr¦
H.

Prawa przestrze« wektorowa V nad H: Jest to prawy moduª nad H (lewy moduª daje nierów-
nowa»ne poj¦cie, poniewa» H jest nieprzemienna).

Operator H-liniowy na V de�niujemy jako odwzorowanie L : V → V b¦d¡ce mor�zmem H-
moduªów (czyli addytywne odwzorowanie, speªniaj¡ce L(vh) = L(v)h, v ∈ V, h ∈ H).

Forma zespolona VC kwaternionowej prawej przestrzeni liniowej V : Poniewa» C ⊂ H,
mamy struktur¦ przestrzeni C-liniowej na V . Form¦ zespolon¡ LC operatora H-liniowego L : V → V
de�niujemy podobnie jak w przypadku formy rzeczywistej operatora zespolonego (czyli zapominamy,
»e jest H-liniowy, a pami¦tamy, »e jest C-liniowy).
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Struktura kwaternionowa na prestrzeni zespolonej V : Jest to struktura, która wyró»nia formy
zespolone przestrzeni kwaternionowych w±ród przestrzeni zespolonych. De�niuje si¦ jako operator
póªliniowy H : V → V o wªasno±ci H2 = − Id (jest odzwierciedleniem prawego mno»enia przez j).
Je±li H jest takim operatorem, wprowadzamy w V struktur¦ prawego H-moduªu przez vj := Jv
(dodawanie i mno»enie przez skalary zespolone ju» mamy). W szczególno±ci, wymiar przestrzeni V
nad C musi by¢ parzysty.

Mo»na pokaza¢, »e operator L : V → V jest form¡ zespolon¡ wtedy i tylko wtedy, gdy LH = HL.

Jak to si¦ przekªada na reprezentacje

Struktura rzeczywista R : W → W na reprezentacji zespolonej ρ : G → GL(V ): Jest
to struktura rzeczywista na przestrzeni zespolonej V , b¦d¡ca operatorem splataj¡cym dla ρ. Z
powy»szych rozwa»a« wnioskujemy, »e W = V C, gdzie V := WR, oraz, »e istnieje taka reprezentacja
rzeczywista τ : G→ GL(V ), ze ρ(g) = τ(g)C dla ka»dego g ∈ G.
Reprezentacja kwaternionowa grupy G w prawej przestrzeni kwaternionowej V : Jest
to homomor�zm grup ζ : G → GLH(V ), gdzie przez GLH(V ) oznaczyli±my grup¦ odwracalnych
H-liniowych odwzorowa« z V w V .

Struktura kwaternionowa H : V → V na reprezentacji zespolonej ρ : G → GL(V ): Jest
to z kolei struktura kwaternionowa na przestrzeni zespolonej V , b¦d¡ca operatorem splataj¡cym
dla ρ. Mo»emy wprowadzi¢ struktur¦ prawej H-przestrzeni liniowej na V oraz pokaza¢, »e istnieje
reprezentacja kwaternionowa ζ : G→ GLH(V ) taka, »e ρ(g) = ζ(g)C dla dowolnego g ∈ G.
Reprezentacja sprz¦»ona do reprezentacji zespolonej ρ : G → GL(V ): Jest to reprezentacja
ρ : G → GL(V ) w przestrzeni V zadana wzorem ρ(g) := ρ(g), g ∈ G. Reprezentacje ρ i ρ, na pozór
jednakowe, mog¡ by¢ nie równowa»ne. Istotnie, operator v 7→ v : V → V (czyli Id−) jest operatorem
splataj¡cym pomi¦dzy ρ i ρ, ale nie jest liniowy (jest póªliniowy). Ale mo»e te» istnie¢ nietrywialny
operator liniowy splataj¡cy, realizuj¡cy równowa»no±¢ ρ i ρ.

Lemat Niech ρ b¦dzie reprezentacj¡ nieprzywiedln¡ i równowa»n¡ z ρ i niech C : V → V b¦dzie
(liniowym) operatorem splataj¡cym, realizuj¡cym t¦ równowa»no±¢. Wtedy C jest okre±lony z dokªad-
no±ci¡ do czynnika liczbowego, który mo»na wybra¢ tak, »eby C− : V → V byªo struktur¡ rzeczywist¡
lub kwaternionow¡.

Dowód: Niech C ′ : V → V b¦dzie innym operatorem splataj¡cym, realizuj¡cym równowa»no±¢.
Wtedy C−1C ′ : V → V jest operatorem splataj¡cym (pomi¦dzy ρ i ρ) i wedªug lematu Schura musi

by¢ postaci λ Id dla pewnego λ ∈ C. Mamy wi¦c C ′ = λC. Zauwa»my, »e operator C : V → V = V
jest operatorem splataj¡cym (pomi¦dzy ρ i ρ), st¡d mo»emy poªo»y¢ C ′ := (C)−1 i dosta¢ (C)−1 =
λC. Mamy wi¦c CC = (1/λ) Id, CC = (1/λ̄) Id. Poniewa» Tr(CC) = Tr(CC), skalar λ musi by¢
rzeczywisty. Teraz zauwa»my, »e CC = (C−)(C−). Zast¦puj¡c C przez

√
λC w przypadku λ > 0

lub przez i
√
|λ| w przypadku λ < 0, otrzymujemy wynik. �

Typy reprezentacji: Mówimy, »e reprezentacja zespolona ρ jest typu

1. zespolonego, je±li ρ i ρ nie s¡ równowa»ne;

2. rzeczywistego, je±li s¡ równowa»ne i C− po przeskalowaniu jest struktura rzeczywista;

3. kwaternionowego, je±li s¡ równowa»ne i C− po przeskalowaniu jest struktura kwaternionowa.
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Twierdzenie (Frobeniusa�Schura) Niech χ b¦dzie charakterem nieprzywiedlnej zespolonej repre-
zentacji ρ : G→ GL(V ) sko«czonej grupy G i niech

x :=
1

|G|
∑
g∈G

χ(g2)

Wtedy

1. x = 0 ⇐⇒ ρ jest typu zespolonego;

2. x = 1 ⇐⇒ ρ jest typu rzeczywistego;

3. x = −1 ⇐⇒ ρ jest typu kwaternionowego.

Dowod: zob. [Tra].

Przykªad: Rozwa»my naturaln¡ 1-wymiarow¡ reprezentacj¦ grupy cyklicznej Cn = {e, a, a2, . . . , an−1}
o charakterze χ, χ(aj) = εj, ε := ei2π/n. Reprezentacja ta nie mo»e byc typu kwaternionowego, bo
wymiar przestrzeni jest nieparzysty.

Z kolei, »eby reprezentacja ta byªa typu rzeczywistego warto±ci wªasne wszystkich operatorów
reprezentacji musz¡ by¢ rzeczywiste. To sugeruje, »e ta reprezentacja jest typu rzeczywistego tylko
w przypadku n = 2. Istotnie, w tym przypadku x = (1/2)(χ(e2) + χ(a2)) = (1/2)(χ(e) + χ(e)) = 1.

Dla n = 3 mamy x = (1/3)(χ(e2)+χ(a2)+χ(a4)) = (1/3)(χ(e)+χ(a2)+χ(a)) = (1/3)(1+ε2+ε) =
0.

Dla n = 4: x = (1/4)(χ(e2) + χ(a2) + χ(a4) + χ(a6)) = (1/4)(χ(e) + χ(a2) + χ(e) + χ(a2)) =
(1/4)(1 + (−1) + 1 + (−1)) = 0.

�wiczenie: Jak jest dla dowolnego n?
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12 Grupy Liego, cz. I

Literatura dodatkowa: [Ada69, Tra]

Grupa Liego: Jest to grupa (G, µ) taka, »e G jest wyposa»one w struktur¦ rozmaito±ci ró»niczkowej
o tej wªasno±ci, »e dziaªanie grupowe µ : G × G → G oraz odwzorowanie ε : g 7→ g−1 : G → G s¡
gªadkie.

Przykªad podstawowy: G := GL(n,R) = {X ∈ Mat(n,R) | detX 6= 0} grupa odwracalnych
macierzy n× n o wyrazach rzeczywistych. Funkcja det : Mat(n,R) ∼= Rn2 → R jest wielomianem na
Rn2

, wi¦c jest ci¡gªa. Wnioskujemy st¡d, »e zbiór {X ∈ Mat(n,R) | detx = 0} = det−1(0) ⊂ Rn2

jest domkni¦ty, a jego dopeªnienie GL(n,R) jest zbiorem otwartym w Rn2
. Mo»emy teraz wyposa»y¢

G w struktur¦ rozmaito±ci gªadkiej �odziedziczonej� z Rn2
.

Mno»enie macierzy µ : Mat(n,R)×Mat(n,R)→ Mat(n,R), (X, Y ) 7→ XY , jest odwzorowaniem
wielomianowym Rn2 × Rn2 → Rn2

, jest wi¦c gªadkie i zostaje takim po ograniczeniu do zbioru
otwartego G×G ⊂ Mat(n,R)×Mat(n,R).

Odwzorowanie ε : G→ G,X 7→ X−1, jest zadane przez odwzorowanie wymierne na Rn2
, czyli ta-

kie, »e jego skªadowe s¡ stosunkami wielomianów. Przy tym wielomian pojawiaj¡cy si¦ w mianowniku
to wyznacznik. Ostatni nie zeruje si¦ na podzbiorze G ⊂ Rn2

, st¡d ε równie» jest odwzorowaniem
gªadkim.

Uwaga: Analogicznie mo»emy rozpatrywa¢ grup¦ G := GL(n,C) odwracalnych macierzy n × n o
wyrazach zespolonych. Mo»na j¡ rozpatrywa¢ jako podzbiór otwarty w Mat(n,C) ∼= Cn2 ∼= R2n2

i traktowa¢ jako grup¦ Liego. Istotnie, odwzorowania µ i ε b¦d¡ odpowiednio wielomianowym i
wymiernym (z niezeruj¡cym si¦ mianownikiem) odwzorowaniami od cz¦±ci rzeczywistych i urojonych
wyrazów macierzy.

Alternatywne spojrzenie polega na patrzeniu na G jako na rozmaito±¢ zespolon¡ i zespolon¡ grup¦
Liego.

Podgrupa Liego H ⊂ G w grupie Liego G: Jest to podgrupa, b¦d¡ca podrozmaito±¢i¡ gªadk¡ w
G. Grupa H sama jest grup¡ Liego. Istotnie, odwzorowania µ : G×G→ G i ε : G→ G ograniczone
do H ×H i H odpowiednio, s¡ gªadkie.

Przykªad: Niech G := GL(1,C) ∼= C∗, H := U(1) = {z ∈ GL(1,C) | zz̄ = 1}. Równanie zz̄ = 1
w zmiennych rzeczywistych ma posta¢ x2 + y2 = 1, czyli zadaje okr¦g jednostkowy, podrozmaito±¢
gªadk¡ w G.

Algebraiczne grupy liniowe: S¡ to podgrupyH ⊂ GL(n,R) grupy macierzy odwracalnych, b¦d¡ce
zbiorami algebraicznymi w Mat(n,R) ∼= Rn2

(zbiór H ⊂ Rm nazywamy algebraicznym, je±li istniej¡
wielomiany f1, . . . , fk na Rm takie, »e H := {x ∈ Rm | f1(x) = 0, . . . , fk(x) = 0}).

Lemat Algebraiczne grupy liniowe s¡ podgrupami Liego w GL(n,R).

Dowód: Niech H := {x ∈ Rn2 | f1(x) = 0, . . . , fk(x) = 0} ⊂ GL(n,R) b¦dzie algebraiczn¡ grup¡
liniow¡. Rozwa»my macierz Jacobiego J [f ](x) = [ ∂fi

∂xj
] i poªó»my r := maxx∈H rank J [f ](x), P :=

{x ∈ H | rank J [f ](x) = r}. Zauwa»my, »e zbiór P jest niepusty.
Skorzystajmy z � jednorodno±ci� grupy H ⊂ GL(n,R). Dokªadniej, niech y ∈ H b¦dzie dowolnym

elementem, a x ∈ P . Wtedy istnieje h ∈ H taki, »e hx = y. Odwzorowanie Lh : GL(n,R) →
GL(n,R), g 7→ hg, jest dyfeomor�zmem. St¡d rank J [f ](y) = rank J [f ](x) = r.
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Widzimy, »e rz¡d J [f ] jest staªy na caªym H. Z twierdzenia o staªym rz¦dzie wnioskujemy, »e H
jest powierzchni¡ (wymiaru n2 − r). �

Przykªad: G := SL(n,R) = {X ∈ GL(n,R) | detX = 1}, TeG = {x ∈ Mat(n,R) | Tr x = 0}.

Przykªad: G := SL(n,C) = {X ∈ GL(n,C) | detX = 1}.

Przykªad: G := O(n,R) = {X ∈ GL(n,R) | XXT = In}.

Przykªad: G := SO(n,R) = O(n,R) ∩ SL(n,R)

Przykªad: G := Sp(n,R) = {X ∈ GL(2n,R) | XJXT = J}, tutaj J :=

[
0 In
−In 0

]
.

Przykªad: G := U(n) = {X ∈ GL(n,C) | XXT
= In}

Przykªad: G := SU(n) = U(n) ∩ SL(n,C).

Przykªad: G := Sp(n) = {X ∈ GL(n,H) | XXT
= In}, tutaj GL(n,H) oznacza grup¦ odwracal-

nych macierzy n×n owyrazach kwaternionowych, a X oznacza macierz otrzyman¡ z macierzy X za-
stosowaniem sprz¦»enia kwaternionowego do ka»dego wyrazu: α1 + βi+ γj + δk = α1−βi−γj−δk.

Przykªad podgrupy nie b¦d¡cej podgrup¡ Liego: Zauwa»my, »e podgrupa Liego H ⊂ G jest
podzbiorem domkni¦tym w grupie Liego G. Do zbudowania takiego przykªadu wystarczy wi¦c znale¹¢
podgrup¦ niedomkni¦t¡.

Przykªad: Grupa (R,+) jest grup¡ Liego a jej podgrupa Q liczb wymiernych nie jest domkni¦ta:
Q = R.
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13 Grupy Liego, cz. II

Algebra Liego (V, [, ]): Jest to przestrze« wektorowa V nad ciaªem K wyposa»ona w dziaªanie
2-liniowe (x, y) 7→ [x, y] : V × V → V , speªniaj¡ce nast¦puj¡ce warunki:

1. [x, y] = −[y, x] ∀x, y ∈ V (sko±na symetria);

2. [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 ∀x, y, z ∈ V (tozsamo±¢ Jacobiego).

Przykªad: Niech (A, ·) b¦dzie dowoln¡ algebr¡ ª¡czn¡. Wtedy (A, [, ]), gdzie [x, y] := x · y − y · x
jest algebr¡ Liego (�wiczenie: sprawdzi¢). W szczególno±ci, Mat(n,K) z komutatorem macierzowym
jest algebr¡ Liego. Oznaczamy gl(n,K) := (Mat(n,K), [, ]).

Ogólniej, je±liW jest dowoln¡ przestrzeni¡ wektorow¡, zbiór End(W ) endomor�zmów przestrzeni
W (czyli operatorów liniowych L : W → W ) jest algebr¡ Liego.

Homomor�zm algebr Liego (V1, [, ]1) i (V2, [, ]2): Jest to odwzorowanie liniowe φ : V1 → V2

zachowuj¡ce �nawiasy�, czyli φ[x, y]1 = [φx, φy]2 ∀x, y ∈ V1.

�wiczenie: Niech (V, [, ]) b¦dzie przestrzei¡ wektorow¡ wyposa»on¡ w dziaªanie 2-liniowe sko±nie sy-
metryczne. Okre±lmy operator adx ∈ End(V ) wzorem adxy := [x, y], x, y ∈ V . Pokaza¢, »e to»samo±¢
Jacobiego (TJ) jest równowa»na nast¦puj¡cemu warunkowi: [adx, ady] = ad[x,y] (w szczególno±ci, je±li
[, ] speªnia TJ, to odwzorowanie x 7→ adx : V → End(V ) jest homomor�zmem algebr Liego).

Podalgebra h ⊂ g algebry Liego (g, [, ]): Jest to podprzestrze« liniowa w g zamkni¦ta ze wzgl¦du
na nawias: [h, h] ⊂ h.

Przykªad: Podprzestrze« sl(n,R) ⊂ gl(n,R) macierzy bez±ladowych (mamy Tr([x, y]) = Tr(xy −
yx) = 0 dla dowolnych x, y ∈ gl(n,R), w szczególno±ci komutator macierzy bez±ladowych jest bez-
±ladowy).

Przykªad: Podprzestrze« o(n,R) ⊂ gl(n,R) macierzy sko±nie ortogonalnych, czyli takich macierzy
x, »e x = −xT . Dla x, y ∈ o(n,R) mamy [x, y]T = (xy − yx)T = yTxT − xTyT = yx− xy = −[x, y].

Algebra Liego ró»niczkowa« algebry ª¡cznej (A, ·): Ró»niczkowaniem algebry ª¡cznej nazy-
wamy odwzorowanie liniowe d : A → A speªniaj¡ce warunek d(x · y) = dx · y + x · dy. Ró»nicz-
kowania tworz¡ podprzestrze« D ⊂ End(A) i, ponadto, podalgebr¦ Liego w (End(A), [, ]). Istotnie,
(d1d2 − d2d1)(x · y) = d1(d2x · y + x · d2y)− d2(d1x · y + x · d1y) = d1d2x · y + d2x · d1y + d1x · d2y +
x · d1d2y − (d2d1x · y + d1x · d2y + d2x · d1y + x · d2d1y) = (d1d2 − d2d1)x · y + x · (d1d2 − d2d1)y.

Algebra Liego Vect(M) pól wektorowych na rozmaito±ci gªadkiej M : Rozwa»my przestrze«
(C∞(M,R), ·) funkcji gªadkich naM o warto±ciach rzeczywistych ze struktur¡ (przemiennej) algebry
ª¡cznej wzgl¦dem mno»enia punktowego funkcji. Ró»niczkowania tej algebry nazywaj¡ si¦ polami
wektorowymi na M i tworz¡ algebr¦ Liego wzgl¦dem komutatora.

Inaczej na pola wektorowe mo»na patrze¢ jako na ci¦cia gªadkie wi¡zki stycznej TM
τ→ M .

Elementami TM s¡ pary (v, x), gdzie x ∈ M , a v jest wektorem stycznym do M zaczepionym w
punkcie x. Zbiór wszystkich takich wektorów, czyli wªokno nad x, oznaczamy TxM . Ka»de pole
wektorowe ma wi¦c posta¢ (v(x), x), gdzie x ∈M , a wektor v(x) ∈ TxM gªadko zale»y od punktu x.

Wi¡zka TM jest wi¡zk¡ lokalnie trywialn¡, czyli jej ograniczenie TU na maªy podzbiór otwarty
U ⊂ M mo»e by¢ uto»samione z wi¡zk¡ trywialn¡ Rn × U → U , gdzie n = dimM , a jej ci¦cia
mog¡ by¢ uto»samione z parami (f(x), x), gdzie x ∈ U , a f : U → Rn, f(x) = (f 1(x), . . . , fn(x))
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jest funkcj¡ gªadk¡. Uto»samienie wªókien wi¡zki TU z Rn jest zwi¡zane z wyborem wspóªrz¦dnych
lokalnych (x1, . . . , xn) na U . Alternatywnie, pole wektorowe zapisujemy jako f = f i∂i (sumowanie
po i), gdzie ∂i := ∂

∂xi
, a jego dziaªanie na funkcje F ∈ C∞(U,R) wygl¡da nast¦puj¡co: fF := f i(∂iF )

(jest ró»niczkowaniem w sensie powy»szej de�nicji).
Dla komutatora pól wektorowych mamy nast¦puj¡cy wzór:

[f, g]i(x) = f j(x)(∂jg
i(x))− gj(x)(∂jf

i(x))

(�wiczenie: sprawdzi¢).

Zachowanie pól wektorowych wzgl¦dem dyfeomor�zmów ψ : M → M : Ka»dy taki dyfe-
omor�zm generuje odwzorowanie styczne ψ∗ : TM → TM , które na parach (v, x), x ∈ M, v ∈ TxM ,
b¦dziemy zapisywali jako ψ∗(v, x) = (ψ∗|xv, ψ(x)), tutaj ψ∗|x : TxM → Tψ(x)M jest pewnym odwzo-
rowaniem liniowym. Je±li ψ(x0) = y0, i je±li (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) s¡ wspóªrz¦dnymi lokalnymi w
otoczeniach X 3 x0, Y 3 y0, odwzorowanie ψ mo»na zada¢ jako n-tk¦ funkcji (x1, . . . , xn) 7→ (y1 =
ψ1(x), . . . , yn = ψn(x)). Odwzorowanie ψ∗|x : TxM ∼= Rn × {x} → Tψ(x)M ∼= Rn × {ψ(x)} pokrywa
si¦ wtedy z macierz¡ Jacobiego

J [ψ](x) :=

 ∂1ψ
1 . . . ∂1ψ

n

...
...

∂nψ
1 . . . ∂nψ

n


traktowan¡ jako odwzorowanie liniowe Rn → Rn.

Odwzorowanie ψ∗ dziaªa na pola wektorowe: Vect(M) 3 f 7→ ψ∗f ∈ Vect(M), f = (f(x), x) 7→
(J [ψ](x)f(x), ψ(x)). Okazuje si¦, »e ψ∗ : Vect(M) → Vect(M) jest homomor�zmem algebry Liego,
czyli ψ∗[f, g] = [ψ∗f, ψ∗g] (�wiczenie: sprawdzi¢).

Algebra Liego lewoniezmienniczych pól wektorowych na grupie Liego G: Dla g ∈ G
okre±lmy odwzorowanie lewej translacji Lg : G → G wzorem Lgx := gx. Maj¡c element v ∈ TeG
mo»emy zbudowa¢ pole wektorowe vl ∈ Vect(G) kªadz¡c vl = ((Lg)∗|ev, g). Tak okreslone pole
wektorowe jest lewoniezmiennicze, czyli (Lg)∗v

l = vl. Istotnie, je±li vl = (vl(g), g), to (Lg′)∗v
l =

((Lg′)∗|gvl(g), Lg′g) = ((Lg′)∗|g(Lg)∗|ev, g′g) = ((Lg′Lg)∗|ev, g′g) = ((Lg′g)∗|ev, g′g) = vl. Tutaj sko-
rzystali±my z to»samo±ci (ψ ◦ η)∗ = ψ∗ ◦ η∗, gdzie ψ, η s¡ dowolnymi dyfeomor�zmami.

Odwrotnie, je±li pole w ∈ Vect(G) jest lewoniezmiennicze, to w = vl, gdzie v := w(e). Mamy
wi¦c uto»samienie zbioru g lewoniezmienniczych pól wektorowych z wªóknem TeG. Okazuje si¦, »e g
jest podalgebr¡ Liego w Vect(G). To wynika z nast¦puj¡cego lematu.

Lemat Niech (V, [, ]) b¦dzie algebr¡ Liego, a Ψ p¦wnym zbiorem jej homomor�zmów. Wtedy zbiór
V Ψ := {x ∈ V | ψ(x) = x ∀ψ ∈ Ψ} jest podalgebr¡ Liego.

Dowód: Niech x, y ∈ V Ψ, wtedy dla ka»dego ψ ∈ Ψ mamy ψ[x, y] = [ψx, ψy] = [x, y], czyli [x, y] ∈
V Ψ.

Algebra Liego g grupy Liego G: Jest to okre±lona powy»ej algebra Liego pól lewoniezmienniczych
na G. Oznaczamy te» g = Lie(G). Zauwa»my, »e, poniewa» odwzorowanie φl : TeG → g, v 7→ vl,
jest izomor�zmem przestrzeni liniowych, dim g = n = dimG. Ponadto, u»ywaj¡c tego izomor�zmu,
mo»emy �przenie±¢� struktur¦ algebry Liego z g na TeG wedªug wzoru [v, w] := φ−1

l [φlv, φlw] =
[vl, wl](e).
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Dlatego te» cz¦sto pod �algebr¡ Liego� grupy G rozumie si¦ przestrze« TeG wyposa»ona w po-
wy»szy nawias.

Przykªad: Niech G := GL(n,R). Poniewa» G jest zbiorem otwartym w Rn2
, mamy TG = Rn2 ×G

i ka»de pole wektorowe jest postaci (V (X), X), gdzie V (X) jest gªadka funkcja na G o warto±ciach

macierzowych: V (X) =

 V11(X) . . . V1n(X)
. . .

Vn1(X) . . . Vnn(X)

. �atwo widzie¢, »e je±li V ∈ TIG ∼= Mat(n,R),

to V l = (XV,X). Innymi sªowy, V l = XijVjk∂ik. St¡d [V l,W l]i
′k′ = (XijVjk∂ikXi′j′Wj′k′) −

(XijWjk∂ikXi′j′Vj′k′) = (XijVjkδii′δkj′Wj′k′)− (XijWjkδii′δkj′Vj′k′) = (Xi′jVjkWkk′)− (Xi′jWjkVkk′) =
Xi′j[V,W ]jk′ = ([V,W ]l)i

′k′ . St¡d struktura algebry Liego na TIG ∼= Mat(n,R) �przeniesiona� z
algebry Liego pól lewoniezmienniczych pokrywa si¦ z gl(n,R).

�wiczenie: Niech H ⊂ G b¦dzie podgrup¡ Liego grupy Liego G. Pokaza¢, »e podprzestrze« TeH ⊂
TeG jest podalgebr¡ Liego w algebrze Liego g = TeG i, co wi¦cej, TeH jako algebra Liego pokrywa
si¦ z h = Lie(H).

Przykªad: Niech G := GL(n,R), H := O(n,R). Wtedy TIG = g = gl(n,R), a podprzestrze«
TIH mo»e by¢ obliczona jako zbiór wektorów stycznych w zerze do krzywych gªadkich t 7→ c(t) ∈
O(n,R), c(0) = I. Ró»niczkuj¡c to»samo±¢ c(t)(c(t))T = I w zerze, otrzymujemy c′(0)(c(0))T +
c(0)(c′(0))T = 0, sk¡d c′(0) + (c′(0))T = 0. Wnioskujemy st¡d, »e TIH skªada si¦ z macierzy sko±nie
symetrycznych i »e h = o(n,R).

Twierdzenia Liego

Twierdzenie (I twierdzenie Liego) Je±li dla sko«czenie wymiarowej algebry Liego g istnieje grupa
Liego G taka, »e g = Lie(G), to istnieje te» jedyna jednospójna grupa Liego G′ o wªasno±ci g =
Lie(G′).

Uwaga: Jednospójno±¢ oznacza sci¡galno±¢ ka»dej p¦tli.

Przykªad: Grupy Liego (R,+) i U(1) maj¡ t¦ sam¡ algebr¦ Liego R (z nawiasem zerowym [x, y] =
0 ∀x, y ∈ R. Pierwsza z nich jest jednospójna, druga nie.

Twierdzenie (II twierdzenie Liego) Niech φ : g1 → g2 b¦dzie homomor�zmem sko«czenie wymia-
rowych algebr Liego i niech G1, G2 b¦d¡ takimi grupami Liego, »e gi = Lie(Gi), i = 1, 2. Je±li G1 jest
jednospójna, to istnieje jedyny homomor�zm grup Liego Φ : G1 → G2 �caªkuj¡cy� φ.

Uwaga: Homomor�zmem grup Liego nazywamy odwzorowanie Φ : G1 → G2 b¦d¡ce 1) homomor�-
zmem grup; 2) odwzorowaniem gªadkim. Okazuje si¦, »e odwzorowanie Φ∗|e1 : Te1G1 → Te2G2 jest
homomor�zmem odpowiednich algebr Liego φ := Φ∗|e1 : g1 → g2. Mówimy, »e Φ �caªkuje� φ.

Twierdzenie (III twierdzenie Liego) Dla ka»dej sko«czenie wymiarowej algebry Liego g istnieje
grupa Liego G taka, »e g = Lie(G).

Twierdzenia Liego pokazuj¡, »e badanie grup Liego w du»ej mierze sprowadza si¦ do badania
algebr Liego.
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