Geometria rozniczkowa

Andriy Panasyuk

Wyktlad 1: Pojecie powierzchni gladkiej

Oznaczenia: © = (z1,...,2,) € R", y = (y1,...,ym) € R™.

Zbioér otwarty U C R™: jest to podzbior U C R" o tej wlasnosci, ze wraz z kazdym punktem x € U
zawiera tez pewng otwarta kule K > x.

Odwzorowanie gtadkie f : R* D U — R™: Jest to odwzorowanie odwzorowujace punkt x € R"
w punkt y € R™ zadawane przez m funkcji od n zmiennych

hn = fl(xlw"7xn)7

Ym = fm(xla cee 7$n)

okreslonych na U, o tej wlasnosci, ze w kazdym punkcie 2° = (29,...,2%) € U istnieja wszystkie

pochodne czastkowe %(xo) = limag; so(fi(. - ,x? + Az, ) /Axj), i =1,...,m,j =1,....,n. Z
J

reguly bedziemy wymagac tez, zeby te pochodne czastkowe byty funkcjami cigglymi. W szczegdlnosci,

tak bedzie, jesli dla funkcji f; istnieja pochodne czastkowe drugiego rzedu ax‘?gxk.
Wykres I'y odwzorowania f : R" D U — R™: jest to zbior I'y = {(z, f(z)) | z € U} C R* x R™.
Inaczej I'y = {(z,y) e R" xR™ |z € U,y = f(x)}.

PrRzZYKLADY: Wykresy funkcji jednej i 2 zmiennych:

Wspolrzedznosciowa plaszczyzna k-wymiarowa RY C R!: Jest to plaszezyzna w R! zadana
przez rownania z,, = 0,...,2,_, = 0 dla pewnego podzbioru A = {ay,..., a1} C {1,...,1}.

PRZYKLADY PLASZCZYZN WSPOLRZEDNOSCIOWYCH:

RY C R%: A= {1} C {1,2} A={2} c{1,2}
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R C R%: A= {1} c {1,2,3} A={2} c{1,2,3}

| i

RY c R A={1,2} C {1,2,3} A={2,3} c{1,2,3}
UwaGA: Wybér podzbioru A C {1,...,1} zadaje rozklad R = RN x R';*, gdzie A = {1,...,1}\ A.
(Gladka) k-wymiarowa powierzchnia S w R!: Jest to podzbiér S C R!, ktéry lokalnie jest
wykresem odwzorowania gtadkiego z R* w R'=*. Dokladniej ostatnie zdanie oznacza, ze dla kazdego
x € Sistnieja: 1) podzbior A, C {1,...,1}; 2) zbior otwarty U, C RY C R!; 3) odwzorowanie gladkie
fo: Uy = RT%; 4) zbior otwarty O, C RY; takie, ze SN O, =Ty,.

PRZYKLAD: Niech S = {(z1,%2) | (z1)? + (22)* = 1} C R? bedzie okregiem jednostkowym. Wtedy S
jest powierzchnia 1-wymiarowa, bo dla z € O, = {(z1,%2) | z2 > 0} mozemy wzia¢ A, = {2},U, =

(—=1,1), fu(z1) = /1 — (21)? ydla z € O, = {(z1,22) | 22 < 0} mozemy wzia¢ A, =
{2}7Um = <_17 1)af:v(xl) =—/1- (xl)Q ,dlax € O, = {(1’1,1‘2) | ry > 0} mozemnwy
wzia¢ A, = {1}, U, = (—=1,1), fo(z2) = /1 — (22)? ydlaz € O, = {(x1,22) | 21 < 0}

mozemy WZlEké Az - {1}7 U = <_17 1)7 fm(mQ) Y 1- ($2)2
INNY PRZYKEAD: Zadajmy S C R? jako obraz odwzorowania R — R% ¢t — (t3,t%). Wtedy S \
{(0,0)} jest powierzchnia 1-wymiarowa: mozna ja przedstawi¢ jako wykres odwzorowania R\ {0} >

Ty > (29)%3 . Zauwazmy, ze to odwzorowanie nie jest gladkie w zerze: (z2/3)(0) =



(2/3)27 /3|y = oo, czyli cate S nie koniecznie jest powierzchnia gladka. I rzeczywiscie, istnienie

,dziubka” w zerze ,przemawia” za tym, ze ona gltadka w zerze nie jest.

Uwaga: Rozwazmy krzywa S = {(x1,22) | 22 = xi/g}. Jest ona wykresem funkcji f(z1) = x}/?’,

ktora nie jest gtadka w zerze ((xi/g)’(O) = (1/3)27%/3|y = o0). Niemniej jednak, S jest powierzchnig
gladka, bo moze tez by¢ przedstawiona w postaci {(z1,2) | 21 = 23}, czyli jest wykresem funkcji
gtadkiej f(xy) = z3. Dlatego, zeby na pewno stwierdzi¢, ze krzywa z ostatniego przykladu nie jest
gladka w zerze (czyli, ze nie istnieje takiej funkcji gtadkiej, ktorej wykresem ona jest) potrzebne jest
dodatkowe jej badanie.



Wyktad 2: Sposoby okreslania powierzchni gtadkich

Dwa sposoby zadawania powierzchni w R’: Przyklady z poprzedniego wykladu sugeruja nastepu-
jace sposoby zadawania powierzchni:

[ (poprzez réwnania) S C R! zadaje sie jako zbiér punktow z € R! speliajacych réwna-
nia Fi(z) = 0,..., F;_x(z) = 0 dla pewnych funkcji F,...,F_ : R® — R (w pierwszym
przykladzie mamy jedna funkcje F(z1,72) = 2% + 23 — 1). Inaczej méwiac S jest poziomicq
zerowqg F~1(0) pewnego odwzorowania F : Rl — RI7F.

II (poprzez parametryzacje) S C R! zadaje sie jako obraz pewnego odwzorowania p : R¥ — R
(w drugim przyktadzie jest to odwzorowanie t — (#2,13)). Wspohrzedne w R¥ sa zwane tez
parametrami powierzchni S.

Wazne pytanie: Jakie warunki trzeba natozy¢ na odwzorowanie F' (przy I sposobie) oraz na p (przy
drugim), zeby S bylo powierzchnia gtadka. Okazuje sie, ze samej gtadkosci F' (lub p) nie wystarcza.
Istotnie, odwzorowanie ¢ — (t2,t3) jest gladkie (pochodne (¢?)" oraz (#3) istnieja wszedzie, nawet w
zerze), ale okreslana przez nie powierzchnia nie.

Oznaczenia: Niech F : R! D U — R'"* bedzie odwzorowaniem gladkim zadawanym przez funkcje

Fl(aj‘l, c. ,Q?l),
E—k(xla SR ,ZEZ),
oraz niech A = {ay,...,q_} C {1,...,l}. Oznaczmy przez D,(F,z) macierz kwadratowa
OF1(x) OF (x)
0Tq, to Bxalik
OF, k() OF;_j(x)
O7a, ' Oney,

a przez |D4(F, x)| jej wyznacznik. Ostatni bedziemy nazywac ,jakobianem czastkowym”.
Teraz, z kolei, niech p : R¥ D U — R!, gdzie k < [, bedzie odwzorowaniem gtadkim zadanym praz
funkcje
pi(zy, ..., xy),

ey

pi(xy, ..., xk),

a A= {ay,...,a} C {1,...,1}. W takiej sytuacji jakobianem czastkowym |D*(p, )| bedziemy
nazywaé¢ wyznacznik macierzy kwadratowe;j

8pa1 (z) 6pa1 (z)
4 ox1 e Oxy
D%(p,x) = .
Opa,, (z) Opa,, (z)
o0z T oxy,

Twierdzenie I: Niech F': R D U — R'™F bedzie odwzorowaniem gtadkim oraz niech 2° € U bedzie
wybrany punktem, ay® = F(2°) € RI=F jego obrazem. Zatozimy, ze istnieje takie A = {a1, ..., a1} C
{1,...,1}, dla ktorego

|D(F, %) # 0.
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Wtedy zbior S = {x € R' | F(x) = y"} jest gladka powierzchnig k-wymiarows w otoczeniu punktu
0
2Y.

Dowdd tego twierdzenia wynika ze znanego z analizy twierdzenia o funkcji uwiktanej. Mianowicie, to
twierdzenie méwi, ze jesli | Da(F, z%)| # 0, to S w otoczeniu x° jest wykresem pewnego odwzorowania
gtadkiego f : R — R*.

PRZYKLAD: Niech S = {(z1,72) | (71)* + (72)* = 1} C R?, wtedy F(z1,29) = 2% + 23,9° = 1.
Dla 2° = (29,29) € SN O,0 = {(z1,72) | z2 # 0}, mozemy wzia¢ A = {2} i mamy |D4(F,z°)| =
OF (20) = 229 # 0. Dla2° € SN 0,0 = {(v1,25) | 1 # 0}, mozemy wzia¢ A = {1} i mamy

Oxo

Da(F, 2%)| = 2£(20) = 249 0.

INNY PRZYKLAD: Krzywa, ktorg zadawaliSmy jako obraz odwzorowania t +— (£2,t%) mozemy tez
okredli¢ jako S = {(x1,22) | 23 — 22 = 0}. Tutaj F(x1,z2) = 2} — 23, gradient tej funkcji gradF =
(g—fl, 6‘?7‘2) = (3x%, —21z5) znika w punkcie (0,0). Dlatego nie znajdzie sie takiego A C {1,2}, ze

odpowiedni jakobian czastkowy |D4(F, (0,0))| # 0. W konsekwencji, krzywa S jest gtadka wszedzie
poza punktem (0, 0).

JESZCZE INNY PRZYKELAD: Niech S = {(z1,79,73) | —2% + 22 — 23 = 0,23 = c}. Wtedy
Fi(z1, w9, w3) = —23 + 23 — 13, Fy(21, 19, 73) = 23,y° = (0, ¢). Macierz Jakobiego tego odwzorowania
ma postac

ox ox
(9F2 {E) 8F2 6’2) 8F2 .’L') 0 O 1
Ox1 Oxa Ox3

[ OFi(z) OFi(z) ag;({:c) ] _ [21‘1 —2xy —1 ]

a czastkowe jakobiany sa postaci: |Da(F,z)| = ‘ 231 —%xz =0dla A = {1,2} c {1,2,3},
21‘1 —1 —21'2 —1
|Da(F,x)| = 0o 1 |7 22y dla A = {1,3} C {1,2,3} oraz |Da(F,z)| = 0 || = 2

dla A = {2,3} C {1,2,3}. Oznacza to, ze w otoczeniu punktow x € S,z # (0,0) zbior S jest
powierzchnia gladka, natomiast w punkcie (0,0) (ktory nalezy do S przy ¢ = 0) nie koniecznie.
Istotnie, S jest przecieciem powierzchni siodtowej {(z1, T2, z3) | —23 + 23 — 23 = 0} z plaszczyznag
pozioma {(z1,%s,23) | #3 = ¢}. Dla ¢ # 0 powierzchnia S jest hiperbolg {—z% + 22 = ¢} lezaca
w plaszczyznie x3 = c¢, natomiast dla ¢ = 0 hiperbola ta degeneruje sie w sume dwoch prostych
{.Tl = :l:l’g}

PRZYKEAD: Niech S = {(x1,22) | #1 +sinx; = x5 + cosxe}. Zauwazmy, ze jest trudnym pokazanie
wprost, ze S jest powierzchnia gladka (jak wyrazimy z; przez xo lub xo przez 7). Twierdzenie I,
natomiast daje nastepujaca odpowiedz: F(x) = z1 + sinxy — x9 — cos xq, gradF' = (1 + coszy, —1 +
sinxs). Gradient jest rowny (0,0) wtedy i tylko wtedy, gdy coszy = —1,sinxs = 1 czyli x; =
T+ 2N7, 9 =7/2+ 2L, N, L € Z. Latwo sprawdzi¢, ze zaden z takich punktow (zq,x2) nie nalezy
do S. Stad S jest powierzchnia gtadka.



Twierdzenie II: Niech p : R¥ D U — RYk < 1) bedzie odwzorowaniem gtadkim oraz miech
2% € U bedzie wybrany punktem, a y° = p(2°) € R jego obrazem. Zaldzmy, ze istnieje takie

A=A{ay,...,ar} C{1,...,l}, dla ktorego

|D4(p,a”)| # 0.

Wtedy zbior S = p(U) = {p(z) € R' | x € U} jest gladka powierzchnia k-wymiarowa w otoczeniu
punktu ¢°.

Dowad tego twierdzenia z kolei wynika z innego twierdzenia z analizy, mianowicie z twierdzenia o
rzedzie maksymalnym. Twierdzenie to moéwi, ze obraz odwzorowania gladkiego, ktérego macierz
Jakobiego ma rzad staly jest lokalnie wykresem (jesli w dodatku ten rzad jest maksymalny, wykres
ten ma odpowiedni wymiar).

Przypomnienie z algebry: Rzqd macierzy

a1 - Qi
A=

@ v Qg

okresla sie jako maksymalna liczba liniowo niezaleznych kolumn (réwnowaznie, maksymalna liczba
liniowo niezaleznych wierszy. Inny sposéb okreslenia rzedu: jest to maksymalny wymiar ,,podmacierzy
kwadratowej” o niezerowym wyznaczniku.

PRZYKLAD: Po raz kolejny wracamy do przyktadu odwzorowania p : R — R? p(t) = (2,t3). Jego
macierz Jakobiego ma postac
2t
o]

co w punkcie ¢ = 0 daje [ 8 } Jasne, ze rzad tej macierzy poza t = 0 jest rowny 1 (bo 1 x 1-

podmacierze 2t oraz 3t? majg wyznaczniki niezerowe. Natomiast dla t = 0 rzad tej macierzy jest
rowny zeru. Czyli po raz kolejny otrzymaliémy potwierdzenie faktu, iz obraz p jest powierzchnig
gtadka poza punktem (0,0).

PRZYKLAD: Rozwazmy odwzorowanie p : (r,s) — (r,rs, s). Tutaj pi(r,s) = r,pa(r,s) = rs,ps3(r,s) =
s, odpowiednia macierz Jakobiego jest réwna

10
s r
01
Podmacierze 2 x 2 oraz ich wyznaczniki sa nastepujace: ’ i S =, (1) (1) =1, 8 7{ = s.

Stad rzad macierzy Jakobiego nie zalezy od punktu (r,s) € R? (czyli jest staly) oraz jest maksy-
malny (réwny 2 - wiekszych podmacierzy kwadratowych nie ma). Obraz odwzorowania p jest gtadka
powierzchnia 2-wymiarowa w R3. Cwiczenie: Udowodnij, ze obraz p jest w pewnych wspotrzednych

w.w. powierzchnig siodtows.



Wyktad 3: Przestrzen styczna do powierzchni gladkiej I

(Przypomnienie z algebry) Przestrzen wektorowa nad R: Jest to zbior L wyposazony w
dzialania + : L x L — L oraz - : R x L — L spelniajacych warunki:

1. (L,+) jest grupa przemienna (z elementem neutralnym oznaczanym przez 0);

2. 1-x=axVrel

©

(a-B)-z=a-(B-x)Va,8 €eR,z € L;
4. (a+p) x=a-z+p-xVo,B €R,x € L;

5. a-(z+y)=a-z+a-yVaeR z,y € L.

PRzZYKEAD: L =R" 0= (0,...,0) z naturalnymi operacjami dodawania wektoréw i mnozenia przez
skalary z RR.

Przestrzen afiniczna nad przestrzenia wektorowa L: Jest to zbiér A wyposazony w dziatanie
+: A x L — A o wtasnosciach:

l.a+(z+y)=(a+x)+yVr,y € L,a € A;
2. a+0=aVac€ A
3. Va,be Az e L:b=a+ x.

Wymiarem przestrzeni A nazywamy wymiar L.
PRZYKLAD: Samo L jest przestrzenia afiniczng nad soba.

PRZYKELAD PODSTAWOWY (PODPRZESTRZEN AFINICZNA W PRZESTRZENI WEKTOROWEJ): Niech
Ly C L bedzie podprzestrzeniag wektorows, a 2° € L wybranym wektorem. Wtedy zbior A =
24+ Lo = {2+ 1|l € Ly} jest przestrzenia afiniczna nad Lj.

£ x"-'.eo

L,,oxo A

Istotnie, do 2 4+ 2 € A mozna doda¢ y € Ly, a wynik bedzie lezal w A. Latwo sprawdzi¢ spelnienie
aksjomatow 1-3 (np. dla a = 2°+1,b = 2° +m jedyne x € Ly o wlasnosci b = a+x jest dane wzorem
r=m—1).

W szczegolnym przypadku jednowymiarowej podprzestrzeni afinicznej A w R? (ze wspolrzednymi
x1,T) mozna ja zadawaé rownaniem axy + Szg + v = 0,a, 8,7 € R. Wtedy przestrzen liniowa Ly,
nad ktoéra A jest okreslona, szukamy z réwnania oy 4 Bxs = 0. Cwiczenie: jak znalezé punkt 2° € R?
taki, ze A = 2%+ Ly?



Uwaga: Roznica pomiedzy przestrzenia afiniczna A nad L oraz sama przestrzenia wektorowa L z
grubsza polega na tym, ze A nie ma wyréznionego wektora zerowego. Ponadto, wybierajac dowolny
punkt 2° € A mozemy te roznice zniwelowaé (utozsamiamy wtedy L i A za pomocg wzoru [ — z°+1).
Cwiczenie: udowodnij, ze to odwzorowanie zadaje bijekcje pomiedzy tymi zbiorami.

(Jeszcze jedno przypomnienie) Podprzestrzen wektorowa generowana przez podzbior:
Niech L bedzie przestrzenia wektorowa, a X C L dowolnym podzbiorem. Podprzestrzen wektorowa
Span X generowana przez X sktada sie ze wszystkich skoriczonych kombinacji liniowych aqxy +- - -+
oy, gdzie oy € R, x; € X. Jest to najmniejsza podprzestrzen wektorowa w L zawierajaca X.

Fuk sparametryzowany w R™: Jest to odwzorowanie gltadkie w : (—1,1) — R", w(t) = (wi (1), ...,
wn(t))-
Wektor styczny tw(0) do luku sparametryzowanego w w punkcie w(0): jest to wektor

(W} (0), ..., w}(0)) = limay o “WA0=O)

W, = BTN

Uwaga: Bardziej naturalnym jest uwazac, ze wektor styczny jest ,zaczepiony” nie w zerze, tylko w
punkcie w(0), czyli jest elementem 1-wymiarowej podprzestrzeni afinicznej w R" zawierajacej punkt
2°. Ponizej bedziemy robié rozréznienie pomiedzy ,liniows” a ,afiniczng” przestrzenia styczna.

Przestrzen styczna T,0S (liniowa) do powierzchni gtadkiej S C R" w punkcie 2° € S: Jest
to podprzestrzen wektorowa w R"™ generowana przez wektory styczne w punkcie 2° do wszystkich
tukow sparametryzowanych w : (—1,1) — R" o wlasnosciach: 1) w(0) = 2%; 2) w((—1,1)) C S.
Afiniczna przestrzen styczna 7%S do powierzchni gltadkiej S C R" w punkcie z° € S: Jest
to podprzestrzen afiniczna z° + T,0S w R".



Jak obliczamy przestrzen styczna do powierzchni zadanej I sposobem:

TWIERDZENIE Niech S C R! bedzie powierzchniq gtadkq k-wymiarowq zadang jako zbiér punktow
r € R! spetniajacych rownania Fi(z) =0, ..., F_(z) = 0 dla pewnych funkcji gtadkich Fy, ..., Fj_y
R! — R (zaktadamy, ze warunki Twierdzenia I sq spetnione). Wtedy TS C R! jest podprzestrzeniq
wektorowq, ktorg wyznaczamy z uktadu rownan lintowych

OF (z°) OF (z0)
ox1 e oxy h 0
OF_j(2%) OF_j(2°) ' :
921 .. oz, Ui 0

Innymi stowy TyS jest jadrem macierzy Jakobiego D(F,x°) odwzorowania F obliczonej w punkcie

20,

PRZYKLAD: W szczegélnym przypadku, gdy S jest zadana jako poziomica F~1(0) jednej funkcji
gladkiej F' : R — R, powyzsze réwnania maja postaé

(A
IF (2°) OF (2°) ] : —0
o1 e oxy . -

Ui

czyli gradF(2°) - y = 0, gdzie - tym razem oznacza standardowy iloczyn skalarny w R’ Innymi
stowy, przestrzen styczna w tym przypadku jest hiperptaszczyzna prostopadla do gradientu funkcji

F obliczonego w punkcie z°.

Q

Dowdd twierdzenia w tym szczegdlnym przypadku: Niech w : (—1,1) — R! bedzie tukiem sparametry-

zowanym o wlasnosciach w(0) = 2° oraz w((—1,1)) C S. Druga wlasnos¢ w szczegolnosci oznacza, ze

F(wy(t),...,w(t)) = 0. Zrozniczkujmy ostatnia rownosé dla ¢ = 0 uzywajac prawa rozniczkowania

funkcji ztozonej:

OF (wy1(0)) OF (w;(0)) ,

AV (0) 4 - e e+ — 0 = 0.
axl wl( )+ + al'[ wl( )

Lewa cze$¢ tego wyrazenia jest rowna gradF(z°) - tw(0). Tym samym wykazalismy, ze wektory

styczne do kazdego tuku sparametryzowanego w o wtasnosciach w(0) = z° oraz w((—1,1)) C S sa

prostopadle do grad F'(z?).



Wyktad 4: Przestrzen styczna do powierzchni gtadkiej 11

Kontynuacja dowodu twierdzenia z Wyktadu 3: Zostato pokazaé, ze te wektory styczne wyczerpuja
calg przestrzen prostopadla do gradF'(z%). W tym celu przypomnijmy sobie, ze S jest powierzchnia
gltadka (gwarantuje nam to Twierdzenie I z Wyktadu 2), czyli, ze w otoczeniu punktu z° zbior
S jest wykresem pewnej funkcji f : Ry' — R (tutaj A = {ay,...,a;1} C {1,...,1} jest pewnym
podzbiorem). Zat6zmy dla uproszczenia, ze A = {1,...,l—1} oraz, ze punkt 2° € S ma wspolrzedne
(0,...,0, f(0,...,0)). Okreslijmy teraz tuki sparametryzowane wzorami

w(t) = (t,0,...,0, £(£,0,...,0))
w?(t) = (0,t,...,0, f(0,t,...,0))

w=V(t) = (0,0,...,t, £(0,0,...,t)).

0 oraz w(t) € S. Z kolei ich wektory styczne

of

Jasne jest, ze w)(0) =

M) = 7
tw'(0) = (1,0,...,0, xl(0,0,...,O))

of

@ (0) = s
tw'¥(0) = (0,1,...,0, a:2<0’0’“"0))

af

-1 (0) — s

tw (0) = (0,0,...,1, xl_l(0,0,...,O))

sg liniowo niezalezne. To pokazuje, ze przestrzen styczna ma wymiar co najmniej [ — 1, czyli musi
pokrywac sie z przestrzenia prostopadta do gradF(z%). O

Whiosek: Wymiar przestrzeni stycznej 1,05 do powierzchni gltadkiej k-wymiarowej S jest rowny k.

Istotnie, jesli S jest zadana I sposobem, powyzsze twierdzenie pokazuje, ze T,0S jest jadrem
macierzy Jakobiego D(F,z°). Z Twierdzenia I wiemy, ze rzad tej macierzy jest réwny [ — k. Stad
jej jadro (czyli wtasnie T,0S) ma wymiar | — (I — k) = k. Korzystamy tu z twierdzenia z algebry
liniowej, ktore mowi, ze wymiar jadra macierzy (I — k) x [ plus wymiar jej obrazu (rowny jej rzadowi)
stanowi [.

Z drugiej strony, kazda powierzchnia gtadka k-wymiarowa lokalnie moze byé¢ zadana I sposobem
tak, zeby byly spelnione warunki Twierdzenia 1. Istotnie, jesli S lokalnie jest wykresem odwzorowania
gladkiego f : R — R!"* zadanego przez funkcje fi,..., fi_x (czyli lokalnie S = Ty = {(z1,..., s,
filzy, o xk), o fiow(xn, oo k), jako réwnania mozemy wzigc Fi(z) =xp1— fi(zr, .o, Tk), - - -
Fii(x) = Tpyq-r) — fi—r(z1, .. ., 21). Cwiczenie: Udowodnij, ze warunki Twierdzenia I sg spetnione.
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Jak obliczamy przestrzen styczna do powierzchni zadanej II sposobem:

TWIERDZENIE Niech S C R jest powierzchniq gtadkqg k-wymiarowq okreslona jako obraz p(U)
odwzorowania gtadkiego p : R¥ > U — RYk < 1) zadanego za pomocq pewnych funkcji gtadkich
Py, RE DU — R (zaktadamy, ze warunki Twierdzenia II sq spetnione). Wtedy TS C R
jest podprzestrzenig wektorowq, ktdra jest obrazem odwzorowania liniowego R* — R! zadanego przez
macierz Jakobiego D(p,y°)

ap1(y°) op1(¥°)
dy1 T OYx

Ip(y°) op(y°)
Oy T Oyx

odwzorowania p (tutaj y° € U jest takim punktem, ze p(y°) = 2°).

Dowdd: Niech w : (—1,1) — R bedzie tukiem sparametryzowanym o wlasnosciach w(0) = 29,

w((—1,1)) C S. Zatézmy dla uproszczenia, ze odwzorowanie p : R¥ D U — R! jest injektywne. To
oznacza, ze dla kazdego x € S istnieje jedyne y € U takie, ze p(y) = x. Oznaczmy y = p~!(z).
Mamy wtasnosé

w(t) = plp~ (w(t))).
Oznaczmy tez v(t) = p~1(w(t)), jest to tuk sparametryzowany (—1,1) — R* niech v;(t), ..., vx(t)
beda jego skltadowe. Powyzsza wlasnosé moze by¢ przepisana jako w(t) = p(v(t)) lub dokladniej:

wi(t) = pr(vi(t),...,v6(t)), ..., wi(t) = pi(vi(t), ..., ve(t)).
Y
&,
o

Zrézniczkujmy te wyrazenia po t w zerze (zauwazmy, ze v(0) = y°). Po lewej stronie otrzymamy
sktadowe wektora stycznego tw(0), a po prawej (wedtug reguty rézniczkowania funkeji ztozonej):

opi(y°) pi(y°) oy
o V(0) + -+ B vl (0),i=1,...,1.

Innymi stowy, wektor w’(0) jest wynikiem zastosowania macierzy Jakobiego D(p,y") do wektora
(v1(0),...,v5.(0)), czyli jest zawarty w obrazie tej macierzy.

Teraz zostato pokazaé, iz kazdy wektor z tego obrazu jest generowany przez wektory styczne. W
tym celu przypomnijmy sobie, ze rzad macierzy D(p, y°) jest maksymalny i réwny k (zob. Twierdzenie
IT Wyktadu 2). To znaczy, ze wymiar jej obrazu jest tez rowny k. 7 drugiej strony my wiemy, ze
wymiar T,0S tez jest rowny k (zob. Wniosek powyzej). Stad relacja TS C im D(p,y°) (ktora
udowodnili$my) jest réownoscia.

cost

. 3 . 2 —
PRzYKEAD: Niech p : R — R? p(t) = [ sint

} bedzie parametryzacja okregu jednostkowego S.

—sint?
cost?

Wtedy D(p,t%) = p/(t°) = [ } . Obraz macierzy jest rozpiety przez jej kolumny, czyli w tym
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przypadku przestrzen styczna Ticososin0)S jest rozpigta przez wektor (—sintY cost?). T istotnie,
latwo sie przekonaé¢, ze wektor ten (,wektor predkosci”) jest prostopadly do wektora ,potozenia”
(cost?, sin ).
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Wyklad 5: Geometria krzywych I

Literatura dodatkowa: |Fic04]
Krzywa gltadka S C R': Jest to powierzchnia gtadka wymiaru 1.

Stycznos$é rzedu n dwoch tukéw sparametryzowanych: Niech p,q: (—1,1) — R! beda dwoma
tukami sparametyzowanymi o tej wlasnosci, ze ich wszystkie pochodne w zerze do rzedu n wtacznie
istnieja i sa niezerowe. Méwimy, ze sa styczne rzedu n (n =0,1,2,...) w punkcie 2° € R!, jedli

p(0) = ¢(0) = 2° p'(0) = ¢(0),p"(0) = ¢"(0),...,p"™(0) = ¢"(0).

W szczegdlnosei p i q sg styczne rzedu 0, gdy maja jednakows warto$¢ w zerze réwng 20, i sg styczne

rzedu 1, gdy ponadto majg jednakowe wektory styczne w z°.

Stycznoéé rzedu n dwoéch krzywych gltadkich: Moéwimy, ze dwie krzywe P,Q C R! sa styczne
rzedu n (n = 0,1,2,...) w punkcie 2° € R!, jesli istnieja tuki sparametryzowane p,q : (—1,1) — R!
o wtasnosci

imp C P,imq C @,

ktore sa styczne rzedu n w punkcie 2°. W szczegolnosci P i @ sa styczne rzedu 0, gdy 2 jest ich
punktem wspoélnym, i sg styczne rzedu 1, gdy ponadto TP = Tp(Q.

Warunki stycznosci rzedu 1 i 2 dla krzywych plaskich: Niech teraz P,Q C R? przy czym
niech P bedzie zadana jako im p dla pewnego tuku sparametryzowanego p : (—1,1) — R? (P zadana
IT sposobem, zaktadamy dodatkowo, ze warunki Twierdzenia II sg spetnione, czyli p'(0) # (0,0)), a
@ bedzie zadana jako {(z1,22) | F(x1,22) = 0} (Q zadana I sposobem, zaktadamy dodatkowo, ze
warunki Twierdzenia I sa spelnione, czyli grad F(z°) # (0,0))). Ponadto, niech p(0) = 2° € Q (czyli
P i Q sa styczne rzedu 0 w punkcie 2°). Ponadto zakladamy, ze odwzorowania p i F' sa dwukrotnie
rozniczkowalne.

TWIERDZENIE:

1. Krzywe P i Q sy styczne rzedu 1 w punkcie 2° wtedy i tylko wtedy gdy

S GOAO) + 5 a)ph0) =0 m

T2

2. Krzywe P i Q sa styczne rzedu 2 w punkcie 2° wtedy i tylko wtedy gdy réwnosé (1) jest
spelniona oraz
82

(2%)p; (0)p5(0) +a—x2( ") (py(0))*+

0’F
31’131’2

82

o () (0742 ced ced

G WO+

= (2)p5(0) =0

tutaj (pi(t), p2(t)) = p(t) sa wspohzednymi p(t) w R?).

Dowdd: Niech P i @ beda styczne rzedu 1 w punkcie 2. Wedtug definicji muszg wtedy istnie¢ tuki
sparametryzowane p,q : (—1,1) — R! o wlasnosci

imp C P,imq C Q,
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ktore sg styczne rzedu 1 w punkcie 2° (p moze sie rézni¢ od p). Skoro im ¢ C @, mamy

F(qi(t), ¢2(t)) = 0. (3)
Roézniczkujac te rownosé po t w zerze otrzymujemy:
8 F (9 F
= . 4

Poniewaz 7(0) = ¢/(0),7 = 1,2, mamy spelniony warunek (1) dla . Zeby otrzyma¢ ten warunek dla
p, musimy zrozumie¢ jak sa zwigzane p i p.

Otoz istnieje funkcja gladka ¢ : (—1,1) — (—1,1) taka, ze p(t) = p(p(t)). Zeby to zrozu-
mie¢, okreslmy ¢ jako ¢(t) = p~'(p(t)). Zauwazmy, ze odwzorowanie p~! nie istnieje, ale mozna
jednoznacznie okresli¢ przeciwobraz p~1(p(t)) punktu p(t) (por. dowod twierdzenia z poprzedniego
wyktadu). Przy tym ¢(0) = 0 (oczywiste) oraz ¢'(0) # 0 (inaczej p'(0) = (0,0), czyli p nie byto by
dobra parametryzacja)?.

Teraz p'(0) = p'(0)¢’(0), gdzie ¢'(0) # 0, czyli warunek (1) jest speliony dla p wtedy i tylko
wtedy, gdy jest spetniony dla p.

Przejdzmy do punktu 2 i zalézmy, ze P i @) sa styczne rzedu 2 w punkcie z°. Powtarzajac
powyzsze rozumowania otrzymamy spelnienie warunku (1). Zr6zniczkujmy teraz réwnosé (3) po t
w zerze dwukrotnie i skorzystajmy z rownosci pochodnych ¢ i p. Otrzymamy warunek (2) dla p.
Zeby mie¢ go dla p podstawmy do niego p”(0) = p"(0)(¢'(0))? + p'(0)¢"(0) oraz 7 (0) = p'(0)¢'(0)
do (2). Otrzymamy (kladziemy o := ¢/(0), 8 = ¢"(0)): ?(%5 () (p}(0)) + 2525 («°)p (0)p4(0) +

G () (p5(0))? + 5 (2)p (0) + £ (+°)p5(0)) + B(FE (2°)p(0) + 45 (a°)ph(0)) = 0. Na mocy tego,
se warunek (1) jest spelniony otrzymujemy (2) dla p.

Wykazalismy ze warunki (1,2) sa konieczne do stycznosci P i () do odpowiedniego rzedu. To, ze
sa one tez wystarczajace nie bedzie istotne i my opuszczamy te czes¢ dowodu. [

Rodzina krzywych zalezna od parametru: Niech F' bedzie funkcja zalezna od zmiennych
(1, 2,91, . .., ¥). Mozemy rozwazy¢ rodzine krzywych Sy = {(z1,22) | F(21, z2,%) = 0} uwazajac
= (11,...,%n) za parametr.

PRZYKEADY: Moze to by¢ rodzina wszystkich prostych na plaszczyznie Py = {(z1,x2) | R(x1, 22,9) =
0}, R(x1, T2, ¢) = Y121 + Y92+ 13, badz rodzina wszystkich okregow Oy = {(x1,22) | Q(x1, 2, 7¢) =
0}, Q(z1, m2,9) = (w1 — h1)* + (z2 — ¥o)* = ¢§.

Krzywa §cisle styczna: Teraz, majac dowolna krzywa C' C R? oraz rodzine krzywych Sy, mozemy
zapytaé: czy mozna znalezé takie wartosci parametrow PV = (), ... 90 by krzywe C'1 Syo mialy
najwyzszy rzad stycznoéci w pewnym punkcie 2° € C sposrod wszystkich krzywych rodziny. Jedli
tak, krzywa Syo nazywamy krzywq $cisle styczng do C' w 2°. Do szukania takiej krzywej uzyjemy
powyzszego twierdzenia.

Prosta $cisle styczna: Niech C' C R? bedzie krzywa gladks zadang przez ,dobrg” parametryzacje
p: R C U — R? oraz niech 2° = (p;(0),p2(0)) (,dobra” oznacza majaca nieznikajaca pochodna).
Prosta &cigle styczna do C' w punkcie 2° bedzie okreslona przez warunki:

oR 0OR

R(z},25,¢") = 0, a—xl(fEO; U0)ph (0) + a—xz( " ¥")py(0) =0,

L Cwiczenie: Znajdz funkcje ¢ dla parametryzacji okregu p(t) = (cost,sint), p(t) = ((1 — t2)/(1 4+ t2),2t/(1 + t)).
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czyli
1/1(1)171(0) + wgm( )+ ¢3 =0 wlpl( )+ %pz( )=

Rownania te okreslaja wektor 1° z dokladnoscia do proporcjonalnodci. Istotnie, p'(0) # 0, z czego
p1(0) p2(0)

wynika, ze macierz tego uktadu
Y : Pi(0) ph(0) 0
ze prosta Scisle styczna Pyo pokrywa si¢ z T%C (Dlaczego?).

ma rzad 2, czyli ma 1-wymiarowe jadro. Jasne,
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Wyklad 6: Geometria krzywych II

Literatura dodatkowa: |Fic04]

Okreg $cisle styczny: Niech C' C R? bedzie krzywa gladks zadang przez ,dobrg” parametryzacje
p: R C U — R? oraz niech 2 = (p;(0),p2(0)). Okreg scisle styczny do C' w punkcie z° bedzie
okreslony przez warunki:

0 0 0?
Qe 0) = 0. T2 A 0) + 2 0 (0) = 0. T ) 34 0+
02 02 0 0
2 (@ U O0) + G2 0 N0 + T U 0) + 5 0 p0) =,
czyli

(pL(0)=¥1)* +(p2(0) —¥3)* = (¥5), 2(p1(0) —¥7)p (0)+2(p2(0) —3)p3(0) = 0,2(p (0))*+2(p3(0))*+

2(p1(0) — )P (0) + 2(p2(0) — ¥3)p3(0) = 0.
Pi(0) p5(0)
p(0) pA(0)
naczamy wspolrzedne srodka okregu 19,19 z ostatnich dwéch réwnan (s liniowe ze wzgledu na
0. 109), a z pierwszego rownania rowniez jednoznacznie wyznaczamy 9, czyli promien okregu.
Zobaczmy jak to wyglada w przypadku, gdy krzywa C' jest wykresem I'y = {(x1, f(x1))} pewnej
funkcji dwukrotnie rézniczkowalnej f : R — R o wlasnosci f”(2?) # 0. Wtedy C' ma naturalng
parametryzacje p(t) = (2% + ¢, f(29 +t)) (przy czym f(z9) = 29). Powyzsze rownania przeksztal-
caja si¢ w (korzystamy z rownosci pi(0) = 22,p1(0) = 1,p{(0) = 0,p2(0) = f(29) = 29, p,(0) =
F(20), P4(0) = f"(23)

(£ — 497 + (2 — ) = (¥)%, 2029 — ) + 2(a — ) f'(a?) = 0,2 + 2(f'(a))*+
2(a — ) () = 0.

Ostatnie dwa rownania skracamy przez —2 i przepisujemy jako

[ L f(x}) ] {1/}? } _ [ 2 + 25 f'(a9)

Zaktadajac, ze # 0 (warunek nie speliony np. dla prostej) jednoznacznie wyz-

0 f"(9) | [ v3 L (f'(a))? + w3 f" (27)
Rozwigzanie ma posta¢ 9 = z9 + %,wl =20 + 29/ (20) — f/(29)(2f + W) =120 -
f’(a:l)f,,—()))z. Z pierwszego réwnania mamy (9)? = [HﬂT] [f’(:z:l)H}fi ))) ? = UJ(FJS,,((I ))))22)3.

Pierwsza definicja krzywizny: Krzywizne x(z%) krzywej ptaskiej C' w punkcie 2° € C definiujemy
jako odwrotnosé 1/¢§ do promienia okregu Scisle stycznego do C' w punkcie z°. Dla krzywej bedacej
wykresem I'y mamy wzor:

k(2°) =

/"))
(14 (f(9))?)**

Interpretacja geometryczna stycznosci rzedu n — 1: Niech C C R? bedzie zadang krzywa
gtadka, 2° € C oraz niech Sy = {(z1,22) | F(x1,79,9) = 0} bedzie zadana rodzina krzywych.
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Wybierzmy punkty z!, 22, ..., 2" € C. Zalozmy, ze w rodzinie Sy istnieje jedyna krzywa zawierajaca
te punkty. Innymi stowy, rownania

F(x},25,0)=0,...,F(z},25,4¢) =0
jednoznacznie okre§laja parametr ¢ = ¢(x!,... 2"). W takim oznaczeniu powyzsza krzywa jest
Sw(zl,...,mn)‘

Na przyktad, dla n = 2 i rodziny prostych istnieje jedyna prosta P( , T ) przechodzqea przez
punkty z', 2% (o ile ' # 2?). Parametr (2!, 2%) = (¢ (2!, 22), Yo(x!, 22), 3 (x!, 22)) jest okreslony
jednoznacznie z doktadnoscia do proporcjonalnosci. W przypadku n =3i odzmy okregow ist-
nieje dokladnie jeden okreg O(x', 2% x3) przechodzacy przez ! x ;o3 (o ile one nie leza na jednej
prostej), tzn. parametr (x!, 22, 23) = (Yy(al, 22, 23), Yo(xt, 2%, 23), 3 (2!, 22, 23)) jest okreslony
jednoznacznie.

Niech teraz punkty z!, 22, ..., 2" daza wzdluz krzywej C' do 2° € C wedlug pewnego prawa.
Moze si¢ zdarzy¢, ze odpowiednia krzywa Sy, .n) bedzie dazyta do pewnej krzywej ST; (nazywana
krzywq graniczng) z tej ze rodziny niezaleznie od powyzszego prawa. Okazuje sie, ze wtedy krzywa
graniczna S bedzie miata w punkcie 20 stycznosé rzedu n — 1 z krzywa C. Dlaczego tak sie staje
wyjasnimy ponizej na przykladzie rodzin Py i Oy.

0

Sieczne i styczne: Prosta P(z!,2%) przecinajaca krzywa C' w co najmniej dwoch punktach z?, 2

jest nazywana sieczng. W granicy, gdy x!, 2% — 2% otrzymujemy styczng T' %O

xt
%1

Istotnie, niech krzywa C' bedzie zadana przez parametryzacje p : (a,b) — R? p(t) = (p1(t), p2(1)),
przy czym p(t;) = z', p(ty) = 2%, p(0) = 2°. Rozwazmy funkcje

Gt a2 (t) = r(xt, 2)pr(8) + a(ah, 2%)pa(t) + s(at, 2%)
(tutaj x', 2% traktujemy jako parametry). Ona jest gladka i ma wlasnosé f(t;) = f(t2) = 0. Wedtug
twierdzenia Rolle’a jej pochodna vy (2!, 22)p} (t) +2 (2t 2?)ph(t) musi sie zerowa¢ w pewnym punkcie
to lezacym w przedziale (11, t3).

Gdy z!, 2% — 29, to t1,t2 — 0 i w konsekwencji ¢, — 0. Stad @Z;lp’L(O) + 1&2]9/2(0) = 0, gdzie 1, 1y
sa pierwsze dwa parametry prostej granicznej P; = {(x1, z2) | 121 +1oxa+103 = 0} (trzeci parametr
Vs wyznacza sie z warunku 20 € Py.

Widzimy, ze wektor (1/31, 1;2) jest prostopadly do wektora stycznego (p;(0), p5(0)), czyli Py = T C.
Uwaga: To, ze x', 2? ,daza wzdtuz krzywej C' do 2° € C wedlug pewnego prawa’ oznacza, ze istniejg
tuki sparametryzowane p',p? : (—1,1) — R? o wlasnosciach: 1) p'((—1,1)) C C; 2) p'(—1/2) =
2%, p(0) = 20 (tutaj i = 1,2). Moze si¢ zdarzy¢, ze graniczna prosta nie jest okreslona jednoznacznie,
czyli zalezy od wyboru tukow p!, p?.

PRZYKLAD: Rozwazmy krzywa C' = {(z1,29) | 23 = 23}, punkt 2° = (0,0) oraz tuki p'(t) =
(t3,12), % (t) = (=3, %), ¢* () = (t5, %), ¢?(t) = (—t3,1%). Prosta P(p'(t), p*(t)) ma réwnanie xo = 12,
ktore w granicy przy ¢ — 0 przechodzi na x5 = 0 (0§ ,,217).
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&

Rownanie prostej P(z!, 2?) przechodzacej przez punkty z' = (z1,23),2% = (22, 23), gdzie 2% #
1,2 4 1
Ty, %5 # T3, tO

T —xl  T9 — T

ri—w 15—

Stad prosta P(q'(t), ¢*(t)) ma rownanie 250 = 2= lub inaczej (21 —%)(1—12) = (o —t*)(—t —t*).

t2—t4
W granicy przy t — 0 to rownanie przechodzi na x; = 0 (0§ ,,23”).

e

y:

Ten przyktad ilustruje ogolna ceche punktow niegtadkich™ przestrzen styczna do krzywej (powierzchni)
w takim punkcie jest Zle okreslona.

Ilustracja dla okregu $cisle stycznego:
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Wyklad 7: Geometria krzywych III

Literatura dodatkowa: [Fic04, Opr02]

Dlugosé tuku plaskiej krzywej gladkiej: Niech C C R? bedzie krzywa plasks oraz A, B € C.
Dtugosé lc 4 p tuku krzywej pomiedzy punktami A, B definiujemy w sposéb nastepujacy. Wybieramy
na C' pomiedzy punktami A, B skoriczong liczbe punktéw rq, ..., 7, 1 i kltadziemy rqg = A, r, =
Sasiednie punkty taczymy odcinkami prostych. Powstata w ten sposob tamang nazywamy %amanq
wpisang w krzywg C' pomiedzy punktami A, B i oznaczamy przez L, p. Jej dlugosé 2?21 |7 — 1]
(tutaj |r; — rj_1] jest euklidesowa dlugoscia wektora r; — r;_1) oznaczamy przez |L4 p|.

Dtugosé¢ tuku krzywej lc 4 p okreslamy jako kres gorny

lo,ap = sup |La gl
La,s
dtugosci wszystkich tamanych wpisanych w C' pomiedzy A, B. Krzywa C nazywa sie prostowalng
pomiedzy A i B, gdy lc,ap < 00.
Niech teraz C bedzie zadana jako im p, gdzie p : R — R2 p = (p1(t), p2(t)), jest parametryzacja
gtadka (funkcje p;(t) sa ciagle rozniczkowalne) oraz niech p(a) = A, p(b) = B. W analizie dowodzi
sie (zob. |Fic04, Rozdzial VII,§4]), ze w takiej sytuacji C' jest prostowalna pomiedzy A i B oraz

b
loas = / (),

gdzie [p/(t)] = /(P (t))% + (Ph(t))? jest dlugoscia wektora stycznego tp(t). Zauwazmy, ze definicja
dhugosci krzywej nie zalezy od wyboru parametryzacji, wiec 1 wartos¢ catki z powyzszego wzoru nie
powinna od niej zaleze¢. I istotnie, jesli p : R — R? inna parametryzacja krzywej C, przy czym
p(@) = A,p(b) = B, to istnieje funkcja gladka ¢ : R — R o whasnosciach p(t ) p(gp(t)) pla) =

a~g0(l~)) = b (por. dowdd twierdzenia z Wykladu 5). Wtedy f ]p \dt f V(PL()2 4 ph(t))2dt =
J; \/(p’l(w(t)) t)? + (PQ(SO(t)) '(t))>dt = Ji Ve 0))? + (e ())) |90( )|dt =
f; V ;pll (1))2 + (phy(1))2dT = f |p'(7)|dT (skorzystalismy tu z tw1erdzema 0 zamianie zmiennej pod
catka).

Dtugosé tuku przestrzennej krzywej gtadkiej: W sposob podobny do powyzszego mozna zdefin-
iowa¢ dtugos¢ tuku krzywej C' C R™. Jesli krzywa jest zadana przez parametryzacje gtadka (ciagle
rozniczkowalna) p : R — R” taka, ze p(a) = A, p(b) = B to

lCAB—/lp |dt



gdzie [p'(t)] = /()2 + -+ (p,(t))? jest dtugoscia wektora stycznego tp(t). Jak i w plaskim
przypadku warto$¢ tej catki ta nie zalezy od wyboru parametryzacji krzywej C'.

Parametryzacja naturalna: Niech C' C R" bedzie krzywa gtadkyg. Mowimy, ze parametryzacja
krzywej p : R — R™ jestnaturalna (lub tukowa), jesli lcpe,)pes) = t2 — t1 dla dowolnych t;, €
R. Innymi slowy parametrem naturalnej parametryzacji wystepuje dlugosc tuku. Parametryzacja
naturalna p charakteryzuje si¢ warunkiem [p/(t)| = 1 (bo ey, p(t2) = ftl |p'(t)|dt = tf dt =ty —17).

PRZYKLAD: Niech C' C R? bedzie okregiem o promieniu r. Parametryzacja p : t — (7 cos(t/r), rsin(t/r))
jest naturalna. Istotnie dtugos¢ tuku odpowiadajacego katowi ¢ jest rowna re (np. dlugosé catego
okregu jest rowna r27). Parametr ¢ odgrywa role kata, czyli dlugosci tuku. Inaczej: |p/(t)| =

V/sin?(t/r) + cos?(t/r) = 1.

TWIERDZENIE: Dla dowolnej krzywej gtadkiej C' C R” istnieje parametryzacja naturalna.

Dowdd: Ustalmy parametr ty € R i zadajmy funkcje ¢ : R — R wzorem

t
ts / 7 (7)dr,
to

gdzie p jest dowolna parametryzacja krzywej C. Wtedy ¢ jest funkcja ciagle rézniczkowalna (¢'(t) =
|p/(t)|) oraz parametryzacja p(s) = p(¢'(s)) jest naturalna. Istotnie, [p/(s)] =
V() + -+ (D)2 = \/(P’l( ) () &4 (e () (7)) =
e YO 6)] = [ 1 (07 (9)] = |t (5] = 1.

Druga definicja krzyw1zny: Niech C' C R™ bedzie krzywa gtadka (dwukrotnie rézniczkowalna), a
p: R — R" jej naturalnag parametryzacja. Oznaczmy wektor styczny tp(t) = p/(t) przez T(t). Mamy
nowa krzywa gtadka t — T'(t). Krzywizne krzywej C' w punkcie p(t) definiujemy jako

R(t) = T'(t)],

czyli jako dhugosé wektora stycznego do krzywej sparametryzowanej 7T

PRZYKLAD: Niech C' C R? bedzie okregiem o promieniu r i niech p : ¢ — (rcos(t/r), rsin(t/r)). Wt-
t

edy T(t) = p'(t) = (=sin(t/r),cos(t/r)),T'(t) = (=cos(t/r)/r,—sin(t/r)/r),|T'({1)] =
Veos2(t/r)/r2 +sin®(t/r)/r2 = 1/r.
Sens geometryczny krzywizny: Poniewaz |T'(t)] = 1 (innymi stowy krzywa T lezy na sferze

jednostkowej w R™), wartos¢ bezwzgledna pochodnej T" opisuje zmiany kierunku wektora stycznego
tp, czyli ,zakrzywienie” krzywej C. Na przyktad, gdy x(t) = 0 ten kierunek sie nie zmienia i krzywa
C' jest prosta (Cwiczenie: udowodnij ten fakt).

Sens fizyczny krzywizny: Krzywizna jest wartoscia bezwzgledna przyspieszenia czastki porusza-
jacej sie ze stalg predkoscig 1 wzdtuz krzywej C. Na przyktad, gdy C jest prosta, czastka poruszajaca
sie ze stala predkoscia przyspieszenia nie ma.

Prostopadlosé wektorow T i T":

LEMAT Niech p,q: R — R" beda dwiema gtadkimi krzywymi sparametryzowanymi. Wtedy

—(0(t) - a(t)) = p'(t) - a(t) + p(t) - ¢'(2).

20



Dowdd: Korzystamy z prawa Leibniza rozniczkujac kazdy z cztonow sumy p(t) - q(t) = p1(t)qi(t) +
R pn(t)qn(t).
WNIOSEK: T'(t) - T'(t) = 0.

Dowdd: Mamy 1 = T(t)-T(t). Wobec tego powyzszy Lemat nam daje 0 = T"(t)-T(¢t)+T'(t)-T"(t) =
277(t) - T(¢t).

PRZYKEAD: Dla okregu o promieniu » mamy (—sin(t/r), cos(t/r)) - (—cos(t/r)/r, —sin(t/r)/r) = 0.
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Wyklad 8: Geometria krzywych IV

Literatura dodatkowa: [Opr02]

Iloczyn wektorowy w R? (przypomnienie z algebry): Niech v = (vy, vg, v3),w = (w1, wa, w3) €
R3. Z definicji
v X w = (VW3 — V3We, V3W — V1W3, V1Wy — VoW1 ).

Wzoér ten mozna tez skrotowo zapisaé jako
i j k
VXwW=| v vV V3 |,
wy Wz W3

gdzie i, j, k sa wektorami bazy standardowej w R? (zauwazmy, ze powyzszy wyznacznik jest symbo-
liczny, gdyz wyrazami jego pierwszego wiersza sa wektory, a pozostalymi wyrazami sa liczby).

LEMAT (Wtasnosci iloczynu wektorowego)
1. (vxw) - v=0=(vxw)-w, czyli wektor v x w jest prostopadty do wektorow v i w.
2. v x w| = |v||w|sinb, tutaj 6 jest katem pomiedzy wektorami v i w (innymi stowy: dlugosé

wektora v X w jest rowna polu réwnolegtoboku rozpietego przez wektory v, w ).

Wektory normalny i binormalny krzywej C' C R3: Niech ¢ — p(t),R — R3, bedzie parame-
tryzacja naturalna krzywej C. Wektor normalny do krzywej C' w punkcie p(t) definiujemy jako

N(t) = %Tm,

a binormalny jako
B(t) :=T(t) x N(t).

Przypomnijmy, ze w Wyktadzie 7 zdefiniowalismy krzywa sparametryzowana t — T'(t), R — R3, jako
krzywa wektorow stycznych p/(t) do parametryzacji naturalnej, a krzywizne r(t) jako dtugosé |T"(t)|
wektora T7(t). Wektory T'i N maja wiec dlugosé 1. Ponizszy lemat pokazuje w szczegolnosci, ze
roéwniez i wektor B jest jednostkowy.

LEMAT (Wtasnosci wektoréw T, N, B)
1. |B(t)|=1;

2. Wektory T(t), N(t), B(t) tworzq baze ortonormalnag przestrzeni euklidesowej (R?,-) (czyli wszys-
tkie wektory sq parami ortogonalne 1 maja diugosé 1).

3. B'(t) = —7(t)N(t) dla pewnej funkcji T(t).
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Dowadd: Ad. 1. Wektory T i T" sa prostopadte, jak pokazaliémy na poprzednim wyktadzie. Dlatego
sinf = 1 i wzor z punktu 2 powyzszego lematu daje wynik.

Ad. 2. Istotnie, ortogonalnos¢ T'1 7" = kN pokazaliSmy na poprzednim wyktadzie, a ortogonalnosé
B do T'i N wynika z wlasnodci iloczynu wektorowego. To, ze wszystkie wektory z tej trojki maja
dhugos¢ 1 wynika z definicji i z punktu 1.

Ad. 3. Wektory T'(t), N(t), B(t) tworza baze przestrzeni R3. Istnieja wiec funkcje a(t), b(t), c(t) takie,
ze B'(t) = a(t)T(t)+b(t)N(t)+c(t)B(t). Ponadto, baza T'(t), N(t), B(t) jest ortonormalna wzgledem
iloczynu skalarnego. Mamy wiec: T'(t) - B'(t) = T'(t) - (a(t)T'(t) + b(t)N(t) + c(t)B(t)) = a(t)(T(¢) -
T()+b(t)(T(t)- N () +c(t)(T(t)- N(t)) = a(t), analogicznie N(t) - B'(t) = b(t), B(t) - B'(t) = c(t).

Z innej strony, rowno$¢ B - B = 1 implikuje (B(t) - B(t))' = 2B'(t) - B(t) = 0. Stad B(t) - B'(t) =
c(t) = 0.

Podobnie, rézniczkujac rownosé T'(t) - B(t) = 0 otrzymujemy: 7"(t) - B(t) +T'(t) - B'(t) = 0, skad
T(t)-B'(t)=-T'(t)- B(t) = —k(t)N(t) - B(t) =0, czyli a(t) = 0.

Zostalo nam oznaczy¢ —b(t) przez 7(t).

Definicja skrecenia krzywej C' C R3: Skreceniem lub torsjg krzywej C' w punkcie p(t), gdzie p
jest parametryzacja naturalna, nazywamy wspotczynnik 7(¢) z poprzedniego lematu. Z dowodu tego
lematu widzimy, ze

PRZYKEAD: Niech C' C R? bedzie okregiem o promieniu r zawartym w plaszczyznie x5 = 0. Jego
parametryzacja naturalng bedzie p : t — (rcos(t/r),rsin(t/r),0). Obliczylismy, ze T(t) = p/'(t) =
(—sin(t/r),cos(t/r),0),T'(t) = (—cos(t/r)/r,—sin(t/r)/r,0),k(t) = 1/r. Mamy dalej, ze N(t) =
i i K
T'(t)/k(t) = (—cos(t/r),—sin(t/r),0),B(t) = T(t) x N(t) = | —sin(t/r) cos(t/r) 0| = k.
—cos(t/r) —sin(t/r) 0
Pochodna z wektora statego k jest zerowa, wiec B'(t) =01 7(s) = 0.

Wzory Freneta:

TWIERDZENIE Dla krzywej C' C R3 majq miejsce nastepujace wzory:

T = kN
N = —kT+71B .
B = —7N

Dowdd: Pierwszy i trzeci wzory wynikaja z definicji x 1 7.

Do dowodu drugiego zastosujemy metode podobna, jak w dowodzie poprzedniego lematu. Mi-
anowicie, N'(t) = a(t)T(t) + b(t)N(t) + ¢(t)B(t) oraz a(t) = T(t) - N'(t),b(t) = N(t) - N'(t),c(t) =
B(t) - N'(t). Jak i wczesniej, poniewaz |N(t)] = 1, mamy N(¢) - N'(t) = 0.

Zrozniczkujmy teraz réwnos¢ T'(t) - N(t) = 0. Otrzymamy T'(t) - N'(t) = =T'(t) - N(t) =
—K|IN(t)]? = —k(t).

Z kolei, rozniczkowanie B(t) - N(t) = 0 daje B(t) - N'(t) = —B'(t) - N(t) = 7(¢).

Ostatecznie, N'(t) = a(t)T'(t) + c(t)B(t) = —x(t)T'(t) + 7(t) B(t).
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Wyktlad 9: Geometria krzywych V

Literatura dodatkowa: [Opr02]

Sens geometryczny skrecenia:

TWIERDZENIE Niech C C R? bedzie kraywq, dla ktérej k > 0. Skrecenie T jest tozsamosciowo réwne
zeru wtedy i tylko wtedy, gdy C jest krzywq plaskq (czyli zawartq w pewnej plaszezysnie P C R3).

Dowadd: Niech 7 = 0. Wtedy ze wzoréow Freneta wynika, ze B’ = 0, wiec B jest wektorem stalym.
Rozwazmy parametryzacje naturalng p : R — R3 krzywej C' oraz plaszczyzne P prostopadla do B i
zawierajaca punkt p(0).

Wykazemy, ze krzywa C jest calkowicie zawarta w P. Istotnie, oznaczajac 1 (t) := (p(t) —p(0))- B
mamy ' (t) = ((p(t) — p(0)) - B) = (p(t) — p(0))" - B =p'(t) - B = 0 (skorzystaliSmy z ortogonalnosci
T i B), funkcja v (t) jest wiec stala. Ale wiemy tez, ze 1(0) = 0, stad 1(0) = 0. Widzimy, ze wektor
p(t) — p(0) jest zawarty w plaszczyznie P — p(0), czyli C C P.

/D

c
P(o) AT

g/
P- f’fo)%&) —p(a)/

Odwrotnie, niech P jest pewna plaszczyzna i p(t) — p(0) € P dla wszystkich ¢. Niech tez n
bedzie wektorem dlugosci jeden prostopadtym do P. Wtedy (p(t) — p(0)) - n = 0, a roézniczkujac
te rownosé (i korzystajac ze stalosci wektora n) otrzymujemy: p/(t) -n = 0, czyli T(t) -n = 0. Z
kolei, rozniczkowanie ostatniej rownosci daje T'(t) - n = 0, czyli N(t) - n = 0 (przypomnijmy, ze
N(t) = (1/k(t))T"(t)). Skoro wektory T'(t) i N(t) sa prostopadte do n, wektor B(t) = T'(t) x N(t)
musi by¢ wspotliniowy z n. Oba wektory n i B sa jednostkowe, stad B = n lub B = —n, czyli B(t)
jest staly i B'(t) = 0. Ze wzoréow Freneta wnioskujemy, ze 7(¢) = 0. O
Krzywizna i skrecenie w dowolnej parametryzacji: Niech p : R — R? bedzie dowolng parame-
tryzacja krzywej C' C R®. Przypomnijmy, ze parametryzacja naturalna p : R — R3 moze by¢
otrzymana ze wzoru

p(s) = plp~'(s)),
gdzie p(t) = ftz [P/ (u)]|du jest dlugoscia tuku krzywej C' pomiedzy punktami to i t. Calke te moze
by¢ trudno wyrazi¢ w funkcjach elementarnych lub jesli nawet ja obliczymy, to ktopot moze sprawié¢
znalezienie p~1. Musimy wiec nauczy¢ sie oblicza¢ krzywizne i skrecenie wychodzac z parametryzacji
.

LEMAT Niech v(t) := |p/'(t)| (,predkosé” parametryzacji p). Wtedy p'(t) = v(t)T(p(t)) oraz p’(t) =
K(p(0) ()N (e(t)) + v ()T ((t)).
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Uwaga: Tutaj napis T(p(t)), B(o(t)), k(p(t)) oznacza, ze odpowiednie obiekty, ktore byly zdefin-
iowane w poprzednich wykladach, obliczane sa w punkcie p(t) = p(¢(t)) krzywej C. Podobnie
bedziemy rozumieli oznaczenia ponizszego twierdzenia.

Dowdd: Oznaczajac t = ¢~'(s) mamy p(p(t)) = p(t) oraz p'(t) = £p(p(t)) = (F'((1)¢'(t) =
T(p(t)¢'(t) = T(p(t))v(t) (rownosé ¢ (t) = v(t) wynika ze wzoru % fti flw)du = f(t)).

Rozniczkujac powtornie otrzymujemy p” (t) = T"(0(8)) (@' (t))*+T (0())p" (t) = r(p(t)) N (p(t))2(t)+
T(p(t))v'(t) (skorzystaliSmy z 1-go wzoru Freneta). [

TWIERDZENIE 1. B(p(t)) = %;

2. w(p(t) = Ei,

eaC ! ())-p" (t)

5. () = Te
Dowdd: Ad. 1. Korzystajac z lematu i definicji B mamy p'(t) x p"(t) = (v(t)T(p(t)) %
(s(e (D)2 ()N (@(1) +v" (T (p(1))) = K(L()* ()T (p(£)) x N (0(1) +v(t)v ()T (p(t)) x T((t)) =
k()3 (t)B(p(t)) + 0 (przypomnijmy, ze v X w = —w X v, skad v X v = 0 dla dowolnego wektora
v). Udowodnilismy, ze wektory p/(t) x p”(t) i B(¢(t)) sa wspolliniowe i maja jednakowy zwrot (bo

wspotezynnik x(p(t))r3(t) jest nieujemny). Wnioskujemy stad, ze B(p(t)) = %.

Ad. 2. Zauwazmy najpierw, ze T(p(t)) = p'(t)/|p'(t)| (unormowany wektor styczny do C' w punkcie
p(t) = p(p(t)), skierowany w tym samym kierunku co i p/(t)). Stad T(p(t)) x p"(t) = p'(t) x
p'()/|p(t)] = p'(t) x p'(t)/v(t). Korzystajac z lematu i faktu, ze T' x T" = 0 otrzymujemy: p'(t) X
p"(t)/v(t) = k(p(t))V?(t)N(p(t)). Przypominajac sobie, ze |B| = 1, mamy [p/(t) x p”(t)/v(t)] =
[p'(t) x p"(1)]/v(t) = K((t))v2(t), skad k(p(t)) = [p'(t) x p"()]/v3(1).

Ad. 3. Zostawiamy te czes¢ dowodu na samodzielne opracowanie [Opr02, s. 41].

Krzywizna krzywych plaskich: Niech C' = imp,p: R — R3 p(t) = (pi(t), p2(),0). Zobaczmy,
jakie wyrazenie na krzywizne otrzymamy z poprzedniego twierdzenia. Mamy
i j k
pi(t) x p'(t) = | Pi(t) po(t) O | =Kk(py()pa(t)” — pi(6)p5(1))
pi(t) pa(t) O
oraz [p/'(t)| = ((p1(1))* + pa(t))?)"/?, skad

a(t) = P4 ()pa2(t)” — PY(t)p5(t)]
((P1(8)* + p5(1))?)3/2

(uprosciliSmy tutaj oznaczenie k(¢(t)) do k(t)). W szczegélnym przypadku, gdy krzywa C' jest
wykresem I'; funkcji gtadkiej f : R — R, ma ona parametryzacje p(t) = (¢, f(t)), dla ktorej powyzszy
wzOr przeksztatca sie w

/(@)

(14 (f(2))2)**
Wzor ten pokrywa sie ze wzorem na krzywizne, ktory otrzymalismy w ramach teorii okregu Scisle sty-

cznego, czyli dwie alternatywne definicje krzywizny w ptaskim przypadku prowadza do tego samego
pojecia.

K(t) =

25



W przypadku krzywych przestrzennych tez mozna zdefiniowaé¢ pojecie okregu Scisle stycznego
(zob. [Opr02, Zadanie 1.3.22]) i pokazaé¢, ze krzywizna zdefiniowana za pomoca wzoréw Freneta
pokrywa sie z odwrotnoscia do promienia tego okregu.

PRZYKLAD: Obliczmy krzywizne i skrecenie krzywej Veronese C' C R3 C = imp, p(t) = (¢,1%,t3).
Mamy

i j k
pt) xp'(t)=1]1 2t 32| =i(12t* — 6t%) — j(6t — 0) + j(2 — 0) = (6t*, 6t, 2),
0 2 6t

oraz |p/(t)| = (1+424+9t")Y/2 czyli K(t) = (36t +36t2+4)"/2 /(1+4t24-9t*)3/2. Ponadto (p'(t)xp"(t))-
P(1) = (612,61,2)-(0,0,6) = 12, a |[p/(£) x o/ ()] = (36t*+36121+4)/2, skad 7(t) = 12/(36t* +361>+4).
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Wyktady 10 i 11: Geometria powierzchni I,I1

Literatura dodatkowa: [Opr02]

Oznaczenia i uwagi: Od tego momentu M C R? bedzie oznacza¢ powierzchnie gtadka 2-wymiarows,

w przestrzeni R?, punkty z R? beda oznaczane przez x = (z1, o, x3). Jak i kazda taka powierzchnia
r1(u,v)

ona posiada parametryzacje lokalng r : R? D U — R3, imr C M, r(u,v) = | ro(u,v) | (tutaj U jest
r3(u,v)

pewnym zbiorem otwartym w R?). Oznaczmy

011 (4, ) ors (4, )
ra(tt,v) = %w,v) ol v) = %(w)
%(7’%”) £<u’v)

O parametryzacji r zaktadamy, ze jest regularna, czyli ze jej macierz Jacobiego D(r, (u,v)) ma rzad
maksymalny (rowny 2) dla kazdego (u,v) € U (spelnione wtedy sa warunki Twierdzenia Il z Wyktadu
2 gwarantujace gtadkosé M).

Zauwazmy, ze wektory r,, r, tworzg baze przestrzeni T, .M. Istotnie, przestrzer ta jest obrazem
macierzy D(r, (u,v)), a obraz macierzy jest rozpiety przez jej kolumny, czyli przez r,(u,v),r,(u,v).
Z drugiej strony, maksymalnosé¢ rzedu D(r, (u,v)) oznacza liniowa niezaleznos¢ tych wektorow.

Roézniczkowanie kierunkowe: Niech f : R® — R bedzie funkcja gladka, a w € R?. Przypomnijmy,
jak okreslamy pochodng V, f(z°) funkcji f w punkcie 2° € R?® w kierunku wektora w. Niech
a : R — R3 bedzie dowolng krzywa sparametryzowang o wlasnosciach

at®) = 2% (%) = w. (5)
Z definicji ;
V! (@) = Zli=o f (a(1)). (6)

Okazuje sie, ze liczba V,, f(2°) nie zalezy od wyboru krzywej a (czyli inna krzywa 3(t) o wtasno$ciach
B(t%) = 2% B'(t°) = w da ten sam wynik). Istotnie, niech a(t) = (ay(t), aa(t), as(t)), wtedy f(a(t)) =
flai(t), as(t), as(t)). Reguta rozniczkowania funkeji ztozonych daje:

9, 0 0 9,
Va0 = Glienf(alt)) = 5 (@)l () + 5 - (@(E)ay(e) + 5 (a()ah(t) = grad f(a”) .
czyli wynik zalezy tylko od funkcji f i wektora w. Powyzszy wzoér pokazuje, ze operacja V., f(z°)
jest liniowa ze wzgledu na w i f oraz, ze zachodzi prawo Leibniza:

Vulf - 9)(2°) = Vi f(2°) - g + f(2°) - Viug(a?). (7)
fi(x)

W przypadku, gdy f(z) = fo(z) | jest funkcja wektorowa (czyli wektorem zaleznym od
f3(@)

punktu lub polem wektorowym), powyzsza definicje rozszerzamy w sposéb naturalny: V,f(z°) =
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Vw f 1 (lﬂ)

Vufo(z?) |. Dla funkcji wektorowych zachodza podobne wlasnosci pochodnej kierunkowej: lin-

wag(l‘o)
iowos¢ ze wzgledu na w i f oraz prawo Leibniza (7) (tylko - jest rozumiane jako iloczyn skalarny w
R3).
Wektor normalny do powierzchni M w punkcie p € M: Jest to wektor U(p) zdefiniowany
jako wektor jednostkowy (o dtugosci jeden) ortogonalny do przestrzeni stycznej T,M. Zauwazmy,
ze wektor U(p) jest zdefiniowany niejednoznacznie, ale z doktadnoscia do mnozenia przez —1. Jezeli
na powierzchni M da sie wybra¢ wektor normalny U(p) w kazdym punkcie p € M tak, zeby odw-
zorowanie p — U(p) : M — R? bylo ciagte, powierzchnia M nazywa si¢ orientowalng. Na ¢wiczeniach
poznamy przyktad powierzchni nie bedacej orientowalna. Okazuje sie, ze lokalnie kazda powierzchnia
gtadka jest orientowalna.

Jesli M = imr, to wektor normalny mozna okresli¢ jako

U (1, 0)) ru(u, v) X ry(u,v)

- 7o (u, v) X 7y (u,v)]

Istotnie, iloczyn wektorowy jest ortogonalny do kazdego ze swoich czynnikéw, wiec jest ortogonalny
do T (M. Ponadto U(r(u,v)) jest unormowany czyli jednostkowy. Zauwazmy, ze zmiana kolejnosci
czynnikéw prowadzi do zmiany wektora normalnego na przeciwny.

Wektor normalny jest przyktadem pola wektorowego okreglonego nie na catym R? a tylko w
punktach powierzchni M. Ponizej bedziemy potrzebowali rozszerzenia pojecia pochodnej kierunkowej
na funkcje okreslone tylko w punktach powierzchni M.

Ro6zniczkowanie kierunkowe funkcji okreslonych na M: Niech f : M — R bedzie funkcja
gladka (z definicji przez co$ takiego rozumiemy funkcje, ktora moze byé¢ przedtuzona do funkcji
gladkiej na pewnym otoczeniu otwartym powierzchni M w R3). Niech w € T,M. Znowu mozna
zdefiniowa¢ V,, f(p) za pomoca wzoru (6) (wymagajac, zeby «(t) € M oraz zeby warunki (5) byty
spelnione). Zauwazmy, ze tym razem nie mozemy wyrazi¢ V,, f(p) przez gradient f poniewaz ostatni
nie jest okreslony (do zdefiniowania gradientu potrzebujemy funkcji zadanej na zbiorze otwartym w
R3, a M nie zawiera zadnego takiego zbioru).

Zeby jednak pokaza¢ niezaleznosé pochodnej kierunkowej od wyboru krzywej o mozemy uzy¢
nastepujacych argumentéow. Przedluzmy f do funkcji gtadkiej FF : W — R, gdzie W D> M
jest pewnym zbiorem otwartym. Wtedy rachunek ktory przeprowadziliSmy wczesniej pokazuje, ze
V. F(p) = gradF(p)-w. Okazuje sie, ze ostanie wyrazenie nie zalezy od sposobu przedtuzenia f na W.
Istotnie, jesli F' inne przedtuzenie, funkcja F — F' tozsamosciowo znika na M (bo F|y = F|y), czyli
jest jednym z ,réwnan” na powierzchni¢ M. Jej gradient jest prostopadly do T),M, w szczegolnosci
grad(F — F)(p) -w =0 i grad F(p) - w = grad F(p) - w.

Mozemy wiec okresli¢ V,, f(p) wzorem V,, f(p) = gradF'(p) - w.

Operator ksztaltu dla powierzchni M: Jest to operator S, : T, M — T},M okreslony dla kazdego
p € M wzorem

Sp(w) = =(VuU)(p)-
Inna nazwa S: operator Weingartena.

LEMAT (Poprawnosé okreslenia operatora ksztattu) S,(w) € T,M dla kazdego w € T,M.
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Dowdd: Korzystajac z prawa Leibniza (7) zrozniczkujmy réwnosé 1 = U-U w kierunku w, otrzymamy
0=2V,U -U. Stad wektor V,,U jest prostopadly do U, czyli nalezy do T),M.

Przypomnienie z algebry: operatory symetryczne: Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa
nad R, a (,) : V x V — R iloczynem skalarnym na V. Ostatnie oznacza, ze iloczyn (,) 1) jest forma
dwuliniowa (liniowa ze wzgledu na kazdy argument); 2) jest symetryczny ((z,y) = (y,x)); 3) jest
dodatnio okreslony ((x,z) > 0 dla = # 0). Przykladem takiego iloczynu skalarnego jest czesto przez
nas uzywany standardowy iloczyn skalarny z - y na R3.

Operator liniowy S : V. — V nazywamy symetrycznym, jesli (Sz,y) = (x,Sy) dla wszystkich
r,y e V.

Niech S : V — V bedzie dowolnym operatorem liniowym . Wtedy wzor (x,y)s := (Sz,y),z,y €
V', okresla forme dwuliniowa na V' (dwuliniowosé¢ oczywista ze wzgledu na dwuliniowosé¢ (,) oraz
liniowos¢ S). Maja miejsce nastepujace fakty:

1. S jest symetryczny wteddy?, gdy forma (,)s jest symetryczna (proste sprawdzenie).

2. Macierz operatora symetrycznego S w dowolnej bazie ortonormalnej (czyli ztozonej z wektorow
parami ortogonalnych o dtugosci jeden) jest symetryczna (proste sprawdzenie).

3. Ponadto, dla symetrycznego S istnieje taka baza ortonormalna, w ktérej macierz operatora S
ma postac¢ diagonalna (niezerowe wyrazy tylko na diagonali) o rzeczywistych wyrazach (wynika
to z tak zwanego twierdzenia spektralnego).

Ostatnia wlasnos¢ moze by¢ tez zninterpretowana w sposob nastepujacy. Wektor = € V,x # 0,
nazywa sie wektorem wtasnym operatora S, jesli istnieje A € R taka, ze Sx = Ax. Punkt 3 oznacza,
ze dla operatora symetrycznego istnieje baza ortonormalna ztozona z wektoréw wtasnych.

Symetrycznos$é operatora ksztaltu:

TWIERDZENIE Operator Weingartena S, : T,M — T,M jest operatorem symetrycznym wzgledem
ograniczenia (,) doczynu skalarnego = -y z R* na T,M. Ponadto wspdtczynniki formy (,)s, w bazie
T, Ty przestrzeni stycznej T,M sq dane wzorami

(Tua 7’u>S'p = Tuu * U7 (ruy Tv)Sp = Tyv U= (Tvv ru)Spa (rw rv)Sp =Ty * U. (8>

Dowdd: Najpierw zauwazamy, ze r, - U = 0 = r, - U, poniewaz r,,r, € T,M dla kazdego p € M.
Teraz zrozniczkujmy pierwsza z powyzszych rownosci kierunkowo wzdtuz r,:

Vo (ro U)=V,r, - U+r,-V,, U=V,0=0. (9)

Mamy V, r, = Vru(%%, %, %Ls) = (VM%, Vru%%, VM%). Przypomnijmy sobie, ze V,f =
21_w(f(a(t), gdzie a(t) jest dowolna krzywa sparametryzowana o wlasnosci o/ (t) = w. Dla
w = 7,(u’,v°) mozemy polozy¢ a(u) = r(u,v?) (tutaj u’,1° € R sa takie, ze r(u’,v%) = p), otrzy-
mamy o (u’) = w.

Zauwazmy, ze pole wektorowe r, jest okreslone tylko w punktach powierzchni M. Jego wartosé w

punkeic a(u) = r(u, o) wynosi (22(u, o), 22(u,00), 2 (u,00)). Mamy V2 = 2,020 —

2Wteddy = wtedy i tylko wtedy.
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2., . 2 2 2 . . . .
% weud 0. Innymi stowy V, r, = (%J;,%J;, %)]u:uo,v:vo. Ostatnie wyrazenie jest doklad-

niejszym zapisem tego, co kryje sie pod oznaczeniem 7.

Z réwnosci (9) mamy teraz 0 = 1y, - U + 71y, - V.U = 1y - U — 1y - Sp(1y) skad Sp(ry) - 1y =
(TusTu)s, = Tuu - U.

Pozostate réwnosci wyprowadzaja sie w podobny sposéb. Istotna role odgrywa symetria drugich
pochodnych r,, = r,,. Symetria ta powoduje réwniez symetrycznosé¢ operatora S (istotnie, rownosci
(8) implikujg symetrycznosé formy (,)s, )-

Krzywizna Gaussa i krzywizna $rednia powierzchni M: Okreslimy je w punkcie p € M jako
odpowiednio K (p) = det S, i H(p) = (1/2)trS,. Wiedzac, ze operator S, jest symetryczny, i ze w

konsekwencji jego macierz w pewnej bazie 7, M ma postac [ kl(()p ) I ((Jp) 1 , mozemy zapisa¢ wzory
2
k1(p) + ko(p
K(p) = ki(pa(p). Hip) = R

Zauwazmy, ze ki(p), ka(p) sa wartosciami wlasnymi operatora S, sa wiec okreslone niezmienniczo
(niezaleznie od wyboru bazy). Podobna uwaga dotyczy tez odpowiednich ortogonalnych kierunkow
whasnych w; (p), wa(p) € T,M (wektory wlasne sa okreslone z doktadnoscia do proporcjonalnosci).
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Wyktad 12: Geometria powierzchni III

Literatura dodatkowa: [Opr02]

Krzywizna normalna powierzchni M: Niech w € T,M bedzie jednostkowym wektorem sty-
cznym. Krzywizne normalng powierzchni M w kierunku w definiujemy jako liczbe

k(w) = (w,w)s,

(czyli jako wartos¢ na w fromy kwadratowej odpowiadajacej formie dwuliniowej (, )s, )
Zeby wyjasdnié¢ sens geometryczny krzywizny normalnej udowodnijmy nastepujacy

LEMAT Dla dowolnej krzywej gtadkiej sparametryzowanej o : R — R? takiej, ze a(R) C M, a(t°) =
p, o/ (t%) = w, mamy

(@' (t),d(t%)s, = a”"(t°) - U(p).

Dowdd: Podobnie do dowodu twierdzenia o symetrycznosci operatora ksztattu mamy:

0=0d U= 0=Vyu(d -U)=Vud -U+ad -VoU=0a"-U—-0d-S()=d-S)=a" U

Teraz niech o bedzie krzywa sparametryzowana w sposob normalny o wtasnosciach z powyzszego
lematu. Wtedy

k(w) = (a(t), a(t"))s, = a"(t") - U(p) = ka(t")Na(t?) - U(p) = ra(t") cosb,

gdzie K, jest krzywizng krzywej a a 6 jest katem pomiedzy wektorami N, (t°) i U(p). Przypomnijmy,
ze o/ =T, T = koN, (wskaznik « oznacza, ze odpowiednie obiekty zwiazane sa z krzywa «) oraz
obydwa wektory N, (t°) i U(p) sa jednostkowe, wiec N, (t°) - U(p) = cosf. Okazuje sie, ze sposrod
wszystkich krzywych sparametryzowanych naturalnie i posiadajacych wlasnosci z powyzszego lematu
istnieje jedyna, dla ktorej kat € jest rowny O lub .

LEMAT Niech P bedzie ptaszczyzng rozpietq przez wektory U(p) i w i niech o bedzie krzywq sparame-
tryzowana naturalnie, ktorej obraz jest PN M. Wtedy k(w) = £k, (t°), gdzie o(t°) = p.

Dowdd: Wektory w i o/(t°) sa prostopadle do U(p) i zawarte w P, wiec w = +0’(t°). Wektor
N, (t°) jest zawarty w P (poniewaz o jest krzywa plaska) i jest prostopadty do o’(t°) = T, ("), czyli
N, (t%) = £U(p) (skad cos = +1).
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Sens geometryczny krzywizny normalnej: Jesli k(w) > 0, wektory N, i U pokrywaja sie, co
oznacza, ze powierzchnia w kierunku w zakrzywia sie w strone U. Jesli, natomiast k(w) < 0, wektory
N, i U sa przeciwne, wiec powierzchnia w kierunku w zakrzywia sie przeciwnie do U.

Krzywizny i kierunki gléwne: Zauwazmy, ze funkcja w +— k(w) jest okreslona na okregu jed-
nostkowym O C T,M 1i jest ciagta (jako ograniczenie funkcji kwadratowej). Jak i kazda funkcja
ciggla na zbiorze zwartym przyjmuje ona swoje najwieksza (ki = maxy,eco k(w)) oraz najmniejsza
(ko = min,eo k(w)) wartosci. Wartosci te nazywamy krzywiznami gtownymi, a odpowiednie kierunki
wy,wy takie, ze k(w;) = k;, wektorami gtownymi. Zauwazmy, ze funkcja k przyjmuje jednakowe
wartodci na w; i —w;, wiec wektory gtéwne sg wyznaczone z doktadnosciag do znaku. Moze tez sie
zdarzy¢, ze funkcja k jest stata na O i wtedy kazdy wektor z O jest wektorem gtownym.

LEMAT Wektory gtowne pokrywajg si¢ z wektorami wltasnymi operatora ksztattu S,, a krzywizny
gtowne z odpowiednimi wartoSciami wtasnyms.

Dowod: Niech w,,we € T,,M bedzie bazg ortonormalng T, M zlozong z wektoréw wlasnych operatora
ksztaltu S,, a Ky, ko beda odpowiednimi warto$ciami wlasnymi. Wtedy macierz operatora S, w tej
ky
0 ko
cych tej ze bazie ma postaé (zq,x2) — l%lazf + l;;Qx% Istotnie, dla & = x110; + 29w, mamy (z,x)g, =
(Sp (211 + Toilia), Ty + Totly) = a3k (Wy, 1) 4 23ko (o, W) + 201 Lok kg (Wy, 2) = k123 + kotd
(skorzystalismy z ortonormalnosci bazy).

Ortonormalno$é bazy implikuje tez, ze okreg jednostkowy O C T,M ma réwnanie z? + z3 =
1. Zagadnienie znalezienia ekstreméw funkeji £ na O jest zwyklym zagadnieniem na ekstremum
zZwiazane.

bazie ma postaé [ } , a funkcja kwadratowa k : x — (x,x)g, we wspotrzednych odpowiadaja-

SPOSOB | ROZWIAZANIA ZAGADNIENIA (METODA MNOZNIKOW LAGRANGE’A): Rozwazmy funkcje
F(xy,m5) = ka2 + kyx + A2 + 22 — 1). Obliczamy pochodne czastkowe i przyrownujemy do zera,
otrzymujemy uktad:

2%1[E1 + 2/\(1]1 = O, 2];'21}2 + 2AI2 = O, ZE% + Jf% =1.

Zatozmy, ze l~€1 + ];32. Wtedy ten uklad ma nastepujace rozwiazania: x; = 1,20 = 0 lub 1 =
0,z = +1 (X dowolne). Punkty o wspotrzednych (1,0), (0,1) odpowiadaja wektorom wy, ws, wiec
na wektorach £w;, £, funkcja k|o ma ekstrema i z dokladnoscia do kolejnosci i znaku wektory
wlasne pokrywaja sie z wektorami gléownymi. Ekstremalne wartosci funkcji k|o to ki, ko, wiec z
doktadnoscia do kolejnosci wartosci wlasne k1, ko pokrywaja si¢ z krzywiznami gtéwnymi kq, ko.

W przypadku, gdy k; = ks, kazdy punkt na okregu jest rozwigzaniem powyzszego uktadu (dla
A= —k = —1252) i funkcja £ jest stala na okregu O. Wtedy kazdy wektor w € O jest glowny. Ale
w tym przypadku operator S, jest skalarny (krotny identycznosci) i tez kazdy wektor w € O jest
wlasny dla S, o wartosci wlasnej k1 = ks.

SPOSOB 11 ROZWIAZANIA ZAGADNIENIA (UZYWAJACY PARAMETRYZACJI): Sparametryzujmy okreg
O w standardowy sposob t — (cost, sint) i rozwazmy ztozZenie f funkcji k z ta parametryzacja: f(t) =
ky cos® t+ky sin®t. Szukamy ekstremow funkeji f: f/(t) = 2(—ki+ky) costsint = (—k;+ky) sin 2t = 0.
Dla k; # ky mamy rozwiazania t = 0,7/2, 7, 37 /2, ktore odpowiadajg punktom (£1,0), (0,41) na
okregu. Dalej powtarzamy rozwazania jak w I sposobie.
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Wyktad 13: Geometria powierzchni IV

Literatura dodatkowa: [Opr02]

Rozwazmy kilka przyktadéw na obliczenie r6znego typu krzywizn wprowadzonych na poprzednich
wyktadach.

PRZYKEAD 0: Niech M = {(z1, 9, x3) | a121 + asxs + azxs + ay = 0} bedzie dowolna plaszczyzna,
p € M bedzie dowolnym punktem. Wtedy przeciecie plaszczyzny rozpietej przez wektory U oraz
dowolny wektor jednostkowy w € T,M z plaszczyzng M bedzie prosta. W szczegolnodei, krzywizna
normalna w punkcie p jest tozsamosciowo rowna zeru. Stad roéwne zeru sa tez krzywizny gtowne,
Gaussa i Srednia.

PRZYKLAD 1: Niech M = {(x1, 29, 73) | 23 +23+123 = R*} bedzie sfera o promieniu R, p € M bedzie
dowolnym punktem. Wtedy przeciecie plaszczyzny rozpietej przez wektory U oraz dowolny wektor
jednostkowy w € T,M ze sferg M bedzie duzym okregiem na sferze. Stad krzywizna normalna k jest
stala na okregu jednostkowym (i jest rowna krzywiznie 1/ R duzego okregu, czyli okregu otrzymanego
w wyniku przeciecia sfery z plaszczyzna zawierajaca srodek sfery).

W szczegolnosei, krzywizny glowne kq, ko pokrywaja sie i tez sa rowne 1/R. Stad krzywizna

Gaussa K = kiky i krzywizna srednia H = (k; + ko) /2 sa stale na sferze i réwne odpowiednio 1/R?
i1/R.
PRZYKLAD 2: Niech M = {(z, 79, 23) | 23 + 23 = 23} bedzie paraboloida obrotowa (otrzymana
w wyniku obrotu wokoél osi ,z” paraboli C' = {(x,2z3) | 3 = x3}), p = (0,0). Sytuacja tuta]
jest podobna do poprzedniego przykitadu: przeciecie ptaszczyzny rozpietej przez wektory U oraz
dowolny wektor jednostkowy w € T,M z M bedzie parabola otrzymana z paraboli C' przez obrét. W
szczegblnosci w punkcie p wszystkie te parabole maja taka samg krzywizne, czyli krzywizna normalna
powierzchni M w punkcie p bedzie stata (i rowna 2 wedlug wzoru

R(0) = [ (O)I/(1+ (£(0)))*, (10)

tutaj f(z) = x?).
Ponadto mamy k;(p) = kao(p) =2, K(p) =4, H(p) = 2.

Punkt kulisty powierzchni M: Jest to punkt p € M taki, ze krzywizna normalna jest stala w
tym punkcie. Dla sfery i ptaszczyzny kazdy punkt jest kulistym, a dla paraboloidy obrotowej takim
punktem jest (0,0).

Dowod ostatniego lematu z Wyktadu 11 pokazuje, ze jesli p € M nie jest punktem kulistym,
to istnieja doktadnie dwa kierunki gtéwne (na ktorych krzywizna normalna przyjmuje minimalna i
maksymalna wartosé).

PRZYKLAD 3: Niech M = {(x1,xq,23) | 23 — 23 = 23} bedzie powierzchnia siodtowa, p = (0,0, 0).
Wybierzmy U(p) = (0,0,1),w = w; = (cost,sint,0) € O C T,M = {(x1, 29, 23) | x3 = 0}. Innymi
stowy plaszczyzna P, rozpieta przez wektory U(p) i wy jest otrzymana w wyniku obrotu ptaszczyzny
rz o kat t wokol osi z. Zeby obliczy¢ krzywizne ciecia normalnego M N P, zrobimy nastepujacy trik:
obrécimy nie plaszczyzne, lecz powierzchnie M i bedziemy szukaé przeciecia obroconej powierzchni
M, z plaszczyzna vz, czyli {(x1, x2,z3) | 2 = 0}.

Poniewaz wspomniany obrot jest zadawany wzorami

T . cost —sint T e s
To sint cost Ty |73 3
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obrécona powierzchnia ma postaé¢ M; = {(z1, 9, x3) | (cost z; —sint x9)? — (sint xy + cost x3)* =

13} = {(21, T2, 73) | cos2t x? —2sin 2t 1179 — cos 2t x5 = x3}. Stad ciecie normalne M; N P jest dane
wzorem cos 2t x2 = x3, czyli jest parabola lub (dla t = kv /4,k = 1,3,5) prosta. Jego krzywizne w
zerze obliczamy wedtug wzoru (10) dla f(z) = cos 2t 2%, Jest ona réwna 2| cos 2t|.

Ostatecznie k(w;) = 2cos2t (modul w powyzszym wzorze zostal opuszczony poniewaz ciecie
normalne zakrzywia sie w strone U(p) dla tych ¢, gdzie cos 2t > 0, oraz przeciwnie do U(p) dla tych
t, dla ktorych cos 2t < 0).

Mamy nastepujace wartoéci krzywizn: k; = 2, ke = =2, K = —4, H = 0. Wektory gléwne to w;
dlat=0,7/2,m, 31/2.

PRZYKELAD 4: Niech M = {(x1,29,73) | 2% + 23 = 1} bedzie walcem nad okregiem jednostkowym

w plaszczyznie zy, p = (1,0,0). Wybierzmy U(p) = (1,0,0),w = w; = (0,cost,sint) € O C

T,M = {(x1,29,23) | 1 = 0}. Plaszczyzna P, rozpieta przez wektory U(p) i w; jest otrzymana

w wyniku obrotu plaszczyzny xy o kat t wokol osi z. Zeby obliczyé¢ krzywizne ciecia normalnego

MNP, podobnie do popredniego przyktadu obrécimy nie ptaszczyzne, lecz powierzchnie M i bedziemy

szukaé przeciecia obroconej powierzchni M, z plaszezyzna xy, czyli {(z1, 2, 23) | 23 = 0}.
Wspomniany obrét jest zadawany wzorami

s T L cost —sint T
! S sint cost T3 |’

obrécona powierzchnia ma posta¢ M; = {(z1,z2,73) | 3 + (cost zo — sint x3)? = 1}. Ciecie nor-
malne M; N P jest dane wzorem 3 + (cost z9)? = 1, czyli jest elipsa lub (dla t = 7/2,37/2) para
prostych rownolegltych. Jego krzywizne w punkcie p obliczamy wedlug wzoru x(0) = |¢}(0)¢5(0) —
1 (0)95(0)1/((1(0))*+(¢5(0))*)*? dla parametryzacii elipsy ¢(s) = (91(s), pa(s)) = (cos s, sin s/ cost)).
Jest ona réwna cos® t.

Ostatecznie k(w;) = —cos?t (skad ten minus?), ky = 0,ky = —1, K = 0, H = —1/2. Wektory
gtowne to w; dla t = 0, 7/2, 7, 37/2.
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Wyktad 14: Geometria powierzchni V

Literatura dodatkowa: |Opr02, Goe65|

Pierwsza forma podstawowa® powierzchni M w punkcie p € M: jest to ograniczenie do T, M
iloczynu skalarnego x - y okreslonego na R*. Bedziemy je oznaczaé przez g,(, ). Pierwsza forma pod-
stawowa (PFP) jest forma dwuliniows symetryczng dodatnio okreslona (czyli iloczynem skalarnym)
zadang na T,M. Istotnie, z algebry wiemy, ze ograniczenie iloczynu skalarnego do dowolnej pod-
przestrzeni jest iloczynem skalarnym.

Jasne ze, jesli wy,ws jest jakas baza T,M, PFP g,(,) jest jednoznacznie okreslona przez swoje
wartosci g,(w1, wy), gp(w1, we), gp(w2, we) (dla innych wektorow z T,M wartosci PFP obliczamy z
dwuliniowosci). W szczegdlnoscei, dla powierzchni bedacej obrazem parametryzacji r : R? — R3, 7 =
r(u,v), PFP jest okreslona przez wspotczynniki

B(p) = 0,(ru(0). 7)) = ru(p) - ) = ((g—u) (2 (%—u)) .

orq Or Ory Or Ors Or
Flp) = a0 o) = ) ) = (G2 0+ G252 4 G0,

G(p) = 0y (rolo) 7ol1)) = ru(p) - o) = ((Z—) (2 (%—)) .

Odwzorowanie izometryczne*: Jest to odwzorowanie gtadkie® f : M — N pomiedzy dwiema
powierzchniami w R? o tej wtasnosci, ze zachowuje ono dtugosci krzywych (czyli, jeslim C M,n C N
sa krzywymi gladkimi o wtasnosci f(m) = n, to dtugosé¢ tuku l,, 4 g krzywej m pomiedzy punktami
A, B € m jest rowna dtugosci tuku [, s(a), () krzywej n pomiedzy punktami f(A), f(B) € n).

TWIERDZENIE Niech f : M — N bedzie odwzorowaniem gtadkim. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

1. f jest izometryczne;

2. f zachowuje pierwsze formy podstawowe powierzchni M i N.

Warunek 2 wymaga doktadniejszego wyjasnienia. Rozwazmy macierz Jacobiego
OF  OF  OF
g | B B B

P) = oz oz dx: p
ory  OF;  OF

o1 0z ox3
odwzorowania F : Uy — Uy (zob. przypis 5) i potraktujmy ja jako odwzorowanie liniowe R? — R3.
Jego ograniczenie f'(p) na podprzestrzen T,M przyjmuje wartosci w TN (Cwiczenie: udowodnij

3Druga podstawowa forma powierzchni M w punkcie p € M nazywamy forme (, )s, stowarzyszong z operatorem
ksztaltu S,

4lub po prostu izometria

Sgtadkosé oznacza, ze istnieje rozszerzenie tego odwzorowania do odwzorowania gtadkiego F pomiedzy otoczeniami
otwartymi Ups, Uy C R? zbiorow M i N
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to) i moze by¢ rozumiane jako odwzorowanie liniowe T,M — T,y N (jest to wlasciwe spojrze-
nie na pochodna odwzorowania f w punkcie p, stad oznaczenie f’(p)). Niech gfg” (,) oznacza PFP
powierzchni M w punkcie p, a gﬁp)(,) PFP powierzchni N w punkcie f(p). Warunek 2 oznacza, ze

dla dowolnego p € M i dowolnych x,y € T,M mamy r6wnos¢ g, (z,y) = g, (f'(p)z, f'(p)y). Inna
postac tego warunku to

Vpe MVz,y e T,M: z-y=D(F,p)xz - D(F,p)y,
a jeszcze inna to

Vpe M E(p) = D(F,p)ru(p) - D(F,p)ru(p),
F(p) = D(F,p)ru(p) - D(F,p)r.(p), G(p) = D(F,p)r,(p) - D(F,p)ry(p)- (11)

Dowdd: (2=-1) Przypomnijmy, ze dlugos$¢ tuku krzywej m obliczamy wedtug wzoru l,,, o p = f | (t)|dt =
fab g%t)(ap'(t), ¢'(t))dt. Tutaj ¢ : R — R3 jest dowolna gladka parametryzacja krzywej m taka, ze
¢(a) = A,p(b) = B (réwniez korzystamy z tego, ze m C M, czyli p'(t) € T,u)M). Majac taka
parametryzacje, zauwazamy, ze @ := f oy : R — R3 jest parametryzacja gladka krzywej n. Ponadto
reguta rozniczkowania odwzorowan ztozonych implikuje rownosé @'(t) = D(F, o(t))¢'(t).

b
Stad b pay.pm) = [, W/(B)]dt = [} |F(o(t))og! (t)|dt = [ \/g}v(w(t))(f’(w(t)) o ¢'(t), f'((t)) o ¢/(t))dt.
Warunek 2 implikuje, ze wyrazenie podcatkowe w ostatniej calce jest rowne \/ g%t)(w/ (t),¢' (1)), czyli

sama calka jest rowna f; \/gfy(t)(gp’(t), O (1))t = Loy

(1=2) Niech r : R? D U — R3 r = r(u,v), bedzie lokalng regularna parametryzacja powierzchni
M, a f: M — N bedzie izometria. Rozwazmy dowolng krzywa sparametryzowng a : R — R3 o
wlasnodci im o C M, a przez & oznaczmy krzywa f o .. Jasne jest, ze ima C N.

Naszym celem jest wykazanie rownosci (11). Niech ug, vg beda takie, ze r(ug, vo) = p. Rozwazmy
krzywe sparametryzowane « : t — r(ug + t,v9) oraz & : t — for(ug+t,v9). Wedlug zatozenia
one muszg mieé jednakowa dhugos¢ tuku pomiedzy odpowiednimi punktami, w szczegblnosci catki
Jo 1/ (8)|dt i [ |@(t)|dt musza pokrywaé sie dla dowolnego 7. Roézniczkujac je po 7 otrzymujemy
rownosé |o/(t)] = |&/(t)|, ktora implikuje rownosé o (t) - o/ (t) = &/ (t) - &'(t). Przypominamy sobie, ze
a/'(0) =ru(p) i ze &(0) = D(F,p)ru(p), 1 otrzymujemy pierwsza z rownosci (11).

Trzecia z tych réwnosci otrzymujemy powtarzajac powyzsze rozumowania dla krzywej 5 : ¢ —
r(ug, vo + t). Do dowodu drugiej z tych rownosci rozwazmy krzywa v : ¢ — r(ug + t,v9 + t) oraz
krzywa 7 : t — for(up+t,vo+t). Latwo widzie¢, ze v/(0) = r,(p) + r,(p). Rozwazania podobne do
powyzszych daja nam (ry(p) +74(p)) - (ru(p) +r4(p)) = D(F,p)(ru(p) +ro(p)) - D(F, p)(ru(p) +74(p)).
Korzystajac z udowodnionych pierwszej i trzeciej roéwnosci dostajemy druga.

PRZYKLAD (ZWINIECIE PASKA W WALEC): Niech M = {(z1,22,23) | 23 =0, -7 < 2y < 7}, N =
{(x1, 29, 73) | 23422 = 1,11 # —1}. Odwzorowanie f = F|y, gdzie F(zy,xa,23) = (cos 1, To,sinz;)
jest izometria. Istotnie, rozwazmy parametryzacje paska r(u,v) = (u,v,0),—7 < u < m,v € R,
wtedy r, = (1,0,0),7, = (0,1,0) (sa stale). Mamy

—sinz; 0 O
D(F,x) = 0 10
00

CoS T
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oraz D(F,x)r, = (—sinzy,0, coszy), D(F, x)r, = r,. Widzimy, ze r, -r, = 1 = (—sinz,0,cosz) -
(—sinzy,0,cosxy) = D(F,z)r, - D(F,2)ry,ry -1y =0 = D(F,z)r, - D(F,2)ry,7y -1 = D(F,2)r, -
D(F, x)r,.
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Wyktad 15: Geometria powierzchni VI

Literatura dodatkowa: [Opr02, Goe65, Tho79|

Celem niniejszego wyktadu jest omowienie kilku pojeé¢ geometrycznych, ktore zaleza tylko od
pierwszej formy podstawowej powierzchni, oraz udowodnienie , Theorema egregium” (,twierdzenia
znaczacego’) mowiagcego, ze krzywizna Gaussa jest wlasnie takim pojeciem. O takich pojeciach
bedziemy mowili, ze sa one ,wewnetrzne”, w odréznieniu od poje¢ zalezacych od ,sposobu wlozenia”
powierzchni w R3. Przykladem ostatnich jest krzywizna $rednia H ©.

Rézniczkowanie kowariantne na powierzchni M: OmoéwiliSmy weze$niej pojecie rozniczkowania
funkcji (pol) wektorowych f : M — R* w kierunku wektora w € T,M. Zauwazmy, ze w przypadku,
gdy pole f jest styczne do M w punkcie p € M (czyli f(p) € T,M), jego pochodna kierunkowa
V. f(p) wecale nie musi by¢ taka.

sin # cos
Na przyktad, jesli M jest sfera jednostkows z parametryzacja r(p,0) = | sinflsing |, rozniczkowanie
cos |
—sinfsin g [ —sinfcosy
pola wektorowego 7,(¢,0) = | sinfcose | wkierunkur, jest rtéwne V, r, = r,, = | —sinfsing
0 0

Ostatnie pole na przyktad w punktach rownika {§ = 7/2} jest polem normali do sfery skierowanym
wewnatrz, czyli nie jest styczne do sfery.

Niech TI, : R®* — T, M oznacza operator rzutu ortogonalnego na T,M. Rdziniczkowanie kowari-
antne pola wektorowego f : M — R3 stycznego do M w kierunku wektora w € T,M definiujemy
jako

Dy f(p) =11,(Vuw f(p))-

PRZYKLAD: Obliczmy operator II rzutu ortogonalnego na przestrzen styczng do sfery. W tym

—sinp cosf cos p
celu zauwazmy, ze wektory 7, = 7,/|r,| = cosyp | ,rg = | cosfsingp | oraz U = r tworza
0 —sinf

baze ortonormalng (zalezna od punktu p = r(ip,0)) przestrzeni R3. Stad dla ¢ € R® mamy IIg =

(q ) fso)fso + (q : TG)TG'
W szczegolnodci,

D, ry, =1r,, =07, 4 (—sinf cos0)rg = —sin ¢ cos Ory.
—cosfsing —sinf cos ¢
Analogicznie, korzystajac z tego, ze ryp = cos f cos oraz rgg = | —sinfsiny |, otrzymu-
0 —cosf
jemy:
D, rg =1lryp = cos07, +0-rp = cosO7, = Dy,r,
oraz

DTGTQZHTQQZO'ﬁD—i‘O'Tg:O.

61stotnie, gdyby byla ona pojeciem ,wewnetrznym”, musialaby byé zerowa dla walca, ktory jest lokalnie izome-
tryczny z plaszczyzna.
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Zauwazmy tez, ze D,,7, = 0, poniewaz 7, nie zalezy od 0 i 7, = 0.

Przeniesienie rownolegle na powierzchni M: Niech o : R — M bedzie krzywa sparametry-
zowana na powierzchni M, niech a(a) = A, a(b) = Biniechy € TaM, z € TgM. Mowimy, ze wektor
z jest otrzymany z wektora y w wyniku przeniesienia rownoleglego wzdtuz krzywej a, jesli istnieje
gtadkie pole wektorowe f : M — R3 o nastepujacych wlasnosciach:

L f(A) =y, f(B) =
2. Dy f(a(t)) =0Vt € [a,b].

O polu f mowimy wtedy, ze jest ono rownolegte wzdtuz krzywej a (na odcinku a([a, b])).

Uwaga: Tak naprawde to wystarczy by pole f bylo okreslone w maltym otoczeniu U C M odcinka
krzywej a([a,b]) lub nawet wylacznie w punktach tego odcinka.

cos
PRZYKLAD: Pola r,,79 sa rownolegle wzdtuz rownika a : ¢ +— | singp | (§ = 7/2), ale nie sa
0
rownolegle wzdluz innych réwnoleznikow (dla 6 # 7 /2). Pola ry, 7, sa rownolegle wzdluz dowolnego
sin 6 cos ¢y
potudnika S,,0 — | sin@sin g
cosf

W szczegolnosci, jesli wezmiemy wektor (0,1,0) € T(g0,1)M, przeniesiemy go rownolegle wzdiuz
potudnika 3y na odcinku S5y([0, 7/2]) otrzymamy wektor (0,1,0) € T(1,00M (uzywamy f = 7, ktore
dookreslamy dla § = 0 wektorem (0,1,0)). Rownolegte przeniesienie ostatniego wzdtuz réwnika o
na odcinku «([0,7/2]) daje wektor (—1,0,0) € T(o,1,0M (uzywamy f = r,). Z kolei przeniesienie
ostatniego wzdtuz potudnika (3, na odcinku B;/2([0,7/2]) w kierunku ,do gory” daje nam wek-
tor (—1,0,0) € Tigo)M (uzywamy f = 7, ktore tym razem dookreslamy dla § = 0 wektorem
(0,0,—1)). Widzimy, ze przeniesienie rownolegle wektora wzdtuz pewnej petli na sferze daje nam
wektor wyjsciowy obrocony o 90°. Jest to skutek niezerowej krzywizny sfery.

Linie geodezyjne na powierzchni M: Sa to krzywe sparametryzowane o : R — M o wtasnosci
Da/(t)o/(t) =0.

Innymi stowy, sa to takie krzywe «, ktorych pole styczne jest rownoleglte wzdtuz a.
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PRZYKLAD: Poludniki 3,, sa geodezyjnymi poniewaz 3, = 76]im Boo 1 Dryro = 0. Rownik « tez jest
geodezyjng, poniewaz o = rylima i Dy, 7,(p) = 0 dla p € ima. Jasne jest, ze kazdy duzy okreg na
sferze jest geodezyjna (dlaczego?).

»Wewnetrznosé” réozniczkowania kowariantnego: Niech M = imr, gdzie r = r(u,v) parame-
tryzacja regularna. Roézniczkowanie kowariantne wektorow bazowych r,, r, daje wektory styczne do
M, ktore moga by¢ przedstawione jako kombinacje liniowe tych ze wektoréow r,,r,. Wprowadzmy
symbole Christoffela I' wedtug wzoréw:

— U v _ U X _ u v _ U v
D, ry, =1,ru+ 10,0, Dryry =Uyra + 1010, Deyry = Tyyru + Tty Dyyro = Iyyry + Tyt

Zauwazmy, ze D, r, = (V. r,) = (ry,) = (ry,) = U(V,,r,) = D, r,, mamy wiec I', =
L Tow = i

Oznaczajac ey 1= ry, eg := 71, otrzymujemy krotszy zapis powyzszych rownosci:

Dee; =Tjer +T%eq,0,j = 1,2, (12)
Zauwazmy, ze symbole Ffj moga by¢ wyrazone przez wielkosci (De,e;)-ej, oraz wspotezynniki pierwszej
formy podstawowej E = e1 - e1, F = e1 - €5, G = ey - €5. Istotnie, domnazajac (12) skalarnie przez
eq, ez otrzymujemy uktad rownan liniowych na I'};, I';;:

(Deiej) €1 = lejel -e; + F?jeg el

(Desej) - €2 = Tijer - e2 + Tjes - e

Macierz tego uktadu [ r G } jest niezdegenerowana (jako macierz Grama niezdegenerowanej pier-

wszej formy podstawowej w bazie ey, e5), stad uktad ma jedyne rozwiazanie. Symbole lej, I‘fj mozna

wyrazi¢ przez (De,e;) - e, 1 wspolezynniki F, F, G na przyktad za pomoca wzoréw Cramera.

Uwaga: Mozna pokazaé, ze dla kazdej powierzchni istnieje (przynajmniej lokalnie) parametryzacja
ortogonalna , czyli taka, ze wektory r, = e; i r, = ey sa prostopadte w kazdym punkcie powierzchni
M. Istnienie takiej parametryzacji gwarantuje na teoria réwnan rézniczkowych, aczkolwiek znalezé
jawny wzor na taka parametryzacje moze by¢ ciezko lub niemozliwie (sytuacja to jest podobna do
tej z parametryzacjami naturalnymi krzywych). Dla parametryzacji ortogonalnej powyzszy uktad
réwnan liniowych rozwiazuje sie szczegolnie prosto (poniewaz znika e - e3):

(Deiej) .

e1 o (Deej) e
I A =—F

1
TWIERDZENIE Majg miejsce wzory

1 (0(e;-er) Oej-ex) Olei-e5)\ . .
D@ i) == - ) Oy 7k:1727
(Deic) e =5 ( oy o ope )"

tutaj Y1 1= u, Yo 1= .

Dowaod: Do dowodu twierdzenia wykorzystamy nastepujaca wtasnosé réozniczkowania kowariantnego:

Vulf-9)p) = Duf(p)-9(p) + f(p) - Dwg(p)
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(tutaj w € T,M a f, g sa polami wektorowymi stycznymi do M). Wlasnosé ta wynika z odpowiednie;j
wlasnosci rézniczkowania kierunkowego Vi, (f - g)(p) = Vuwf(») - 9(p) + f(p) - Vwg(p). Istotnie, niech
Vof(p) = fi + f} bedzie rozkladem na sktadowa styczna i sktadowa wzdluz U. Wtedy na mocy
ortogonalnosci U i g mamy V,, f(p) - g(p) = (fi + f3) - 9(p) = fi- 9(p) = Duf(p) - 9(p). Analogicznie

rozumowania pokazuja, ze f(p) - Vwg(p) = f(p) - Dwg(p).
Uwzgledniajac teraz powyzsza wlasno$¢ oraz rownosé V., = a%,- otrzymujemy

J(e; - ex)
y;

3(6]' - ex)
ayi

d(ei - ej)

= De- i) 7" De- )
(De,€i)-extei(De;ex) o0

= (De,€j)-exte; (De,ex), = (De,€i)-€j+€i-(De,€;)
Sumujac te réownosci z odpowiednimi znakami i biorac pod uwage symetrycznosé¢ D, e; = D, e; (zob.
wyzej) otrzymujemy wynik.

WNIOSEK  Niech w € T,M i niech X : M — R® bedzie polem wektorowym stycznym do M. Wtedy
pochodna kowariantna D, f(p) moze byé wyrazona przez wpdtczynniki wektorow w, X w bazie ey, eq
oraz wspotczynniki pierwszej formy podstawowej E, F, G i ich pochodne czgstkowe.

Dowdd: Niech w = Zle wie;(p), X = Z?Zl X;e; (tutaj w; € R, a X; sa pewnymi funkcjami na M).
Korzystajac z wlasnosci rozniczkowania kowariantnego, ktore sa tatwym wnioskiem odpowiednich
wlasnosci rozniczkowania kierunkowego, mamy D, X (p) = (D, (X161 + Xae2))(p) = (Vi Xi)er(p) +
XiDyei(p) + (VuXa)ea(p) + XoDyea(p) = (VuXi)er(p) + (VuX2)ea(p) + Dujervuses€1(p) +
Dupyertuwser€2(p) = (VwX1)e1(p) + (VuXa)ea(p) +wi(De,e1(p) + De,€2(p)) +wa(De,e1(p) + De,e2(p)).
2Wewnetrznosé” krzywizny Gaussa: Niech ¥, : R* — RU(p) bedzie rzutem ortogonalnym
przestrzeni R na przestrzen rozpieta przez wektor normalny U(p) (w szczegdlnosci kazdy wektor
X € R3 ma jednoznaczny rozklad w postaci X = I, X + ¥, X oraz V,X = (X - U(p))U(p)).
Niech Z : M — R3 bedzie gtadkim polem wektorowym stycznym do M. Wtedy

VeV, Z = Vo (Ve Z) + U(Ve, Z)) = Vo (Do, Z+ (Vo, Z - UNU) = Vo (D, Z) + [V, (Ve Z - U) U+
(Ve, Z-U)oU =TIV, (Do, Z)+ UV o (Do, Z)+(V o, Z-UIN o U+cU = Dy, (Do, Z)+(Vo, Z-U)V o, U+
U = De(De, Z) = (Z - Vo, UV o U + caU.

Tutaj skorzystaliSmy z definicji D, wtasnodci pochodnej kowariantnej oraz réwnosci 0 = V. (Z -
U) =V¢Z-U+ Z- V.U wynikajacej z ortogonalnosci Z i U (c1, ¢y s3 pewnymi funkcjami na
M postaé ktorych nie jest istotna dla podalszych rozwazan). Otrzymana réwno$é mozna przepisac
(przypominajac sobie definicje operatora ksztattu Sw = —V,,U) w nastepujacy sposob

Vel.VejZ = Dei(DejZ> — (Z . S@j)S@i + C2U.

Stad mamy tez IV, V. Z = D, (D, Z) — (Z - Sej)Se; oraz IV, V., Z = D, (D¢, Z) — (Z - Se;)Se;.
Korzystajac z symetrii drugich pochodnych mieszanych V. V.. Z = V. V. Z otrzymujemy

Dei(DejZ) — Dej (-DeZZ) = (Z . Sej)Sei - (Z . Sei)Sej (13)

Niech teraz r bedzie parametryzacja ortogonalng (zob. Uwage powyzej) i niech Se; = Ae; +
Bes, Sey = Ce; + Degy dla pewnych funkeji A, B, C, D na powierzchni M, czyli macierz operatora S
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A C
| B D
operatora ksztaltu S. W szczegolnosci, K = AD — BC'. 7 innej strony, A = ey - Sey/(ey - €1), B =
€9 - 561/(62 . 62), C = €1 - 562/<€1 : 61),D = €9 562/(62 : 62), czyli

w bazie e, e ma postaé [9] . My wiemy, ze krzywizna Gaussa K jest wyznacznikiem

K — (61 : Sel)(eg : 562) — (62 . Sel)(el : S€2>
EG '
Kladac Z = e; we wzorze (13) mamy D.,(D.,e1) — D, (De,e1) = (e1 - Sep)Seq — (e1 - Sez)Sey.
Domnazajac ostatnia roéwnosé skalarnie przez e, i dzielac przez EG otrzymujemy

<D62(D6161> — Del (D€2€1)) 1 €2

K =
EG

Ze wzgledu na ,wewnetrznos¢” rézniczkowania kowariantnego wykazaliSmy ,wewnetrznos¢” krzywizny
Gaussa.

Uwaga: Skoro krzywizna Gaussa zalezy tylko od wspotezynnikow pierwszej formy podstawowej ona
zachowuje sie przy izometriach”. Mianowicie, jesli F : M — N jest izometrig pomiedzy powierzch-
niami M, N C R3 ma miejsce wzor Ky (p) = Ky(F(p)) dla dowolnego p € M (tutaj Ky, Ky sa
krzywiznami Gaussa powierzchni M, N odpowiednio).
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"Scisty dowod tego wymaga dodatkowych rozwazaii i go opuszczamy (natomiast na ¢wiczeniach zobaczymy jak to
dziala na przykladach).
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