WPROWADZENIE DO OPERATOROW ROZNICZKOWYCH
NA GRAFACH

ANNA MURANOVA

STRESZCZENIE. Kroétkie wprowadzenie do operatoréw rézniczkowych na
grafach: laplasjan oraz operator prawdopodobieristwa.

OZNACZENIA

N — liczby naturalne

R — liczby rzeczywiste

R* — liczby rzeczywiste dodatnie
# — ilos¢ elementéw w zbiorze.

1. GRAFY WAZONY

Graf wazony (inaczej graf z wagami)jest para (V,b), gdzie V jest zbio-
rem wierzchotkéw (tj. dowolnym zbiorem) oraz b : V x V — R spelnia
nastepujace warunki:

b(z,y) < 0 dla kazdego z,y € V,

b(x,y) = by, x) dla kazdego x,y € V,

b(x,z) = 0 dla kazdego x € V.

Jedli (w,y) # 0, to méwimy, ze pomiedzy x,y jest krawedZ i zapisujemy

x ~ y. Trzeci warunek oznacza, ze rozwazamy grafy bez petle.
Sciezka w grafie to dowolny ciag wierzchotkow, taki ze

X1 ~Y Ty~~~ Tp.

Spdjny graf — graf, w ktorym kazda pare wierzchotkow taczy pewna $ciezka.
Graf skoriczony ma skoniczong ilos¢ wierzchotkow (#V < 00). W tym wpro-
wadzeniu rozwazamy wytacznie skonczone spojne grafy.

Graf petny — graf w ktorym if z ~ y dla kazdego z,y € V. Inaczej graf
nazywa sie niepetnym.

Graf nazywa si¢ dwudzielnym, jezeli istnieje podziat jego wierzchotkdw
V=WVuU Vytakize z z ~ y (z,y € V) wynika albo = € V},y € Vs, albo
e Vo,ye V.

Bedziemy tez rozpatrzyé¢ wagi znormalizowane:

) ) =272

gdzie b(z) = Zy b(x,y). Trzeba uwazaé, ze ogolnie p(x,y) # p(y, ).
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2. PODSTAWOWE OPERATORY ROZNICZKOWE

Rozwazmy nastepujacy zbior funkcji na wierzchotkach grafu wazonego
§={r1r:V—=>R}

Naszym glownym zainteresowaniem bedzie znormalizowany operator La-
place’a (laplasjan) oraz operator prawdopodobienstwa §. Operator Laplace’a
(laplasjan) jest zdefiniowany jako

@ Li@) = U@ - )Y — S () - fw)ney)

yev yev

dla wszystkich f € §.
Operator P = I — L dla f € § nazywa sie operatorem prawdopodobieristwa.

Definicja 1. Operator rdznicy jest zdefiniowany jako

3) Vayf = fy) — f(x)
Operator réznicy jest dyskretnym analogiem pochodnej % Z (3) wynika,
ze
b(z,
(W £1(@) == X Vad g == X ool
yev yev
Oproécz tego,wprowadzimy nastepujace oznaczenie:
Af(@) = —Lf() = = 3 Vo s A ‘;’ Z Vayfp(z,y)
yev
b
= S ()~ Fa) G = S - @l
yev yev

Twierdzenie 2 (Formula Greena). Dla kazdych dwéch funkcji f,g:V — R
i dla kazdego ) # Q C 'V spetniq sie nastepujgca tozsamosé:

(5)
Z Apf(x)g -3 Z xyf zyg Py + Z Z xyf ny
z€N x JYESN €N yeV\Q
Dowad.
D Apflagla) =) (Z(f(y) - f(l‘))m) g(x)
z€Q zeQ \yeV
= Z Z )9(Z) pay
zeQyeV
=D (FW) = F@)g@)pay + Y Y (FW) = F(@)g(x)pay
reQye xeQyeV\Q

= D U@ = FO9Woey+ Y Y (Vay)g@)pay,

yeQ zeN z€QyeV\Q
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gdzie w ostatnim wierszu zmieniliSmy notacje zmiennych z i y w pierwszej
sumie. Dodajac do siebie ostatnie dwa wierszy i dzielac przez 2, otrzymu-
jemy (5). O

Jezeli Q = V| to V' \ Q jest zbiorem pustym , wiec ostatni wyraz w (5)
znika i otrzymujemy

(6) > i @g@) = 5 3 (Vayf)(Vayg)ey,

zeV z,yeV
Nastepstwo 3. Dla kazdej funkcji f : V — R,
(7) > Ay f(x)=0.
eV
Dowdd. Uzy¢ (6) dla g = 1. O

3. PROBLEM DIRICHLETA
Niech ) # B C Vi h: B — R. Problem w postaci

Av(z)=0on V \ B,
(8) { _
vlg =h,
nazywa si¢ problemem Dirichleta. Ten problem jest dyskretna wersja cia-
glego problemu Dirichleta.

Twierdzenie 4. Problem Dirichleta (8) zawsze ma doktadnie jedno rozwig-
zante vV — R.

Punktem kluczowym dla dowodu twierdzenia 4 jest nastepna lemma.

Lemat 5 (Zasada maksimuma i minimuma). Niech # B C V, takie Ze
V' \ B #. Wtedy dla kazdej funkcji w : V — K dla ktorej Au(z) >0 (4. u

jest sub-harmoniczna) na V' \ B, spetnia sie

9) maxu < maxu
VA B

oraz dla kazdej funkcjiu : V. — K dla ktorej Ayu(x) = 0 (tj. u jest super-
harmoniczna) na V' \ B, spetnia sie

(10) min v > min u.
V\B B



