WPROWADZENIE DO OPERATOROW ROZNICZKOWYCH
NA GRAFACH

ANNA MURANOVA

STRESZCZENIE. Krotkie wprowadzenie do operatoréw rézniczkowych na
grafach: laplasjan oraz operator prawdopodobieristwa.
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SO = =N ==

OZNACZENIA

N - pole liczb naturalnych

R — pole liczb rzeczywistych

R* — zbiér liczb rzeczywistych dodatnich
# — ilos¢ elementéw w zbiorze.

1. GRAFY WAZONY

Graf wazony (inaczej graf z wagami)jest para (V,b), gdzie V jest zbio-
rem wierzchotkow (tj. dowolnym zbiorem) oraz b : V x V — R spelnia
nastepujace warunki:

b(z,y) < 0 dla kazdego z,y € V,

b(z,y) = by, x) dla kazdego z,y € V,

b(xz,z) =0 dla kazdego z € V.

Jedli (z,y) # 0, to mowimy, ze pomiedzy z,y jest krawed? i zapisujemy

x ~ y. Trzeci warunek oznacza, ze rozwazamy grafy bez petle.
Sciezka w grafie to dowolny ciag wierzcholkow, taki ze

T~ Ty~ Ty,

Spdinym graf— graf, w ktérym kazda pare wierzchotkéw taczy pewna sciezka.
Graf skonczony ma skoriczong ilogé wierzchotkow (#V < oo). W tym wpro-
wadzeniu rozwazamy wyltacznie skoniczone spojne grafy.
Graf petny — graf w ktorym if z ~ y dla kazdego x,y € V. Inaczej graf
nazywa sie niepetnym.
1
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Graf nazywa sie dwudzielnym, jezeli istnieje podzial jego wierzchotkow
V=WVU Vytakize z x ~y (z,y € V) wynika albo = € V;,y € Vs, albo
x € Vo,y e V.

1 4 1 4
RySUNEK 1. Grafy dwudzielne

1 4
RYSUNEK 2. Ten graf nie jest dwudzielnym

Bedziemy tez rozpatrzy¢ wagi znormalizowane:

) plan) =2t

gdzie b(z) = >, b(x,y). Trzeba uwazac, ze ogélnie p(x,y) # p(y, ).

2. PODSTAWOWE OPERATORY ROZNICZKOWE
Rozwazmy nastepujacy zbiér funkcji na wierzchotkach grafu wazonego
§={r1r:V—=R}

Naszym gtéwnym zainteresowaniem bedzie znormalizowany operator La-
place’a (laplasjan) oraz operator prawdopodobienstwa §. Operator Laplace’a
(laplasjan) jest zdefiniowany jako

@ Li@) = U@ - )Y = S () - fw)eey)

yev yev

dla wszystkich f € §.
Operator P = I —L dla f € § nazywa sie operatorem prawdopodobieristwa.
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Definicja 1. Operator réznicy jest zdefiniowany jako
(3) Vayf = fy) — f()
e : . Of :
Operator roznicy jest dyskretnym analogiem pochodnej e Z (3) wynika,
. x
ze

(4) Lf(w)==>V

yeVv

b(z,y) _
b(x)

Oprécz tego,wprowadzimy nastqpujqce oznaczenie:

- Z nyfP(‘rvy)'
yev

Af(x) = —Lf(x vayf (@ y vayfp (z,y)
yeVv
= 3 () - f(x))b(x’y) - Z(f(y) ~ f(@)p(y).
yev b(l’) yev

Twierdzenie 2 (Formula Greena). Dla kazdych dwdch funkcji f,g:V — R
i dla kazdego () # Q2 C V spelniq sie nastepujgca tozsamosé:

(5)
Z Apf(:U)Q =5 Z myf myg Pzy T Z Z myf pwy
e z,y€es) z€QyeV\Q

Dowad.

Do Apf(@gla) = | D (Fy) = f(@)pay | 9(@)

e zeQ) \yeVv
= Z Z )9() pay
zeQyeV
=3 W) — F@)g@)pey + >, D> (Fy) = f(@))g(x)pay
reQye xeQyeV\Q
= Z Z(f(x) - f pa:y + Z Z zyf pxya
yeQ zeQ 2€QyeV\Q

gdzie w ostatnim wierszu zmieniliSmy notacje zmiennych x i y w pierwszej
sumie. Dodajac do siebie ostatnie dwa wierszy i dzielac przez 2, otrzymu-
jemy(5). O

Jezeli Q =V, to V \ Q jest zbiorem pustym , wiec ostatni wyraz w (5)
znika, i otrzymujemy

1
(6) 2 Aof@g(@) = =5 > (Vay/)(Vayg)pay.
zeV z,yeV
Nastepstwo 3. Dla kazdej funkcji f : V — R,
(7) Z Apf(x) =
zeV

Dowdd. Uzy¢ (6) dla g = 1. O
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3. PROBLEM DIRICHLETA

Niech ) # B C Vi h: B — R. Problem w postaci

(8)

Av(z)=0o0on V \ B,
vlg = h,

nazywa sie problemem Dirichleta. Ten problem jest dyskretna wersja cia-
glego problemu Dirichleta.

Twierdzenie 4. Problem Dirichleta (8) zawsze ma doktadnie jedno rozwig-
zanie v: V — R.

Punktem kluczowym dla dowodu twierdzenia 4 jest nastepna lemma.

Lemat 5 (Zasada maksimuma i minimuma). Niech # B C V, tlakie ze
V\ B #. Wiedy dla kazdej funkcji w: V — K dla ktérej Au(x) > 0 (4. u
jest sub-harmoniczna) na V' \ B, spetnia sie

(9) maxu < maxu
V\B B

oraz dla kazdej funkcjiv : V. — K dla ktorej Apu(xz) < 0 (. u jest super-
harmoniczna) na V' \ B, speinia sie
(10) min v > min u.

V\B B

4. MACIERZ SASIEDZTWA

Jezeli uporzadkujemy wierzchotki grafa jako z1, o, ..., z, gdzie #n =V,
to macierz sasiedztwa albo laplasjana mozna zdefiniowaé jako

1 —p(w1,72)  —p(r1,23) ... —p(@1,T0-1)  —p(T1,70)
_p($27ajl) 1 _p(l‘27$3) _p(x%xn—l) _p($27$’n)
_p(mn—laxl) _p(xn—lpr) _p(xn—laxii) <. 1 —p($n—1,$n)

_p(xn,xl) _p(mnuxQ) _p(anIS) _p(xny-rn—l) 1

Bedzie to oczywiscie, macierz kwadratowa n x n.

5. PRZYKELADY GRAFOW

1. Graf pelny —graf, w ktérym dla kazdej pary wezlow istnieje krawedz
je taczaca. Graf pelny o n wierzcholkach oznacza sie przez K, .
Niektoére zrodta podaja, ze litera K pochodzi od niemieckiego stowa
komplett, lecz niemiecki termin wvollstdndiger Graph, oznaczajacy graf
pelny, nie zawiera nawet tej litery. Inne zrodla stwierdzaja, ze te
notacje przyjeto w uznaniu zastug Kazimierza Kuratowskiego [2] dla
teorii grafow.
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T2 Tq

L7 Is

xg
RYSUNEK 3. Pelny graf z 6 wierzchotkami

2. Pelny dwudzielny graf — G := (V} + Vi, E) jest grafem dwudziel-
nym, takim ze dla kazdych x € Vi,y € V5 spelnia sie x ~ y. Jezeli
#V1 = m oraz #Vo = n, to odpowiedni pelny dwudzielny graf ozna-
cza si¢ Koy p.

3. Sciezka - $ciezka o n wierzchotkéw, to graf w ktorym V = {z1, x, ...
i pomigdzy x;,x; € V istniej krawedz wtedy i tylko wtedy, gdy
i=j+1.

4. Cykl - cykl o n wierzchotkow, to graf w ktorym V = {z1, z2,..., 2, }
i pomiedzy x;, x; € V istniej krawedz wtedy i tylko wtedy, gdy i =
jE1albo {i,j} ={1,n}.

6. ALGORYTM DIJKSTRY

Algorytm Dijkstry, opracowany przez holenderskiego informatyka Fdsgera
Dijkstre, stuzy do znajdowania najkrotszej sciezki z pojedynczego zrodta (s)
w grafie o nieujemnych wagach krawedzi [1].

~min {b(s, 1) + b(z1,22) + - - + b(zp_1,2)}.
$ciezka od s do =

Majac dany graf z wyr6znionym wierzchotkiem (zrodtem) algorytm znaj-
duje odlegtosci od zrédia do wszystkich pozostatych wierzchotkéw. Fatwo
zmodyfikowaé go tak, aby szukal wylacznie (najkrotszej) sciezki do jednego
ustalonego wierzchotka, po prostu przerywajac dziatanie w momencie dojécia
do wierzchotka docelowego, bad# transponujac tablice incydencji grafu.

Algorytm Dijkstry znajduje w grafie wszystkie najkrotsze $ciezki pomiedzy
wybranym wierzchotkiem a wszystkimi pozostatymi, przy okazji wyliczajac
rowniez koszt przejécia kazdej z tych Sciezek.

Algorytm dziata w nastepujacy sposob:

e Stworz tablice d odleglosci od zrédia dla wszystkich wierzcholkow
grafu. Na poczatku d[s] = 0, za$ d[z] = oo dla wszystkich pozosta-
tych wierzchotkéw.

e Utworz kolejke priorytetowa s wszystkich wierzchotkéw grafu. Prio-
rytetem kolejki jest aktualnie wyliczona odlegtos¢ od wierzchotka 7ré-
dlowego s.

e Dopoki kolejka nie jest pusta:

,Tn}
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— Usun z kolejki wierzcholtek u u o najnizszym priorytecie (wierz-
chotek najblizszy zrodta, ktory nie zostal jeszcze rozwazony)
— Dla kazdego sasiada v v wierzchotka u u dokonaj relaksacji po-
przez y: jesli dly] + b(y,z) < d[z] (poprzez y da sie dojs¢ do
xszybciej niz dotychczasowa sciezka), to dlz] := dly] + w(y, x).
Na koticu tablica d zawiera najkrétsze odleglosci do wszystkich wierzchotkéw.
Dodatkowo mozemy w tablicy poprzednik przechowywaé dla kazdego wierz-
chotka numer jego bezposredniego poprzednika na najkrotszej ciezce, co po-
zwoli na odtworzenie pelnej sciezki od zrédta do kazdego wierzchotka — przy
kazdej relaksacji w ostatnim punkcie y staje sie poprzednikiem x.

Algorithm 1 Pseudokod algorytma Dijkstry

Require: graph, source,
dist[s] «- 0 // Initialization
create vertex priority queue
for x in Graph.Vertices do
if x # s then
dist[x| <= INFINITY // Unknown distance from source to x
prev|x| <~ UNDEFINED // Predecessor of x
Q.add_with priority(x, dist|x])
end if
end for
while Q is not empty do // The main loop u « Q.extract min() //
Remove and return best vertex
for neighbor x of y do // Go through all x neighbors of y
alt «+ dist[y] + Graph.Edges(y, x)
if alt < dist[x] then
dist[x]| < alt
prev|x| <y
Q.decrease _priority(x, alt)
end if
end for
end while
return dist, prev
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