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Pochodne

Pochodne s3 bardzo wazne w analizie danych. Czesto uzywa sie ich w uczeniu
maszynowym i innych algorytmach matematycznych, zawtaszcza w metodzie
gradientu prostego. Kiedy nachylenie jest réwne 0, to oznacza, ze osiagnelismy
minimum lub maksimum zmiennej wyjsciowej. Koncepcja ta jest przydatna w
regresje liniowej, regresje logistycznej i sieciach neuronowych.

Pochodna funkcji — nieformalnie: miara szybkosci funkcji, czyli tempa zmian jej
wartosci wzgledem zmian jej argumentéw.

i f(xo + Ax) — f(xo0)
im
Ax—0 Ax
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Obliczenie pochodnej, korzystajac z definicji 1

Oblicz pochodna funkgji f(x) = x* w punkcie xo = 2, korzystajac z definicji.

Rozwigzanie:
Liczymy wartos¢ pochodnej w punkcie xo, korzystajac z definicji:

f(24 h) — f(2)

ooy 1 o (2+hP-22
f(2)_/!T>10 h _I!T;]O h
2 2
—fim ATARER A AR i hy =4
h—0 h h—0 h h—0

3/57



Obliczenie pochodnej, korzystajac z definicji 2
Mozemy réwniez policzy¢ z definicji wzér ogdlny pochodnej dla tej funkgji

(f(x) = x?):
F() = tim TR =) _ g (D)=
h—0 h h—0 h
2 2 2 2
=i 2R = 2B i ox kB = 2x
h—0 h h—0 h h—0

Czyli ostatecznie:

f(x) = 2x
Mozna tez napisa¢ réwnowaznie:

(x*) =2x

Korzystajac z tak wyliczonego wzoru, mozemy teraz obliczy¢ wartos$é
pochodnej w dowolnym punkcie, np.:

f'(2)=2-2=4,f(0)=2-0=0,f(-5)=2-(-5) = —10

Praktycznie zawsze optaca sie najpierw policzy¢ pochodna funkgji (zwtaszcza,
ze mamy do dyspozycji gotowe wzory na liczenie pochodnych), a dopiero
potem wyznaczy¢ jej wartos¢ w konkretnym punkcie.
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Kalkulator pochodnych napisany w Pythonie

def pochodna_x(f, x, rozmiar_kroku):
m = (f(x + rozmiar_kroku) - f(x)) / rozmiar_kroku
return m

def moja_funkcja(x):
return x**2

nachylenie_w_punkcie_2 = pochodna_x (moja_funkcja, 2, 0.00001)
print(nachylenie_w_punkcie_2)

Wynik: 4.000010000027032
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Nazwa funkgji

Wz6r funkcji i wzoér jej pochodnej

funkcja stata () =0
funkcja potegowa, a # 0 (x*) = ax*71
pierwiastek kwadratowy, tzn. o = 3 | (V) = 72
funkcja wykfadnicza, a > 0,a # 1 (&) =2a"Ilna
funkcja wyktadnicza o podstawie e | (€*)' = €*
funkcja logarytmiczna, a > 0,a# 1 | (log,x)' = 55—
— r_ 1
|(_)garytm naturalny, tzn. a=-e (|I‘-IX) =
sinus (sin x)" = cos x
cosinus (cosx)' = —sinx
tangens (tanx) = 5 =1+tan’x
cotangens (cotx)’ = ——~ = —(1 4 cot® x)
arkus sinus (arcsinx)’ = 11 =
—x
arkus cosinus (arccos x)’ = ——2
A/1—x2
T 1 =
arkus tangens (arctanx)’ = 17
arkus cotangens (arccotx) = — 7

sinus hiperboliczny

(sinh x)" = cosh x

cosinus hiperboliczny

(cosh x)" = sinh x

Tabela pochodnych wazniejszych funkcji elementarnych
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Wazniejsze reguty obliczenia pochodnych

F@+g@®) =f ) +g'x
(fF@)-g®) =f @ -g'x
(F)g() = f ()g(x) + FEOg' )

f (x))' _ gl - fxg'(x)

)/ g*(x)

(f(60)) = Fa)g @)
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Przyktad obliczenia pochodnych

1
F) = 1+ x2
Rozwigzanie:
/ =2
0= L)l ’
=NV 12 1+x2) ~ 3 1+x2 1+x2
1/ 1 \3 1/ 1 \=
3 3
=3 1+X2) ((1+x) 5( +X2> —(1+x%) 2) (1+x%)
1 2 1 —a
:5(1—1—)()3( (1—|—x)22x):—§ (1+x%)73 2x
X
YA
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Przyktad obliczenia pochodnych w sympy

from sympy import *
x = symbols(’x’)

f1 = x¥x2
print(diff (£1))
print (diff (£1).subs(x,3))

£2 = pow(1/(1+x**2), Rational(1,3))
print(diff (£2))

£2 = pow(1/(1+x*%2), 1/3)
print(diff (£2))

2%x

6

DL/ (042 + 1) FH(1/3)/(3H(:2 + 1))
-0.666666666666667*x*(1/(x**2 + 1))**0.333333333333333/(x**2 + 1)
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Prosta styczna

y = f(x0) + f'(x0)(x —x), x€R

100 4

25 5.0 7.5 10.0
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Prosta styczna, kod

y =f(x0) + f'(x)(x —x), x€R
from sympy import *

x = symbols(’x’)

f = x*x%2
derl = diff(f)
x0 = 2

line = f.subs(x,x0) + derl.subs(x,x0)*(x-x0)
pl = plot(f, show=False)
p2 = plot(line, show=False)

pl.extend(p2)
pl.show()
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Pochodne czastkowe
(Funkcje wiele zmiennych)

Przyktad:
f(x) =2x° +3y° + xz
> LA y, z jako state: daf —6x% 1 7
dx o
d df
> - jak te: — =
dy x, z jako state ™ 6y
d df
dz x,y jako state: : =X

dx2  dx \dx
& d (df\ _d
m_a(@)—a(ﬁy)—o

P d(dF\_d,
> _d (df\ _d )
dydx  dy (dx> dy (6x>+x) =0

f _d (df\ _ d
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Pochodne czastkowe w sympy

(Funkcje wiele zmiennych)

Przyktad:
f(x) =2x* 4+ 3y* + xz

from sympy import *
X, y, z = symbols(’x,y,z’)

f = 2kx*x3+3*ky**2+x%2Z

#print (diff (£))#blad

print (Aiff (£, x))#6*x**2 + z
print (diff(f, y))#6xy

print (diff(f, z))#x

print (diff (diff (£f,x), x))#12*z
print (diff (diff(f,x), y))#0
print (diff (diff (f,y), x))#0
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Catki (oznaczone)

Intuicyjnie catka oznaczona to pole powierzchni miedzy wykresem funkgji f(x)
w pewnym przedziale [a, b] a osig odcietych, wziete ze znakiem plus dla
dodatnich wartosci funkgji i minus dla ujemnych. Pojecie catki oznaczonej, choé
intuicyjnie proste, moze by¢ sformalizowane na wiele sposobéw. Jesli jakas
funkcja jest catkowalna wedtug dwéch réznych definicji catki oznaczonej, wynik
catkowania bedzie taki sam.

/ab f(x)dx.

S
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Catkowanie w sympy

from sympy import *

x = symbols(’x’)

f = x¥xx2 + 1

F = integrate(f)#x**3/3 + x
print (F)

print (F.subs(x,1) - F.subs(x,0))#4/3
pole= integrate(f, (x,0,1))#4/3

print(pole)
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Obliczenie

/ F(x)dx = F(x)|" = F(b) — F(a), gdzie F'(x) = £(x)

Przyktad:

1
» 13 1,13 1s 4.
/O(X +1)dx:(§x —|—x)|0:(§1 +1)—(§o +o)=§~1.3333333
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Catki — przyblizone obliczenia

dx

fla+iw)
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Catki — przyblizone obliczenia w Python

def przybliz_calke(a, b, n, f):
delta_x = (b-a)/n
suma = 0

for i in range(l, n + 1):
pkt_srodkowy = 0.5%(2*a + delta_x*(2*i-1))
suma += f(pkt_srodkowy)
return suma*delta_x
def moja_funkcja(x):

return x**2+1

pole = przybliz_calke(0, 1, n=1000, f=moja_funkcja)
print (pole)#1.333333250000001
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Rozdziat 3. Wstep do rachunku prawdopodobienstwa
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Prawdopodobienstwo

> w znaczeniu potocznym szansa na wystapienie jakiego$ zdarzenia.

W rozumieniu potocznym wyraz , prawdopodobieistwo” odnosi sie do
oczekiwania wzgledem rezultatu zdarzenia, ktérego wynik nie jest znany
(niezaleznie od tego, czy jest ono w jakims sensie zdeterminowane, miato
miejsce w przesztosci, czy dopiero sie wydarzy); w ogélnosci nalezy je
rozumie¢ jako pewna miare przewidywalnosci badz pewnosci wzgledem
zjawiska (przy danej o nim wiedzy), co umozliwia ocene potencjalnie
zwigzanego z nim ryzyka.

> natomiast w matematycznej teorii prawdopodobienstwa rodzina miar
stuzacych do opisu czestosci lub pewnosci tego zdarzenia.

Prawdopodobienstwo w sensie matematycznym stuzy do modelowania
doswiadczen losowych poprzez przypisanie poszczegdlnym zdarzeniom
losowym liczb, zwykle z przedziatu jednostkowego (czesto wyrazanych
procentowo: od 0 do 100%), wskazujacych szanse ich zajscia.
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Prawdopodobienstwo a statystyka

» Prawdopodobieristwo — to czysto teoretyczne, niewymagajace zadnych
danych rozwazanie, jaka jest szansa na wystapienia pewnego zdarzenia.

> Statystyka natomiast nie moze istnie¢ bez danych, ktére wykorzystuje do
odkrywania prawdopodobienstw, oraz dostarcza narzedzi do opisu danych.
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Prawdopodobienstwo a statystyka: rzut kosci

Mamy szescian. Chcemy dowiedzie¢ sie prawdopodobienstwo czworki.

» Prawdopodobieristwo — zaktadamy, jaki jest szescian (nprz. uczciwy).
P(4)=1/6.
> Statystyka: rzucamy szeScian duzo razy. Zaktadamy, ze

_ llos¢ czworek

P(4) =

lloé¢ rzutéw
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Prawdopodobienstwo a statystyka: rzut kosci

Mamy szescian. Chcemy dowiedzie¢ sie:

P({liczba parzysta}) =?

> Prawdopodobieristwo — zaktadamy, jaki jest szescian (model
matematyczny):

P({liczba parzysta}) = P(2) + P(4) + P(6)
> Statystyka: rzucamy szescian duzy razy. Zaktadamy, ze

__llos¢ jedynek

P(1) =

i td. Wtedy uzywany naszego modelu:

lloé¢ rzutéw

P({liczba parzysta}) = P(2) + P(4) + P(6)
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Prawdopodobienstwo

Oto kilka pytan na ktére mozna odpowiedzie¢ poprzez podania
prawdopodobiefstwa:

> Jaka jest szansa, ze w 10 uczciwych rzutach wypadnie 7 ortéw?
> Jakie mam szansa na wygranie wyboréw?
> Czy méj lot bedzie opézniony?

> Na ile mam pewnos¢, ze pewien produkt jest wadliwy?
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Matematyczne interpretacje

Istnieje wiele matematycznych interpretacji pojecia prawdopodobienstwa,
miedzy innymi tzw. :
> obiektywne (czestosciowe), jako obiektywna czestos¢ zdarzenia w duzej
liczbie préb losowych,
> subiektywne (bayesowskie, od nazwiska T. Bayesa), jako reprezentacje
subiektywnej pewnosci, uzyskanej na podstawie dotychczasowej wiedzy i
zaobserwowanych danych.
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Prawdopodobienstwo matematyczne: przyktad

> Jaki jest prawdopodobienstwo, ze w jednym rzucie uczciwym wypadnie
reszka:
X = {wypadnie reszka}

P(X) = P({wypadnie reszka}) = 1/2 = 0.5(50%)
P({nie wypadnie reszka}) = 1/2 = 0.5(50%)
P({wypadnie reszka}) + P({nie wypadnie reszka}) = 1
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Prawdopodobienstwo matematyczne: przyktad

> Jaki jest prawdopodobiefstwo, ze w trzech rzutach uczciwych wypadnie
doktadnie dwie reszki:

000
OOR
ORO
ORR
ROO
ROR
RRO
RRR

P({wypadnie doktadnie dwie reszki}) = 3/8

Uwaga!

P({wypadnie co najmniej dwie reszki}) = 4/8
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Szansa: przyktad

» Szansa ze w rzucie uczciwym wypadnie reszka jest taka sam, jak ta, ze
ona nie wypadnie:

O(X) = O({wypadnie reszka}) = 1.
» Szansa ze w trzech rzutach uczciwych wypadnie dokfadnie dwie reszki jest

P({wypadnie doktadnie 2 reszki})
({wypadnie inna ilos¢ reszek niz 2})

O({wypadnie doktadnie 2 reszki}) = B

_ P({wypadnie doktadnie 2 reszki}) ~ 3/8 3 3/5
"~ 1— P({wypadnie doktadnie 2 reszki})  1—-3/8 8-3
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Szansa

_P(X)
O(X) = 1— P(X)

_0x)
PX) = 150600

Szansa jest uzyteczna w statystyce Bayes'a, a takze w regresjach
logarytmicznych z logarytmem szansy.
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Prawdopodobienstwo facznie 1

Dla zdarzen A i B prawdopodobienstwo P(A oraz B) = P(A N B) nazywa sie
prawdopodobieristwom tacznym.

Jezeli zdarzenia A i B s3 niezalezne, to
P(AN B) = P(A) - P(B).

Przyktad: rzucamy uczciwy szescian i uczciwa moneta:

P({czworka oraz reszka}) = % -12 = I
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Prawdopodobienstwo facznie 2

Dla zdarzen A i B prawdopodobienstwo P(A N B) nazywa sie
prawdopodobieristwom tacznym.

Jezeli zdarzenia A i B s3 niezalezne, to
P(AN B) = P(A) - P(B).

Przyktad (zdarzenia zalezne): rzucamy uczciwy szescian:

A = {liczba parzysta}, B = {2}
P(A)=1/3,P(B)=1/6
P(ANB)=1/6.

31/57



Prawdopodobienstwo facznie 3

Matematycznie zdarzenia A i B nazywaja sie niezaleznymi, jesli
P(ANnB) = P(A)- P(B).
Przyktad: rzucamy uczciwy szescian:
A = {liczba parzysta}, B = {liczba, podzielna przez trzy}
P(A)=1/2,P(B)=1/3
P(AN B) = P({liczba parzysta, podzielna przez 3}) = P(6) = 1/6.

Zdarzenia s3 niezaleznymil

32/57



Prawdopodobienstwo alternatywne 1

Dla zdarzen A i B, zdarzenie A lub B nazywa sie suma zdarzen, a
P(A lub B) = P(AU B) — prawdopodobieristwom sumy zdarzeri lub
prawdopodobieristwom alternatywnym.

Jezeli zdarzenia sa wzajemne wykluczajacymi (P(A N B)=0), to
P(AUB) = P(A) + P(B).

Przyktad: rzucamy uczciwy szescian:

A={2},B={3}
P(A)=1/6,P(B)=1/6
P(2n3)=0.

P2U3)=1/6+1/6=1/3.

Zdarzenia nie s3 niezaleznymi!
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Prawdopodobienstwo alternatywne 2

Dla zdarzen A i B, zdarzenie A lub B nazywa sie sumg zdarzen, a P(AU B) —
prawdopodobieristwom sumy zdarzen lub prawdopodobieristwom
alternatywnym.

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).
Przyktad: rzucamy uczciwy szescian:
A = {liczba parzysta}, B = {liczba, podzielna przez trzy}
P(A)=1/2,P(B)=1/3
P(AnN B) = P({liczba parzysta, podzielna przez 3}) = P(6) = 1/6.
P(AUB) = P({2,3,4,6})=1/24+1/3-1/6 =4/6 = 2/3.
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Prawdopodobienstwo alternatywne 3

Przyktad: rzucamy uczciwy szescian i uczciwa moneta:
A = {liczba parzysta na szescianie}, B = {reszka i dwdjka}
10,20,30,40,50,60,1R,2R,3R,4R,5R,6R
P(A)=1/2,P(B)=1/12

P(ANB) =1/12.

P(AUB) =1/2.

Czy s3 niezalezne?
Czy sa wzajemnie wykluczajacymi?
A jezeli
B = {reszka i trojka}?
B = {reszka}
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Przyktad

Prawdopodobienstwo ze bedzie pada¢ wynosi 30%, a prawdopodobienstwo, ze
parasol bedzie dostarczony na czas — 40%. Jezeli to sa niezalezne zdarzenia, to

» Chcesz pospacerowaé w deszcz, ale z parasolem. Jaki jest
prawdopodobienstwo, ze bedzie pada¢ oraz parasol bedzie dostarczone na
czas?

> Musisz zatatwi¢ swoje sprawy. Jaki jest prawdopodobienstwo, ze nie bedzie
padaé lub parasol bedzie dostarczone na czas?
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Przyktad 1

Prawdopodobienistwo ze bedzie padaé wynosi 30%, a prawdopodobienstwo, ze
parasol bedzie dostarczony na czas — 40%. Jezeli to s3 niezalezne zdarzenia, to

» Chcesz pospacerowaé w deszcz, ale z parasolem. Jaki jest
prawdopodobiefistwo, ze bedzie pada¢ oraz parasol bedzie dostarczony na
czas?

A = {bedzie pada¢ }

B = {parasol bedzie dostarczony na czas}
P(A)=0.3,P(B)=0.4
P(AN B) = [niezaleznos¢] = P(A) - P(B) = 0.3-0.4 =0.12
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Przyktad 2

Prawdopodobienistwo ze bedzie padaé wynosi 30%, a prawdopodobienstwo, ze
parasol bedzie dostarczony na czas — 40%. Jezeli to s3 niezalezne zdarzenia, to

> Musisz zatatwi¢ swoje sprawy. Jaki jest prawdopodobiefstwo, ze nie bedzie
padaé lub parasol bedzie dostarczony na czas?

A = {nie bedzie padac¢ }
B = {parasol bedzie dostarczony na czas}
P(A) =1 — P({bedzie pada¢ }) =1-0.3=0.7
P(B) =0.4

Uwaga! Jezeli A i B s3 niezalezni, to A i nie B tez sa niezalezni.

Dlatego:
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)=0.7+0.4—0.7-0.4 = 0.82
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Prawdopodobienstwo warunkowe 1

Prawdopodobienstwo, ze doszlo do zdarzenia A, jesli wystapilo zdarzenie B.
P(A jesli B) = P(A| B)
Przyktad: rzucamy uczciwy szescian:

A = {dwdjka}, B = {liczba parzysta}

1,2,3,4,5,6
P(A| B) =7.
2,4,6
P(A| B) =1/3.
P(B | A) =7.
2
P(A|B)=1.
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Prawdopodobienstwo warunkowe 2

Wzér:

llos¢ wynikéw A oraz B
llos¢ wynikéw A oraz B llos¢ wszystkich wynikéw  P(AN B)
llos¢ wynikéw B llos¢ wynikéw B - P(B) "’
llos¢ wszystkich wynikéw

P(A|B) =

Takim czynem,

P(ANB) _ P(AnB)
W_P(A|B)orazP(B|A)—W
P(A|B):%'
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Kierunek warunku ma znaczenie!

.,85% chorych na raka pilo kawe"

Stany Zjednoczone:
P(Kawa) = 0.65

(statista.com, 65%)
P(Rak) = 0.005

(cancer.gov. 0.5%)

,85% chorych na raka pilo kawe": P(Kawa | Rak) = 0.85

Co nas naprawde interesuje jest

P(Kawa | Rak)P(Rak) _ 0.85-0.005

P(Rak | Kawa) = P(Kawa) 0.65

= 0,0065(0, 65%)

P(Rak | nie Kawa) =7
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Z czym mozemy poréwnac?

P(Rak N nie Kawa) _ P(Rak N nie Kawa),
P(nie Kawa) - 1 — P(Kawa)
P(Rak N nie Kawa) =1 — P(nie Rak) — P(Rak i Kawa)
Poniewaz, P(Kawa i Rak) = P(Kawa | Rak)P(Rak) = 0.85 - 0.005 = 0.00425,

P(Rak | nie Kawa) =

mamy
P(Rak N nie Kawa) =1 — (1 — 0.005) — 0.00425 = 0.00075
. _ P(Rakn nie Kawa) _ 0.00075
P(Rak | nie Kawa) = 1= P(Kawa) =03 = 0.002
Whiosek:

P(Rak) = 0.005(0, 5%)
P(Rak | Kawa) = 0.0065(0, 65%)
P(Rak | nie Kawa) = 0.002(0, 2%)
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Co definiuje ,,pijacego kawe"'?

Moglibysmy tu uwzgledni¢ inne zmienne, w szczegélnosci to, co kwalifikuje
osobe jako ,pijacego kawe". Jesli ktos pije kawe raz na miesiac, a ktos inny
codziennie, czy powinnismy okresli¢ obie te osoby jako ,pijace kawe"? Co z
osoba, ktéra zaczeta pi¢ kawe miesiac temu, w poréwnaniu z osoba, ktéra pije
ja od 120 lat? Jak czesto i przez jaki dtugi czas musi pi¢ kawe, aby przekroczyé¢
prég bycia ,pijacym kawe" w tych badaniach nad rakiem?

Sa to wazne pytania, ktére pokazuja, dlaczego dane rzadko opowiadaja cata
historie. Jesli ktos pokazuje Ci tabele pacjentéw z prostymi odpowiedziami
+TAK/NIE" na pytanie, czy pija kawe, ten prég musi by¢ zdefiniowany! Albo
potrzebny jest bardziej miarodajny parametr, taki jak ,liczba kaw wypitych w
ciggu ostatnich trzech lat". Nie komplikujemy tego teoretycznego obliczenia, i
nie umawiamy, co kwalifikuje kogos$ jako ,pijacego kawe", ale w rzeczywistych
badaniach zawsze warto dobrze zastanowi¢ sie nad danymi.
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Przyktad

Prawdopodobienstwo ze bedzie pada¢ wynosi 30%, a prawdopodobienstwo, ze
parasol bedzie dostarczony na czas wynosi 40% jezeli nie bedzie pada¢ oraz
20%, jezeli bedzie.
» Chcesz pospacerowa¢ w deszcz, ale z parasolem. Jaki jest
prawdopodobienstwo, ze bedzie pada¢ oraz parasol bedzie dostarczony na
czas?

> Musisz zatatwi¢ swoje sprawy. Jaki jest prawdopodobiefstwo, ze nie bedzie
padaé lub parasol bedzie dostarczony na czas?
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Przyktad 1

Prawdopodobienistwo ze bedzie padaé wynosi 30%, a prawdopodobienstwo, ze
parasol bedzie dostarczony na czas wynosi 40% jezeli nie bedzie pada¢ oraz
20%, jezeli bedzie.

» Chcesz pospacerowa¢ w deszcz, ale z parasolem. Jaki jest
prawdopodobiefistwo, ze bedzie pada¢ oraz parasol bedzie dostarczony na
czas?

A = {bedzie pada¢ }

B = {parasol bedzie dostarczony na czas}
P(A) =0.3,P(B)=0.4,P(B| A)=0.2
P(ANB) = P(B | A)P(A) = 0.2 0.3 = 0.06.
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Przyktad 2

Prawdopodobienstwo ze bedzie pada¢ wynosi 30%, a prawdopodobienstwo, ze
parasol bedzie dostarczony na czas wynosi 40% jezeli nie bedzie padaé oraz
20%, jezeli bedzie.
> Musisz zatatwi¢ swoje sprawy. Jaki jest prawdopodobiefstwo, ze nie bedzie
padaé lub parasol bedzie dostarczony na czas?
P({nie bedzie padaé lub parasol bedzie dostarczony na czas})
=1 — P({bedzie pada¢ i parasol nie bedzie dostarczony na czas})
A = {bedzie pada¢ }
B = {parasol nie bedzie dostarczony na czas}
P(A)=03,P(B|A)=1-02=08
P(ANB) = P(B| A)P(A) = 0.8 0.3 = 0.24.
P({nie bedzie pada¢ lub parasol bedzie dostarczony na czas}) = 1-0.24 = 0.76
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Przyktad 2

Prawdopodobienstwo ze bedzie pada¢ wynosi 30%, a prawdopodobienstwo, ze
parasol bedzie dostarczony na czas wynosi 40% jezeli nie bedzie pada¢ oraz
20%, jezeli bedzie.
> Musisz zatatwi¢ swoje sprawy. Jaki jest prawdopodobienstwo, ze nie bedzie
pada¢ lub parasol bedzie dostarczony na czas?
Inne rozwiazanie:

P({nie bedzie padaé lub parasol bedzie dostarczony na czas})
= P({nie bedzie pada¢ i parasol bedzie dostarczony na czas})
+P({nie bedzie padac i parasol nie bedzie dostarczony na czas})
+P({bedzie pada¢ i parasol bedzie dostarczony na czas})
= P({nie bedzie pada¢})
+P({bedzie pada¢ i parasol bedzie dostarczony na czas})
= (1-0.3)+0.06=0.76

Poniewaz:
A = {bedzie pada¢ }
B = {parasol bedzie dostarczony na czas}
P(ANB)=P(B| AP(A)=0.2-0.3=0.06
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Rozktad dwumianowy: prosty przyktad

> Jaki jest prawdopodobiefstwo, ze w trzech rzutach uczciwych:

. nie wypadnie zadnej reszki

. wypadnie doktadnie jedna reszka
. wypadnie dwie reszki

. wypadnie trzy reszki

W N = O

000

OOR

ORO

ORR

ROO

ROR

RRO

RRR

0. nie wypadnie zadnej reszki — 1/8
1. wypadnie doktadnie jedna reszka — 3/8
2. wypadnie dwie reszki — 3/8

3. wypadnie trzy reszki — 1/8
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Rozktad dwumianowy: przyktad

> Jaki jest prawdopodobiefstwo, ze w trzech rzutach:

0. nie wypadnie zadnej reszki

1. wypadnie doktadnie jedna reszka

2. wypadnie dwie reszki

3. wypadnie trzy reszki

jezeli prawdopodobienstwo reszki jest p?

000 - p*

OOR - p(1 — p)?
ORO - p(1 — p)?
ORR - p(1 - p)
ROO - p(1 — p)?

ROR - p?(1 — p)
RRO - p*(1 - p)
RRR - p?
0. nie wypadnie zadnej reszki — (1 — p)3
1. wypadnie dokfadnie jedna reszka — 3p(1 — p)?
2. wypadnie dwie reszki — 3p*(1 — p)
3. wypadnie trzy reszki — p*
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Rozktad dwumianowy

> Jaki jest prawdopodobienstwo, ze w n rzutach wypadnie k reszek?

Trzeba wybra¢ k miejsc w ciggu n préb. Wtedy prawdopodobiefistwa
wystapienia ciagu, gdzie na wybranych miejscach jest reszki, a na innych
orty jest p*(1 — p)" .

Liczba mozliwosci wybrania n miejsc w ciggu dtugosci k oznacza sie (Z)

i wynosi:

(n) _n(n=1)(n-2)...(n—(k-1) _  n
k k(k—1)---1 (n— k)Ik!

Takim czynem, prawdopodobienstwo, ze w n rzutach wypadnie k reszek

jest Z P —p)*
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Rozktad dwumianowy: definicja

Skonczony cigg niezaleznych powtérzen tego samego doswiadczenia o dwéch
mozliwych wynikach nazywamy schematem Bernoulliego.

Mozliwe wyniki pojedynczego zdarzenia oznaczymy jako 1 (sukces) oraz 0
(porazka). Niech prawdopodobienstwo sukcesu wynosi p (wéwczas
prawdopodobienstwo porazki wynosi 1 — p).

Prawdopodobienstwo pojawienia sie doktadnie k sukceséw w schemacie n préb
Bernoulliego nazywa sie rozkfadem dwumianowym i wynosi

(Z) P - p) ",

gdzie p oznacza prawdopodobienstwo sukcesu w pojedynczej prébie.
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Rozktad dwumianowy: jeszcze przyktad

> Jaki jest prawdopodobienstwo, ze w 10 rzutach uczciwych kostki wypadnie
6 razy liczba, podzielna przez 37

p=1/3,n=10,k =6

(Z) pA(1— p) K = <16°> (1/3)°(L — 1/3)1°~° — 0.056

import math
print(math.factorial(10)/(math.factorial(6)*
math.factorial(4))*(1/3)**6x(2/3)**(4))
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Rozktad dwumianowy: Python
p=1/3,n=10,k=6

import sympy
from sympy.stats import Binomial, density

print (sympy.binomial (10,6)*(1/3)**6%(2/3)**(4))
X = Binomial(’X’, 10, 1/3, succ=1, fail=0)
print(density(X).dict)
print(density(X).dict[6])

0.0569018950363257

{0: 0.0173415299158326, 1: 0.0867076495791631, 2: 0.195092211553117, 3:
0.260122948737489, 4: 0.227607580145303, 5: 0.136564548087182, 6:
0.0569018950363258, 7: 0.0162576842960931, 8: 0.00304831580551745, 9:
0.000338701756168606, 10: 1.69350878084303e-5}

0.0569018950363258
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Rozktad dwumianowy: wykres

import matplotlib.pyplot as plt
from sympy.stats import Binomial, demnsity

X = Binomial(’X’, 10, 1/3, succ=1, fail=0)
data = density(X).dict

names = list(data.keys())
values = list(data.values())

plt.bar(range(len(data)), values, tick_label=names)
plt.show()

o 1 2 3 4 5 6 71 8 9 1
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Rozktad dwumianowy: definicja

Skonczony cigg niezaleznych powtérzen tego samego doswiadczenia o dwéch
mozliwych wynikach nazywamy schematem Bernoulliego.

Mozliwe wyniki pojedynczego zdarzenia oznaczymy jako 1 (sukces) oraz 0
(porazka). Niech prawdopodobienstwo sukcesu wynosi p (wéwczas
prawdopodobienstwo porazki wynosi 1 — p).

Prawdopodobienstwo pojawienia sie doktadnie k sukceséw w schemacie n préb
Bernoulliego nazywa sie rozkfadem dwumianowym i wynosi

(Z) P - p) ",

gdzie p oznacza prawdopodobienstwo sukcesu w pojedynczej prébie.
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Przyktad: rozwazanie o rozktadzie dwumianowym

Przypus¢my, ze pracujesz nad nowym silnikiem turboodrzutowym i
przeprowadzite$ 10 testéw. Wynikiem s3 osiem sukceséw i dwa niepowodzenia:

XV VVyVyVvyVvV XxXVvy

Liczytes na 90-procentowy wskaznik sukcesu, ale na podstawie tych danych
dochodzisz do wniosku, ze testy zawiodty, poniewaz sukcesem zakonczyto sie
tylko 80% préb.

lle naprawde wynosi prawdopodobienstwo uzyska¢ 8 sukceséw z 10 (przy
prawdopodobienstwie sukcesu 0.9)7

0.193710244500000
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Przyktad: rozwazanie o rozktadzie dwumianowym

import matplotlib.pyplot as plt
from sympy.stats import Binomial, density

X = Binomial(’X’, 10, 0.9, succ=1, fail=0)

data = density(X).dict

names = list(data.keys())

values = list(data.values())

print (density(X) .dict[8])#0.193710244500000
plt.bar(range(len(data)), values, tick_label=names)
plt.show()

nnnnnnnnnnnn
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