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Wektory w R”

Zbiér
R" = {X = (x1,...,Xn) | x;inR}

z dodawaniem definiowanym dla kazdych X = (x1,...,x,) € R” oraz
Yy =(1,.--,yn) € R" jako:

X+y=(i+y1,.... X0+ yn)
i mnozeniem na liczby, definiowanym jako:
ax =(a-x1,...,3-xp) dla kazdego a € R,

jest przestrzenia wektorowa.

Uwaga! Nie mozna dodawa¢ do siebie wektoréw z roznych przestrzeni
wektorowych!
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Wektory: liniowa zaleznos$¢ i baza

Wektory V1, V2, ...V, przestrzeni V nazywany s3 liniowo niezaleznymi, gdy
zachodzi wynikanie:

Jesli aivi +avo+ - +a,v,=0,t0a,=0dlai=1,2,...,n,

Baza przestrzeni V nazywa sie liniowo niezalezny zbiér wektoréw vi, va, ..., Va,
ktory rozpina przestrzen V/, tzn. kazdy wektor v € V moze by¢ zapisany jako
>-7aivi dla niektorych a; € R".

Na przyktad, wektory
e = (1,0,...,0)
e =(0,1,...,0)
en = (0,0,...,1)

sg baza w R".

W R" kazde n liniowo niezaleznych wektoréw sa baza.
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Przyktad 1

Wektory (1,1) i (—3,2) z R? s3 liniowo niezalezne. Rzeczywiscie, niech a; oraz
a> beda takimi liczbami rzeczywistymi, ze

(15 1)31 + (_372)32 = (07 0)
Biorac kazda wspétrzedna z osobna, uzyskuje sie uktad réwnan z niewiadomymi
a1 i ax:
a1 —3ax = 0,
a1 +2a =0.
Jedynymi rozwigzaniami tego ukfadu s3 a3 = 0 i a2 = 0, co potwierdza liniowa
niezaleznos¢ wektoréw.
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Przyktad 2
Podzbiér przestrzeni R* ztozony z wektoréw jest liniowo zalezny.
1 7 -2
4 10 1
2 [ | -4 5
-3 -1 —4
Nalezy znalez¢ takie liczby rzeczywiste a;, a2, as, nie wszystkie réwne zeru, ze
1 7 -2 0
4 10 1 0
ai 5 + az _a + a3 5 =10
-3 -1 —4 0

Rozwiazujac uktad réwnan
a1+ 7ax —2a3 =0,
4a; 4+ 10a2 + a3 =0,
2a; —4a» + 5a3 =0,
—331 — az — 433 = 07

3
al = —533,
a2 = %33' 5/47

uzyskuje sie



Wektory: liniowa zalezno$¢ i wyznacznik

Wektory V1, Va, ...V, przestrzeni —R" sa liniowo niezaleznymi, wtedy i tylko
wtedy, kiedy

det(vi,...v,) =0

Np. dla wektoréw (1,1) i (—3,2) z R® odpowiednia macierz ma postac
1 -3
()

detA=1-2—1-(-3)=5+#£0,

wiec wektory te s3 liniowo niezalezne.

Poniewaz

6/47



Macierz przejscia miedzy bazami

Niech U ={01,...,Tn} i V ={V1,...,Va} beda dwoma bazami tej samej
przestrzeni R". Niech t : R” — R" bedzie przeksztatceniem liniowym, ktére
przeksztatca baze U na baze V, tzn. t(T;) = Vi Macierz T przeksztatcenia t w
bazie U nazywamy macierza przejécia od bazy U do bazy V.

Macierz te wyznaczamy zatem z réwnosci:
1 2 n
vi =ojur +aju2 + -+ oaqup,

1 2 n
V2 = Qaur + aqlz + - -+ Qo lp,

1 2 n
Vp = Qpln + Q2 + -+ - + QpUn.

Czyli mamy
ai aé e a},
2@ @ - o
S= .
a'l-’ a'z-' e az

7/47



Przyktad cz.1

W przestrzeni R3, znalez¢ macierz przejécia z bazy U do bazy V, gdzie
U={(0,1,0),(-1,0,0),(0,0,2)},
v ={(1,1,1),(0,1,2),(0,0,-1)}.
Rozwigzanie: Zgodnie z powyzsza definicja, obliczamy:
vi =(1,1,1) = auy + Bu2 + yus = «(0,1,0) + 3(—1,0,0) + ~(0,0, 2).
Zatem dostajemy réwnosé
(1L,1,1) = (=8, ,29),

co daje nam

a:]-) /3:_17 fy:%

Obliczone wspoétczynniki tworza pierwsza kolumne szukanej macierzy przejscia

S.
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Przyktad cz.2

Nastepnie:
v =(0,1,2) = aus + Buz + yus = «(0,1,0) + 5(—1,0,0) + (0,0, 2).
Zatem dostajemy réwnos¢
(0,1,2) = (=8, 2, 27),

co daje nam
a=1 pg=0 ~=1.

Obliczone wspétczynniki tworza druga kolumne szukanej macierzy przejscia S.
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Przyktad cz.3

I na koniec:
vs = (0,0, —1) = au; + Bus + yus = a(0,1,0) + 8(—1,0,0) + (0,0, 2).
Zatem dostajemy réwnosé

(07 07 _1) = (_59 a, 27)5

co daje nam

1
O[ZO, ,BZO, 7:_5

Obliczone wspoétczynniki tworza trzecia kolumne szukanej macierzy przejscia S.
Sktadajac razem powyzsze rozwigzania, dostajemy szukana macierz przejscia z
bazy U do bazy V:

1 1
S=1-10
1

1
2

0
0

-1
2
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Wspétrzedne wektora w dwéch bazach

Twierdzenie. Niech w przestrzeni R” beda dane dwie bazy U = {u;} i
V = {v;}. Niech wektor X € R" ma wspétrzedne {a;} w bazie U oraz

wspotrzedne {§;} w bazie V. Jesli S jest macierza przejscia od bazy U do bazy
V, to zachodzi wzér:

o1 B1
o2 B2
On Bn

Macierz odwrotna S™* (zawsze istnieje) jest macierza przejécia od bazy V do
U, oraz zachodzi wzér:

B o
B2 _er|®
ﬁn Qi
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Syv — macierz przejscia z bazy U do bazy V;
Svu — macierz przejscia z bazy V do bazy U,

a1
(6%}
Xu= . | — wspétrzedne wektora X w bazie U,
(e
b1
B2
Xv =] . | — wspoétrzedne wektora X w bazie V;
Bn
mamy nastepujace wzory:
Xv = SwXu,
Xv = Syu Xu,
Xu = SuvXv,
Xu = Sy Xv.
Ponadto, zachodzi:
Suv = Sug,
Sw = SJ\}
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Przyktad
W przestrzeni R? mamy dane dwie bazy:
U= {(07 1)7 (17 1)}v
vV ={(2,2),(2,0)}.

Majac wspétrzedne wektora Xy = [1,2] w bazie U przejs¢ do jego
wspotrzednych Xy w bazie V. Zrobi¢ to na dwa sposoby: wprost oraz liczac
macierz przejécia Syy. Wprost:

x=1-(0,1)+2-(1,1) = (2,3) = a(2,2) + b(2,0), =
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Rozwiazanie
Obliczamy macierz przejscia Syy:

u =(0,1) = avi + Bva = a(2,2) + 5(2,0) = (2a + 28, 2a).

Zatem mamy réwnosé
(0,1) = (2a + 28, 2a),

co daje:

Podobnie dla ws:
w=(1,1)=awv + Bva = a(2,2) + 5(2,0) = 2a + 28, 2a).

Zatem mamy réwnosé
(1,1) = (2a + 28, 2a),

codaje: a =1, B=0.
Zatem

Ostatecznie obliczamy:

1
Xv = SwXu = [ 2

NI
[«INIE
—
—
N =
—
—
| N|Ww
N=
[
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Rozwigzanie w numpy

import numpy as np

xu = np.array([1,2])

u = np.array([[0,1],[1,1]1]1)
v = np.array([[2,2],[2,011)
X = ulxu
print (x)

#u @ xu = x = v @ xv

xv = np.linalg.inv(v)@x
print (xv)

svu = np.linalg.inv(v)@u
print (svu)
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Rozwigzanie w sympy

import sympy as sp

xu = sp.Matrix([1,2])
xu.transpose ()
u = sp.Matrix([[0,1],[1,1]1])

v = sp.Matrix([[2,2],[2,0]1])
X = wxu
print(x)

#u * XU = X = V * XV
xv = v.inv()*x

print (xv)

svu = v.inv()*u
print (svu)
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Przeksztatcenie liniowe

Przeksztatcenie liniowe jest to funkcja f: R” — R™ miedzy przestrzeniami
liniowymi zachowujaca ich dziatania w tym sensie, ze:

odwzorowanie sumy wektoréw z jednej przestrzeni w druga jest réwne
sumie odwzorowan poszczegdlnych wektoréw tej sumy,
odwzorowanie iloczynu wektora przez skalar jest réwne iloczynowi skalara
przez odwzorowanie danego wektora.
Powyzsze warunki mozna pofaczy¢ w jeden, réwnowazny z nimi warunek
liniowosci
flex+dy)=cf(x)+df(y).
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Przeksztatcenie liniowe

Kazde przeksztatcenie liniowe miedzy R" oraz R™ mozna przedstawi¢ za
pomoca macierzy m x n,. Np.: jesli

(1,0,0) = (1,2),(0,1,0) =+ (1,1),(0,0,1) — (1,0),

to dla
x=(2,3,1)=2-(1,0,0)+3-(0,1,0) + 1-(0,0,1)

e f(x)=2-(1,2)+3-(1,1)+1-(1,0) = (6,7)

Co mozna zapisa¢ jako:
2
_ 1 11
f(x) = (2 1 0) 3
1
Tzn. macierz )

odpowiada przeksztatceniu f.
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Rzut

Niech dana bedzie przestrzen liniowa R” (nad ustalonym ciatem).

Przeksztatcenie liniowe P: R" — R" tej przestrzeni w siebie spetniajace
warunek idempotentnosci

P> =P,
czyli P(P(v)) = P(V) dla kazdego V € V nazywa sig rzutem (uko$nym) lub
projekcja.
. k
[ )

_ex

\4

Rzut T wzdtuz prostej k na prosta m.

Zrédto: https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=1329674
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Rzut

<-----------@c

<-------@X

Pv

|

A
f
1
1
1
1
1
[
1
1
1
:
[ ]

v

Rzut ortogonalny P na prosta m.

Zrédto: https://commons.wikimedia.org/w/index . php?curid=1329670
W tym kontekscie rzut ukosny nazywa sie operatorem idempotentnym, a rzut
ortogonalny znany jest jako operator rzutowy.
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Przyktady

Przeksztatcenie tozsamosciowe jest rzutem ortogonalnym

reprezentowanym przez macierz jednostkowa, np. (3 9) (operator
Jjednostkowy jest operatorem rzutowym).

Przeksztatcenie liniowe, ktérego macierz ma postaé (3 3), jest rzutem
ortogonalnym, podczas gdy zadane macierza (3 1) jest rzutem (ukosnym),

ale nie ortogonalnym (pierwsza macierz opisuje operator rzutowy, druga —
tylko idempotentny).
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Przyktad

Ortogonalny rzut na prosta x = y ma macierz

4 )
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Wektory i wartosci wtasne.

Niezerowy wektor v nazywamy wektorem wfasnym macierzy M, jesli Mv = Av
dla pewnej liczby A. Liczbe A nazywamy wartoscia wfasna macierzy M.
Méwimy tez, ze wektor v nalezy do wartosci wtasnej .

Inaczej, wektor wtasny macierzy, to taki niezerowy wektor, ktéry nie zmienia
kierunku po przeksztatceniu.
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Przyktad 1

Znalez¢ wartosci i wektory wtasne macierzy

6 3
2 5)°
Rozwigzanie. Wartosci wtasne:

G300
2 5/ \y y
jest rownowazne uktadowi réwnan
6x + 3y = Ax,
{2X +5y =)y,
czyli
(6 —X)x+3y =0,
{2x+ (5-Ay=0.
Uktad réwnafn ma niezerowe rozwiazanie, o ile réwnania s3 do siebie
proporcjonalne (liniowo zalezne), co mozna uja¢ w postaci réwnania
6— A 3
2 5—-A
skad A=3 lub A =28.

0= =(6-N)(5-X)—2-3=X>—11)+24,
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Przyktad 1: wektory witasne

Dla kazdej z wartosci whasnych znajdziemy wektor wtasny (tutaj wystarczy
jeden).
Dla A = 3:

6x+3y=3x = 3x+3y=0 = x=—y,

wiec wektor wihasny to
().

6x+3y =8x — —2x+3y =0 = 2x =3y,

—=(3)-

Dlax=38:

wiec wektor wiasny to
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Algorytm: wartosci wtasne

Szukamy A taki ze |A — A/| = 0. Szukamy wektory wiasne |A — M/|x = 0.

Znalez¢ wartosci i wektory wtasne macierzy

5 4 4
-3 -3 -5
1 2 4

(na tablice, A =1,2,3)
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Python

import numpy as np

A = np.array([[5,4, 41,[-3, -3, -51,[1,2, 411)
print(np.linalg.eigvals(A))

import sympy as sp

A = sp.Matrix([[5,4, 41,[-3, -3, -5],[1,2, 4]1]1)
print(A.eigenvals())
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Algorytm: wektory witasne

Szukamy X taki ze |A — A/| = 0. Szukamy wektory wtasne |A — \/|x = b.

Znalez¢ wartosci i wektory wtasne macierzy

5 4 4
-3 -3 -5
1 2 4

(na tablice)

import sympy as sp

A = sp.Matrix([[5,4, 4],[-3, -3, -5],[1,2, 411)
y,z = sp.symbols(’y,z’)
X = sp.Matrix([[1]1, [y], [2z]1)
for i in 1,2,3:
print(sp.solve ([(A-i*sp.eye(3))*X],y,z,dict=True))
X = sp.Matrix([[y]l, [1], [z]])#uwaga
print(sp.solve([(A - 2 * sp.eye(3)) * XI, y, z, dict=True))
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Python

import numpy as np

A = np.array([[5,4, 41,[-3, -3, -51,[1,2, 411)
print(np.linalg.eig(A))

import sympy as sp
A = sp.Matrix([[5,4, 41,[-3, -3, -51,[1,2, 411)

print (A.eigenvects())
#(eigenvalue, algebraic_multiplicity, [eigenvectors])
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Czy zawsze istnieja wektory wtasne?

Macierz moze nie mie¢ wektoréw wiasnych. Rozwazmy macierz

0 -1
1 0)°
Aby znalez¢ wartosci wtasne, obliczamy wyznacznik:

-2 -1

0:‘1 -2

‘:A2+1.

Rozwigzah mozemy jednak szuka¢ wsréd liczb zespolonych:

A= +i, v:<:|i’).

Dopuszczajac liczby zespolone, zawsze bedziemy mieli co najmniej jeden wektor
wiasny.
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Uwagi

W zastosowaniach wygodnie jest mie¢ baze ztozona z wektoréw wtasnych
rozwazanej macierzy.

Wektory wtasne nalezace do réznych wartosci wtasnych s3 liniowo
niezalezne. Dlatego, gdy wszystkie wartosci wtasne sa rézne, istnieje baza
ztozona z wektoréw wtasnych.

W przypadku macierzy symetrycznej zawsze znajdziemy baze ztozona z
wektoréw wtasnych.

Czasem taka baza nie istnieje. Ale dla wigkszosci macierze — istnieje (<
macierz jest diagonalizowalna <& A = BDB™1).

0 1
0 0
wartosci wiasne moga by¢ tylko zerami (mozna to sprawdzi¢ metoda
zastosowana w zadaniach). Gdyby wektory wtasne u i v tworzyty baze, to dla
dowolnego wektora w mielibysmy:

Rozwazmy macierz M = . Dla tej macierzy mamy M? = 0, dlatego

Mw = M(au + bv) = aMu + bMv = 0.
Oznaczatoby to, ze M = 0, co jest sprzeczne z definicja macierzy M.
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Rozdziat 6. Regresja liniowa
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Regresja liniowa

Niech mamy dwie cechy x i y. Regresja jest metoda budowania krzywej
zaleznosci Y od X, na podstawie ich wartosci w probie, Xi, ..., X, oraz
Y1,..., Ya. Zatozenie modelu:

Yi = b1+ B Xi + €,

gdzie (31, B2 sa parametrami, a €; — wartos$¢ losowa btedu. Regresja liniowa —
metody oparte o liniowe kombinacje zmiennych i parametréw dopasowujacych
model do danych. Dopasowana linia lub krzywa regresji reprezentuje
oszacowana wartos¢ oczekiwana zmiennej y przy konkretnych wartosciach innej
zmiennej lub zmiennych x. W najprostszym przypadku dopasowana jest stata
lub funkcja liniowa, tzn. Ze regresja liniowa jest metoda wyznaczenia
parametréw najlepiej dopasowanej prostej

Yi =B+ B2 Xi, B1=7,p=?
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Regresja liniowa

L L
-20 -10 10 20 30 40 50 60

zrédto: https://en.wikipedia.org/wiki/Linear_regression
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Regresja liniowa

Y= Bl +32Xi7 31 =?,Bz =7

Zmienna y jest tradycyjnie nazywana zmienna objasniang lub zalezna. Zmienne
X nazywa sie zmiennymi objasniajacymi lub niezaleznymi. Zaréwno zmienne
objasniane i objasniajace moga by¢ wielkosciami skalarnymi lub wektorami.
Niech (Xi, Y;),i =1,2,...,n — wartosci doswiadczalne (x; # x; dla i # j).
Szukamy y = B1 + fBax = f(x), ktéra by przechodzita mozliwie najblizej
wszystkich punktéw doswiadczalnych (X, Y;).
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Metoda najmniejszych kwadratéw 1

W przypadku metody najmniejszych kwadratéw dopasowanie polega na
minimalizacji sumy:

5(B1,82) = Z[Yi — (X)) = Z[Yi — (B + B2X)].

Wiadomo, ze funkcja wielu zmiennych ma minimum w punkcie, dla ktérego
pochodne czastkowe tej funkcji po wszystkich zmiennych s3 réwne zeru, a
zatem w tym przypadku musza by¢ spetnione warunki

95(h1,62) _
0B

85(1317ﬂ2) -0
0pB2

36 /47



Metoda najmniejszych kwadratéw 2

65 /8 7/8 : 5 )
%:0 —2Z(Yi—(ﬂl+52Xi))=0
o =1 o
95(B1, B2) _ =23 (Vi = (B + B2Xi))Xi =0
0P2 i=1

Bln-f—ﬂAzZXi :ZY,-
i=1 i=1

Blzxi +BzZX12 = ZXiYi
i—1 i—1 i—1
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Metoda najmniejszych kwadratéw 3

Skad wedtug Wzory Cramera (dla rozwiazania uktada réwnan przy pomocy
wyznacznikéw) dla B2 wynika:

B2

B = % (Z Y — B2 (ZX))
i—1 i—1

Oszacowana wartos¢ btedu w takim przypadku wynosi:

&= % (Z(Y" B+ Bzx,-)f)
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Twierdzenie Gaussa-Markowa

Jezeli préba posiada nastepujace wtasciwosci model danych jest poprawnie
okreslony, wtedy estymator najmniejszych kwadratéw jest najlepszym (tj.
majacym najmniejsza wariancje) estymatorem sposréd liniowych,
nieobcigzonych estymatoréw liniowego modelu regresji (ang. best linear
unbiased estimator, BLUE).
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Przyktad

Dane s3 w tablice. Obliczy¢ regresja liniowa.

Pojemnos¢ RAM | Cena
2 12
4 16
8 28
16 62
Dane RAM
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Rozwiazanie

n XY — Xi Yi
B ; (:Zl: ) (; ) _ 4(24 + 64 + 224 +992) — 30 - 118
2

n n 2 N 4(340) — 900
3o (o)
i=1 i=1
1676
=2 ~365
460
oraz
o 1 (< A~ 1 1 1676
== - < _2D ~2.12

b= (Z} Y — B2 (2)()) (118 260 30)

41/47



Wazona metoda najmniejszych kwadratéw

Ta metoda (WLS), znana réwniez jako wazona regresja liniowa, to uogdlnienie
zwyktych metod najmniejszych kwadratéw i regresji liniowej, w ktérych do
regresji wiaczana jest wiedza o nieréwnej wariancji btedu
(heteroscedastycznos¢), przy nieskorelowanych btedach. W tej metodzie
dopasowanie linijnej regresji polega na minimalizacji sumy:

S(B1,B2) = D WilYi — F(X)I* = Y _[WaYi — (B1 + X)),
i=1 i=1
gdzie W sa wagami. Probe z mniejsza wariancja musza mie¢ wieksza wage,

nprz.

Wi =

3 -
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Uogdlniona metoda najmniejszych kwadratéw

Uogélniona metoda najmniejszych kwadratéw po raz pierwszy zostata opisana
przez Alexandra Aitkena w 1935 roku. Ta metoda uzywa sieg, jezeli btedy sa
skorelowane. W tej metodzie dopasowanie linijnej regresji polega na
minimalizacji

S(B) = (Y = 1 — BX) QMY — 1 — B2X),

gdzie Q jest macierza wariancji btedéw: Q = Cov(g|X).
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Regresja liniowa dla kilka zmiennych niezaleznych
Niech dany bedzie zbiér danych zaobserwowanych (Yj, Xi1, . .., Xim)i—1. Model
regresji liniowej zaktada, ze istnieje liniowa (afiniczna) relacja pomiedzy
zmienng zalezng Y; a wektorem X;. Zaleznos¢ ta jest modelowana przez
uwzglednienie sktadnika losowego (btedu) ¢;, ktéry jest zmienng losowa.
Doktadniej, model ten jest postaci

Yi=Bo+BiXn+. ..+ BoXim+ei=XB4e, i=1,...,n,
Powyzsze n réwnah mozna zapisa¢ w sposéb macierzowy: Y = Xj + ¢, gdzie:
Y1 X1 I Xu ... Xim
O X;— 1 X1 ... Xom
Y = . , X = . = | . . . ,
Y, X7 1 Xua ... Xom
oraz
o N
B1
€2
IB = 52 ) &=
. c
Bp
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Regresja liniowa dla kilka zmiennych niezaleznych

Najczesciej do obliczenia B wykorzystuje sie, jak i w przypadku jednej zmiennej
niezaleznej, klasyczna metoda najmniejszych kwadratéw i jej pochodne.
Dla klasycznej metody najmniejszych kwadratéw:

B= (xTx) Xy,
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Kwartet Anscombe’a

Kwartet Anscombe'a to cztery zestawy danych o identycznych cechach
statystycznych, takich jak srednia arytmetyczna, wariancja, wspétczynnik
korelacji czy réwnanie regresji liniowej, jednoczesnie wygladajacych zgota réznie
przy przedstawieniu graficznym. Ukfad tych danych zostat stworzony w 1973
roku przez brytyjskiego statystyka Francisa Anscombe’a aby ukaza¢ znaczenie

graficznej reprezentacji danych przy okazji ich analizy statystyczne;j.

| 1 " v
X Y X Y X Y X Y
10.0 | 8.04 | 10.0 | 9.14 | 10.0 | 7.46 8.0 6.58
8.0 6.95 8.0 | 814 | 8.0 6.77 8.0 5.76
13.0 | 758 | 13.0 | 874 | 13.0 | 12.74 | 8.0 7.71
9.0 8.81 9.0 | 877 | 9.0 7.11 8.0 8.84
11.0 | 833 | 11.0 | 9.26 | 11.0 | 7.81 8.0 8.47
140 | 9.96 | 14.0 | 8.10 | 140 | 8.84 8.0 7.04
6.0 7.24 6.0 | 6.13 | 6.0 6.08 8.0 5.25
4.0 4.26 40 | 310 | 40 539 | 19.0 | 12.50
12.0 | 10.84 | 12.0 | 9.13 | 12.0 | 8.15 8.0 5.56
7.0 4.82 70 | 726 | 7.0 6.42 8.0 7.91
5.0 5.68 50 | 474 | 5.0 5.73 8.0 6.89
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Kwartet Anscombe’a

zrédto: ttps://pl.wikipedia.org/wiki/Kwartet_Anscombe?,E2780%99a
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