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Przyktad

Prawdopodobienistwo ze bedzie padaé wynosi 30%, a prawdopodobienstwo, ze

parasol bedzie dostarczony na czas — 40%. Jezeli to s niezalezne zdarzenia, to
Chcesz pospacerowaé w deszcz, ale z parasolem. Jaki jest
prawdopodobiefistwo, ze bedzie pada¢ oraz parasol bedzie dostarczone na
czas?

Musisz zatatwi¢ swoje sprawy. Jaki jest prawdopodobienstwo, ze nie bedzie
padaé lub parasol bedzie dostarczone na czas?
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Przyktad 1

Prawdopodobienstwo ze bedzie pada¢ wynosi 30%, a prawdopodobienstwo, ze
parasol bedzie dostarczony na czas — 40%. Jezeli to s3 niezalezne zdarzenia, to

Chcesz pospacerowaé w deszcz, ale z parasolem. Jaki jest
prawdopodobienstwo, ze bedzie pada¢ oraz parasol bedzie dostarczony na
czas?

A = {bedzie pada¢ }

B = {parasol bedzie dostarczony na czas}
P(A) =0.3,P(B) = 0.4
P(AN B) = [niezaleznos¢] = P(A) - P(B) =0.3-0.4 =0.12
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Przyktad 2

Prawdopodobienstwo ze bedzie pada¢ wynosi 30%, a prawdopodobiefstwo, ze
parasol bedzie dostarczony na czas — 40%. Jezeli to s3 niezalezne zdarzenia, to

Musisz zatatwi¢ swoje sprawy. Jaki jest prawdopodobienstwo, ze nie bedzie
padaé lub parasol bedzie dostarczony na czas?

A = {nie bedzie padac¢ }
B = {parasol bedzie dostarczony na czas}
P(A) = 1 — P({bedzie pada¢ }) =1 — 0.3 = 0.7
P(B) =04
Uwaga! Jezeli A i B sa niezalezni, to A i nie B tez s3 niezalezni.
Dlatego:
P(AuUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)=0.7+0.4 —0.7-0.4 = 0.82
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Prawdopodobienstwo warunkowe 1

Prawdopodobienstwo, ze doszlo do zdarzenia A, jesli wystapilo zdarzenie B.
P(A jesli B) = P(A| B)
Przyktad: rzucamy uczciwy szescian:

A = {dwojka}, B = {liczba parzysta}

1,2,3,4,5.6
P(A| B) =1.
2,46
P(A| B) =1/3.
P(B | A) =1.
2
P(A| B) =1.
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Prawdopodobienstwo warunkowe 2

Wzér:

llos¢ wynikéw A oraz B
llos¢ wynikéw A oraz B llos¢ wszystkich wynikéw — P(AN B)
llos¢ wynikéw B llos¢ wynikéw B - P(B) "’
llo$¢ wszystkich wynikéw

P(A|B) =

Takim czynem,

P(ANB) _ P(ANB)
W—P(A|B)orazP(B|A)—W
P(A|B):%.
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Kierunek warunku ma znaczenie!

,85% chorych na raka pilo kawe”

Stany Zjednoczone:
P(Kawa) = 0.65

(statista.com, 65%)
P(Rak) = 0.005

(cancer.gov. 0.5%)

.85% chorych na raka pilo kawe": P(Kawa | Rak) = 0.85

Co nas naprawde interesuje jest

P(Kawa | Rak)P(Rak) _ 0.85-0.005

P(Rak | Kawa) = P(Kawa) N 0.65

= 0,0065(0, 65%)

P(Rak | nie Kawa) =7
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Z czym mozemy poréwnac?

P(Rak N nie Kawa) _ P(Rak N nie Kawa),
P(nie Kawa) 1 — P(Kawa)
P(Rak N nie Kawa) =1 — P(nie Rak) — P(Rak i Kawa)
Poniewaz, P(Kawa i Rak) = P(Kawa | Rak)P(Rak) = 0.85 - 0.005 = 0.00425,

P(Rak | nie Kawa) =

mamy
P(Rak N nie Kawa) = 1 — (1 — 0.005) — 0.00425 = 0.00075
. P(Rak N nie Kawa)  0.00075
P(Rak K. = = = 0.002
(Rak | nie Kawa) 1— P(Kawa) 0.35
Whiosek:

P(Rak) = 0.005(0, 5%)
P(Rak | Kawa) = 0.0065(0, 65%)
P(Rak | nie Kawa) = 0.002(0,2%)
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Co definiuje ,,pijacego kawe"'?

Moglibysmy tu uwzgledni¢ inne zmienne, w szczegélnosci to, co kwalifikuje
osobe jako ,pijacego kawe". Jesli ktos pije kawe raz na miesiac, a kto$ inny
codziennie, czy powinniémy okresli¢ obie te osoby jako ,pijace kawe"? Co z
osoba, ktéra zaczeta pi¢ kawe miesiac temu, w poréwnaniu z osoba, ktéra pije
ja od 120 lat? Jak czesto i przez jaki dtugi czas musi pi¢ kawe, aby przekroczyé
prég bycia ,pijacym kawe" w tych badaniach nad rakiem?

S3 to wazne pytania, ktére pokazuja, dlaczego dane rzadko opowiadaja cata
historie. Jesli ktos pokazuje Ci tabele pacjentéw z prostymi odpowiedziami
+TAK/NIE" na pytanie, czy pija kawe, ten prég musi by¢ zdefiniowany! Albo
potrzebny jest bardziej miarodajny parametr, taki jak ,liczba kaw wypitych w
ciagu ostatnich trzech lat”". Nie komplikujemy tego teoretycznego obliczenia, i
nie umawiamy, co kwalifikuje kogo$ jako ,pijacego kawe", ale w rzeczywistych
badaniach zawsze warto dobrze zastanowi¢ sie nad danymi.
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Przyktad

Prawdopodobienistwo ze bedzie padaé wynosi 30%, a prawdopodobienstwo, ze
parasol bedzie dostarczony na czas wynosi 40% jezeli nie bedzie pada¢ oraz
20%, jezeli bedzie.
Chcesz pospacerowaé w deszcz, ale z parasolem. Jaki jest
prawdopodobiefistwo, ze bedzie pada¢ oraz parasol bedzie dostarczony na
czas?

Musisz zatatwi¢ swoje sprawy. Jaki jest prawdopodobienstwo, ze nie bedzie
padaé lub parasol bedzie dostarczony na czas?
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Przyktad 1

Prawdopodobienstwo ze bedzie pada¢ wynosi 30%, a prawdopodobiefstwo, ze
parasol bedzie dostarczony na czas wynosi 40% jezeli nie bedzie padaé oraz
20%, jezeli bedzie.
Chcesz pospacerowaé w deszcz, ale z parasolem. Jaki jest
prawdopodobierfistwo, ze bedzie pada¢ oraz parasol bedzie dostarczony na
czas?
A = {bedzie pada¢ }

B = {parasol bedzie dostarczony na czas}
P(A)=0.3,P(B) =0.4,P(B|A)=0.2
P(ANB) = P(B| A)P(A) =0.2-0.3 =0.06.
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Przyktad 2

Prawdopodobienistwo ze bedzie padaé wynosi 30%, a prawdopodobienstwo, ze
parasol bedzie dostarczony na czas wynosi 40% jezeli nie bedzie pada¢ oraz
20%, jezeli bedzie.

Musisz zatatwi¢ swoje sprawy. Jaki jest prawdopodobienstwo, ze nie bedzie
padaé lub parasol bedzie dostarczony na czas?
P({nie bedzie pada¢ lub parasol bedzie dostarczony na czas})
= 1 — P({bedzie pada¢ i parasol nie bedzie dostarczony na czas})
A = {bedzie pada¢ }
B = {parasol nie bedzie dostarczony na czas}
P(A)=03,P(B|A)=1-02=038
P(ANB)=P(B| AP(A)=0.8-0.3=0.24.
P({nie bedzie pada¢ lub parasol bedzie dostarczony na czas}) = 1-0.24 = 0.76
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Przyktad 2

Prawdopodobienstwo ze bedzie pada¢ wynosi 30%, a prawdopodobienstwo, ze
parasol bedzie dostarczony na czas wynosi 40% jezeli nie bedzie pada¢ oraz
20%, jezeli bedzie.

Musisz zatatwi¢ swoje sprawy. Jaki jest prawdopodobienstwo, ze nie bedzie

padaé lub parasol bedzie dostarczony na czas?

Inne rozwiazanie:

P({nie bedzie pada¢ lub parasol bedzie dostarczony na czas})
= P({nie bedzie pada¢ i parasol bedzie dostarczony na czas})
+P({nie bedzie pada¢ i parasol nie bedzie dostarczony na czas})
+P({bedzie padac¢ i parasol bedzie dostarczony na czas})
= P({nie bedzie pada¢})
+P({bedzie pada¢ i parasol bedzie dostarczony na czas})
=(1-0.3)+0.06 = 0.76

Poniewaz:
A = {bedzie pada¢ }
B = {parasol bedzie dostarczony na czas}
P(ANB) = P(B| A)P(A) =0.2-0.3 = 0.06
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Rozktad dwumianowy: prosty przyktad

Jaki jest prawdopodobienstwo, ze w trzech rzutach uczciwych:

. nie wypadnie zadnej reszki

. wypadnie dokfadnie jedna reszka
. wypadnie dwie reszki

. wypadnie trzy reszki

w N = O

000

OOR

ORO

ORR

ROO

ROR

RRO

RRR

0. nie wypadnie zadnej reszki — 1/8
1. wypadnie doktadnie jedna reszka — 3/8
2. wypadnie dwie reszki — 3/8

3. wypadnie trzy reszki — 1/8
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Rozktad dwumianowy: przyktad

Jaki jest prawdopodobienstwo, ze w trzech rzutach:

0. nie wypadnie zadnej reszki

1. wypadnie dokfadnie jedna reszka

2. wypadnie dwie reszki

3. wypadnie trzy reszki

jezeli prawdopodobienstwo reszki jest p?

000 - p*

OOR - p(1 — p)?
ORO - p(1 — p)?
ORR - p*(1 — p)
ROO - p(1 — p)?
ROR - p?(1 — p)
RRO - p*(1 — p)
RRR - p®

0. nie wypadnie zadnej reszki — (1 — p)3
1. wypadnie dokfadnie jedna reszka — 3p(1 — p)?
2. wypadnie dwie reszki — 3p*(1 — p)
3. wypadnie trzy reszki — p3
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Rozktad dwumianowy

Jaki jest prawdopodobienstwo, ze w n rzutach wypadnie k reszek?

Trzeba wybra¢ k miejsc w ciaggu n préb. Wtedy prawdopodobienstwa
wystapienia ciggu, gdzie na wybranych miejscach jest reszki, a na innych
orty jest p*(1 — p)" .

Liczba mozliwosci wybrania n miejsc w ciggu dtugosci k oznacza sie (Z)

i wynosi:

(n> _n(n=1)(n-2)...(n—(k-1) _  n
k k(k—1)---1 (n— K)Ik!

Takim czynem, prawdopodobiefstwo, ze w n rzutach wypadnie k reszek
jest (:) P —p)*
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Rozktad dwumianowy: definicja

Skonczony cigg niezaleznych powtdrzen tego samego doswiadczenia o dwéch
mozliwych wynikach nazywamy schematem Bernoulliego.

Mozliwe wyniki pojedynczego zdarzenia oznaczymy jako 1 (sukces) oraz 0
(porazka). Niech prawdopodobienstwo sukcesu wynosi p (wéwczas
prawdopodobienstwo porazki wynosi 1 — p).

Prawdopodobiernistwo pojawienia sie doktadnie k sukceséw w schemacie n préb
Bernoulliego nazywa sie rozkfadem dwumianowym i wynosi

(Z) Pa—p)

gdzie p oznacza prawdopodobienstwo sukcesu w pojedynczej prébie.
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Rozktad dwumianowy: jeszcze przyktad

Jaki jest prawdopodobieristwo, ze w 10 rzutach uczciwych kostki wypadnie
6 razy liczba, podzielna przez 37

p=1/3,n=10,k =6

(Z) pA(1— p) K = (16°> (1/3)°(1 — 1/3)1°~° = 0.056

import math
print (math.factorial(10)/(math.factorial(6)*
math.factorial (4))*(1/3)**x6x(2/3)**(4))
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Rozktad dwumianowy: Python
p=1/3,n=10,k=6

import sympy
from sympy.stats import Binomial, density

print (sympy.binomial (10,6)* (1/3)**6x(2/3)**(4))
X = Binomial(’X’, 10, 1/3, succ=1, fail=0)
print (density(X) .dict)
print(density(X).dict[6])

0.0569018950363257

{0: 0.0173415299158326, 1: 0.0867076495791631, 2: 0.195092211553117, 3:
0.260122948737489, 4: 0.227607580145303, 5: 0.136564548087182, 6:
0.0569018950363258, 7: 0.0162576842960931, 8: 0.00304831580551745, 9:
0.000338701756168606, 10: 1.69350878084303e-5}

0.0569018950363258
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Rozktad dwumianowy: wykres

import matplotlib.pyplot as plt
from sympy.stats import Binomial, density

X = Binomial(’X’, 10, 1/3, succ=1, fail=0)
data = density(X).dict

names = list(data.keys())
values = list(data.values())

plt.bar(range(len(data)), values, tick_label=names)
plt.show()

nnnnnnnnnnnn
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Rozktad dwumianowy: definicja

Skonczony cigg niezaleznych powtdrzen tego samego doswiadczenia o dwéch
mozliwych wynikach nazywamy schematem Bernoulliego.

Mozliwe wyniki pojedynczego zdarzenia oznaczymy jako 1 (sukces) oraz 0
(porazka). Niech prawdopodobienstwo sukcesu wynosi p (wéwczas
prawdopodobienstwo porazki wynosi 1 — p).

Prawdopodobiernistwo pojawienia sie doktadnie k sukceséw w schemacie n préb
Bernoulliego nazywa sie rozkfadem dwumianowym i wynosi

(Z) Pa—p)

gdzie p oznacza prawdopodobienstwo sukcesu w pojedynczej prébie.

21/36



Przyktad: rozwazanie o rozktadzie dwumianowym

Przypusémy, ze pracujesz nad nowym silnikiem turboodrzutowym i
przeprowadzites 10 testéw. Wynikiem sa osiem sukceséw i dwa niepowodzenia:

X Vv VvVvvyVvVvyVvVvyVvxyVvy

Liczytes na 90-procentowy wskaznik sukcesu, ale na podstawie tych danych
dochodzisz do wniosku, ze testy zawiodty, poniewaz sukcesem zakonczyto sie
tylko 80% préb.

lle naprawde wynosi prawdopodobienstwo uzyskaé¢ 8 sukceséw z 10 (przy
prawdopodobienstwie sukcesu 0.9)7

0.193710244500000
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Przyktad: rozwazanie o rozktadzie dwumianowym

import matplotlib.pyplot as plt
from sympy.stats import Binomial, density

X = Binomial(’X’, 10, 0.9, succ=1, fail=0)

data = density(X).dict

names = list(data.keys())

values = list(data.values())
print(density(X).dict[8])#0.193710244500000
plt.bar(range(len(data)), values, tick_label=names)
plt.show()

o 1 2 3 4 5 6 7 8 5 1
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Rozkfad jednostajny i funkcja gestosci

Nich x przyjmuje wartosci rzeczywiste na [0, 1] (lub [a, b]), wszystkie z réwnym
prawdopodobiefstwem. Z jakim?
Funkcja gestosci:

1]
b-a

e L EEET TR §
e EEEEEEEEEEEEEEEY 3

Domenapubliczna,https:
//commons .wikimedia.org/w/index.php?curid=117047
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Domena publiczna, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=117047
Domena publiczna, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=117047

Rozktad beta

Musimy jako$ odwréci¢ ten model. Jak oszacowa¢ wiarygodnos¢ sukcesu po
liczbie sukceséw w probie?

Rozktad beta pozwala nam sprawdzi¢, jaki jest prawdopodobieastwo réznych
bazowych prawdopodobienstw zajScia zdarzenia przy « sukceséw i 3
niepowodzeniach.

Rozkfad beta jest zdefiniowany przy pomocy funkcji gestosci

F(o, B,%) = Cap - x*H(1 =)

C, = 1 = r(a + ’B)
*7 T B, ) T(@)T(8)’
— stafa, gdzie B jest funkcja beta, I' — funkcja gamma.
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Funkcje Gamma i beta

Funkcja B (funkcja beta) zwana tez catka Eulera pierwszego rodzaju — funkcja
specjalna okreslona dla liczb x > 0,y > 0 takich ze ich czesci rzeczywiste s3
dodatnie, dana wzorem

1

B(x,y) = / P e
0
Funkcja I' (zwana tez funkcja gamma Eulera) — funkcja specjalna, ktéra

rozszerza pojecie silni na zbiér liczb rzeczywistych i zespolonych. Jezeli x > 0,

to
—+oo

rx) = / " te ! dt.

0
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Funkcje Gamma i Beta: wzory

Dla liczb naturalnych: I'(n+ 1) = n!,

Dla dowolnych liczb mamy:

. nln* 1o (L+ 47
M= im T Dt ) ;n[[l 11:
Dla kazdego x,y > 0 zachodzi:
reIrly)
B(x,y) = —2 W)
(xy) Fxt y)
Dla liczb naturalnych m, n zachodzi:
_(n—=1)(m—1)!
B(n, m) = (n+m-—1)!

Dla kazdego x, y > 0 zachodzi:

[’} txfl
Bwn=/
0]

T dt
L+ o+
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Funkcja gestosci
Rozkfad beta jest zdefiniowany przy pomocy funkcji gestosci

fla, 8,x) = cap - x" M1 —x)"

Poniewaz parametr 6 liczby sukceséw moze byé¢ kazda liczba rzeczywista od 0
do 1, a liczb tych jest nieskofczone wiele, to prawdopodobienstwo definiuje sie
dla zakreséw:

b
Pla<0<b)= / Fa, B, x) dx.
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Wykres w Pythonie
Wykres w Pythonie:

from sympy.stats import Beta, demsity
import matplotlib.pyplot as plt
from sympy importx*

alpha = 8

beta = 2

X = Beta("X", alpha, beta)

x = symbols(’x’)

print (density(X) (x))#x*x*7x(1 - x)/beta(8, 2)
x0 = [1/100 for i in range (0,101)]

yO = [density(X) (i) .evalf() for i in x0]
plt.plot(x0,y0)

plt.show()

Obliczenia, ze 0.85 < 6 < 0.95:

print (integrate(density(X) (x), (x, 0.85,0.95)) .evalf ())#0.32930944871875
#Uwaga:
print (integrate(density(X) (x),(x, 0,1)).evalf())#1.00000000000000
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Rozktad beta dla réznych o i 8

26 —
24
22+
2 -
18 | 1
16 | 1
14 | 1
12t 1

1 - e
08
0.6
04 1
0.2 1

0 L L L L
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

)
=

I =
W I

nmnunno

2e88g
LW =W

Rozktady beta. Zrédto:
https://pl.wikipedia.org/wiki/Rozk%C5%82ad_beta
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Rozk%C5%82ad_beta

Rozkfad beta dla réznych a i 5 w Pythonie
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Rozkfad beta dla réznych a i 5 w Pythonie

from sympy.stats import Beta, density
import matplotlib.pyplot as plt

color = ["blue", "red", "green",
"black", "purple", "orange",
"yellow", "cyan", "magenta"]

for alpha in range(1,10):
beta = 10 - alpha
X = Beta("X", alpha, beta)
x0 = [1/100 for i in range (0,101)]
yO = [density(X) (i).evalf() for i in x0]
plt.plot(x0,y0, color= color[alpha-1])

plt.show()
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Przyktad

Zatézmy, ze mamy sekwencje nukleotydéw (czes¢ DNA, nukleotydy: A, C, G,
T) i jesteSmy zainteresowanie konkretnym nukleotydem, powiedzmy A.
Zatézmy, ze prawdopodobienstwo wystapienia A, P(A) = 6, jest nieznane, ale
pozostaje state. Niech w obserwowanych danych o rozmiarze n = 100 mamy 43
nukleotydy A.

Jaka jest funkcja gestosci? Narysowaé wykres funkcje gestosci. Jaki jest
prawdopodobienstwo ze 0.4 < 6 < 0.5 oraz 0.1 < 6 < 0.27
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Przyktad: kod

o = 43,3 =100 — 43

from sympy.stats import Beta, density
import matplotlib.pyplot as plt
from sympy import *

alpha = 43

beta = 100-43

X = Beta("X", alpha, beta)

x = symbols(’x’)

print(density(X) (x))

x0 [1/1000 for i in range (0,1001)]

yO = [density(X)(i).evalf() for i in xO0]
plt.plot(x0,y0)

plt.show()
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Przyktad: wykres

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Funkcja gestosci:
X42(1 _ X)56

f(43,57,x) =~ @57)
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Obliczenia 0.4 < 0 < 0.50raz 0.1 <0 < 0.2

from sympy.stats import Beta, density
from sympy import *

alpha = 43
beta = 57
X = Beta("X", alpha, beta)

x = symbols(’x’)

print (integrate(density(X) (x),(x, 0.4,0.5)).evalf())

#86552614.7769390 Uwaga!!! Biad obliczeniowy!

print(integrate(density(X) (x), (x, Rational(4,10),
Rational(5,10))) .evalf())

#0.645898492575897

print(integrate(density(X) (x),(x, 0.1,0.2)).evalf())

#1.04028876231591e-7

print(integrate(density(X) (x), (x, Rational(1,10),
Rational(2,10))).evalf())#1.04028884394972e-7

print (integrate(density(X) (x), (x, Rational(35,100),
Rational(55,100))) .evalf ())#0.941365862146943

#przedzial ufnosci
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