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Wykresy

T0 75 so 25 b 25 5o 75 w0

Kody:

from sympy import *
x = symbols(’x’)

f = 2xx+1
plot(f, line_color=’red’)

plot (x**2 +1)

Uwaga: mozliwe, ze trzeba zainstalowa¢ matplotlib i w ustawieniach na
komputerach w pracowni
File->Settings->Tools->Python Scientific->Show plots in tool
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Wykresy 3d

Kod:

from sympy import *
from sympy.plotting import plot3d

X, y = symbols(’x y?)

f = 2%x + 3%y
plot3d(f)
Uwaga: mozliwe, ze trzeba zainstalowa¢ matplotlib i w ustawieniach na

komputerach w pracowni
File->Settings->Tools->Python Scientific->Show plots in tool
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Podstawowe funkcje elementarne

Podstawowe funkcje elementarne obejmuja funkcje:
state f(x) = const,
potegowe f(x) = x",
wykfadnicze f(x) = a*,
logarytmiczne f(x) = log, x
trygonometryczne f(x) = sin(x) i td,
cyklometryczne (funkcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych)
f(x) = arccos(x) td

a/a3



Rodzaje funkcje elementarnych

Funkcje, ktére mozna otrzyma¢ z podstawowych funkcji elementarnych za

pomoca skonczonej ilosci dziatan arytmetycznych oraz operacji ztozenia funkgji

nazywamy funkcjami elementarnymi.

wielomianowa: f(x) = anX" 4+ an—1x""' 4+ a,_2x"2 + -+ a1x + a0
liniowa f(x) = ax+ b,a #0
kwadratowa f(x) = ax? + bx +c,a # 0
anx" +an1x" 't anox" 24+ aix + ao
bmx™ + bm—lxm71 + bm—2)<r7172 + -+ bix+ bo

. . . X —e ¥ eX+e™
hiperboliczne, nprz: sinhx = f,coshx =

wymierna: f(x) =

https://pl.wikipedia.org/wiki/Funkcje_hiperboliczne

polowe (odwrotne do hiperbolicznych), nprz. arcsinh = In (x + v/x2 + 1)
https://pl.wikipedia.org/wiki/Funkcje_hiperboliczne_odwrotne

funkcja Gaussa

o) - - oo ().
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Funkcje nieelementarne

funkcja znaku (signum)
podtoga
sufit,

cze$¢ utamkowa (mantysa)

_J1 dlaxeQ,
IQ(X)_{O dla x ¢ Q.

funkcja Dirichleta

Funkcja I' (zwana tez funkcja gamma Eulera) — funkcja specjalna, ktéra
rozszerza pojecie silni na zbiér liczb rzeczywistych i zespolonych. Jezeli x
czes$é rzeczywista liczby zespolonej z = x + iy jest dodatnia, to

+oo
rz) = / " lte tdt, x>0
0
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Funkcja wykfadnicza e*

Szczegblnym przypadkiem funkcji wyktadniczej jest ta o podstawie réwnej e —
podstawie logarytmu naturalnego. Innym oznaczeniem takiej funkgji jest exp(x)
nazywane krétko eksponensem.

Inna definicja eksponensa:

X S Xk
e =exp(x) = Z R
k=0 '

import math

print(math.exp(le-5) - 1) # gives result accurate to 11 places
print (math.expml(le-5) )

Oprécz tego math.exp(x) doktadniej niz math.e ** x oraz pow(math.e, x).
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Funkcja wyktfadnicza e* w sympy

20000
15000 5

= 10000

-0 75 -s0 -25 oo 25 50 75 100 20 15 -lo  -0s b o5 1o 15 20

Kody:

from sympy import *

x = symbols(’x’)
f = exp(x)
plot(f)

plot(f, (x, -2, 2))
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Granice

Granica funkcji — wartos¢, do ktérej obrazy danej funkcji zblizaja sie
nieograniczenie dla argumentéw dostatecznie bliskich wybranemu punktowi.

Na przyktad,
lim — =0
x—00 X

1 X
lim <1 + 7> =e
X— 00 X
lim xsin <1> =1
X—00 X

lim xsin (1) =0
x—0 X
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Granice w sympy

Kody:
from sympy import *

X
f

symbols(’x’)
x*sin(1/x%)

plot(f, (x, -1, 1))
plot(f, (x, -20, 20))

print(Limit(f, x, 0).doit())
print (Limit(f, x, +o0o0).doit())
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Pochodne

Pochodne s3 bardzo wazne w analizie danych. Czesto uzywa sie ich w uczeniu
maszynowym i innych algorytmach matematycznych, zawtaszcza w metodzie
gradientu prostego. Kiedy nachylenie jest réwne 0, to oznacza, ze osiggnelismy
minimum lub maksimum zmiennej wyjsciowej. Koncepcja ta jest przydatna w
regresje liniowej, regresje logistycznej i sieciach neuronowych.

Pochodna funkcji — nieformalnie: miara szybkosci funkgji, czyli tempa zmian jej
wartosci wzgledem zmian jej argumentéw.

i f(xo + Ax) — f(xo)
im
Ax—0 Ax
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Obliczenie pochodnej, korzystajac z definicji 1

Oblicz pochodna funkgji f(x) = x*> w punkcie xo = 2, korzystajac z definicji.

Rozwiazanie:
Liczymy wartos¢ pochodnej w punkcie xo, korzystajac z definicji:

_ 2 52
£(2) = lim {CENZFQ) ) @A =2
h—0 h h—0 h
2 2
i AEARER A AR i h)—4
h—0 h h—0 h h—0
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Obliczenie pochodnej, korzystajac z definicji 2
Mozemy réwniez policzy¢ z definicji wzér ogdlny pochodnej dla tej funkgji

(f(x) = x®):
_ 2 2
f’(X) = lim M = lim M
h—0 h h—0 h
2 2 2 2
i XA 2 2R ok By = 2x
h—0 h h—0 h—0
Czyli ostatecznie:
f'(x) = 2x
Mozna tez napisa¢ réwnowaznie:
(x*) =2x

Korzystajac z tak wyliczonego wzoru, mozemy teraz obliczy¢ wartosé¢
pochodnej w dowolnym punkcie, np.:

f'(2)=2-2=4,f(0)=2-0=0,f(-5)=2-(-5) = —10

Praktycznie zawsze optaca sie najpierw policzy¢ pochodng funkgji (zwtaszcza,
ze mamy do dyspozycji gotowe wzory na liczenie pochodnych), a dopiero
potem wyznaczy¢ jej wartos¢ w konkretnym punkcie.
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Kalkulator pochodnych napisany w Pythonie

def pochodna_x(f, x, rozmiar_kroku):
m = (f(x + rozmiar_kroku) - f(x)) / rozmiar_kroku
return m

def moja_funkcja(x):
return x**2

nachylenie_w_punkcie_2 = pochodna_x (moja_funkcja, 2, 0.00001)
print(nachylenie_w_punkcie_2)

Wynik: 4.000010000027032
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Tabela pochodnych wazniejszych funkcji elementarnych

Nazwa funkc;ji Wz6r funkcji i wzér jej pochodnej
funkcja stata (c) =
funkcja potegowa, a # 0 (x*) = ax*71
pierwiastek kwadratowy, tzn. o =3 | (V) = 5=
funkcja wyktadnicza, a > 0,a# 1 (a¥) =a"Ina
funkcja wykfadnicza o podstawie e () =¢&
funkcja logarytmiczna, a>0,a#1 | (log,x) = -
logarytm naturalny, tzn. a=e (Inx) =1
sinus (sinx)" = cos x
cosinus (cosx)" = —sinx
tangens (tanx)' = 5 =1+tan’x
cotangens (cotx)’ = — o5~ = —(1 4 cot®x)
arkus sinus (arcsinx) = —=2
1—x2

. 1
arkus cosinus (arccos x)’ = i
arkus tangens (arctanx)' =
arkus cotangens (arccotx)' = —
sinus hiperboliczny (sinh x)" = cosh x
cosinus hiperboliczny (cosh x)" = sinh x
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Wazniejsze reguty obliczenia pochodnych

(FE)+g@) =f ) +g'x
(f@-g@®) =f@-g'&
(F@)g®) = f'()g() + f(x)g'(x)

f (x))' _f(@g(x) - f(x)g'(x)

®/ g*®

(Fle@)) = F(s())g' @)
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Przyktad obliczenia pochodnych

Rozwiazanie:
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Przyktad obliczenia pochodnych w sympy

from sympy import *
x = symbols(’x’)

f1 = x¥x2
print(diff(£f1))
print (diff (£f1).subs(x,3))

£2 = pow(1/(1+x**2), Rational(1,3))
print(diff(£2))

£2 = pow(1/(1+x*x2), 1/3)

print (diff(£2))

2%x

6

2AH(1/(x*¥2 + 1))**(1/3)/(3K(x**2 + 1))
-0.666666666666667*x*(1/(x**2 + 1))**0.333333333333333/(x**2 + 1)
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Prosta styczna

y =f(x0) + f'(x)(x —x), x€R

100

25 5.0 75 10.0
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Prosta styczna, kod

y =f(x0) + f'(x)(x —x), x€R

from sympy import *

x = symbols(’x’)

f = x*x2
derl = diff(f)
x0 = 2

line = f.subs(x,x0) + derl.subs(x,x0)*(x-x0)
pl = plot(f, show=False)
p2 = plot(line, show=False)

pl.extend(p2)
pl.show()
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Pochodne czastkowe
(Funkcje wiele zmiennych)

Przyktad:
f(x) =2x>4+3y* + xz
. df
o — vy, z jako state: ol =6x%+z
d . df
Y — x, z jako state: I 6y
. Codf
4 X,y jako state: : o
d*f  d [df d ,_
S (&)= e v =1
d? d (df d
dxdly —a(d*y) = 2 ) =0
d? d (df d
M—@(J)—?(G +X) 0
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Pochodne czastkowe w sympy

(Funkcje wiele zmiennych)

Przyktad:
f(x)= 2x% 4 3y2 + xz

from sympy import *
X, ¥y, z = symbols(’x,y,2z’)

f = 2kx**3+3*ky**2+x*Z
#print (diff (f))#blad

print (diff (£, x))#6*x*x*2 + z
print (diff (£, y))#6xy

print (diff (£, z))#x

print (diff (diff (f,x), x))#12xz
print (diff (diff(f,x), y))#0
print(diff(diff(f,y), x))#0
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Catki (oznaczone)

Intuicyjnie catka oznaczona to pole powierzchni miedzy wykresem funkgji f(x)
w pewnym przedziale [a, b] a osig odcietych, wziete ze znakiem plus dla
dodatnich wartosci funkgji i minus dla ujemnych. Pojecie catki oznaczonej,
cho¢ intuicyjnie proste, moze by¢ sformalizowane na wiele sposobéw. Jesli
jakas funkcja jest catkowalna wedtug dwéch réznych definicji catki oznaczonej,
wynik catkowania bedzie taki sam.

/ab f(x)dx.

23/43



Catkowanie w sympy

from sympy import *

x = symbols(’x’)

f = x¥xx2 + 1

F = integrate(f)#x**3/3 + x
print (F)

print(F.subs(x,1) - F.subs(x,0))#4/3
pole= integrate(f, (x,0,1))#4/3

print(pole)

24 /43



Obliczenie
b b
/ Fx)dx = F(x)|* = F(b) — F(a), gdzie F'(x) = f(x)
Przyktad:
1
/ (2 + 1)dx = (%x3 +xt = (%13 1) (%o3 +0) = ¥ ~ 13333333
0
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Catki — przyblizone obliczenia

H 1 1 3 1 1
1 1 ¥y=fx) 1 1 ¥ =flx)
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1
N | 1
1 I r 1
/\ / | /:(\ :
1 | | ] 1 T 1
: i : : hy = fx;) : :
= f(a+iw)
j - | ‘ I f@
1 | 1 1
| | 1 1
‘-YJ 0 \ dx i
x=a wy; = Ax; x=h x=a x=h
_b-a
= n
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Catki — przyblizone obliczenia w Python

def przybliz_calke(a, b, n, f):
delta_x = (b-a)/n
suma = 0

for i in range(l, n + 1):
pkt_srodkowy = 0.5%(2*a + delta_x*(2*i-1))
suma += f(pkt_srodkowy)
return sumaxdelta_x
def moja_funkcja(x):

return x**2+1

pole = przybliz_calke(0, 1, n=1000, f=moja_funkcja)
print (pole)#1.333333250000001
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Prawdopodobienstwo

W znaczeniu potocznym szansa na wystapienie jakiegos zdarzenia.

W rozumieniu potocznym wyraz ,prawdopodobiefstwo” odnosi sie do
oczekiwania wzgledem rezultatu zdarzenia, ktérego wynik nie jest znany
(niezaleznie od tego, czy jest ono w jakims sensie zdeterminowane, miato
miejsce w przesztosci, czy dopiero sie wydarzy); w ogélnosci nalezy je
rozumie¢ jako pewng miare przewidywalnosci badz pewnosci wzgledem
zjawiska (przy danej o nim wiedzy), co umozliwia ocene potencjalnie
zwigzanego z nim ryzyka.

natomiast w matematycznej teorii prawdopodobiefistwa rodzina miar
stuzacych do opisu czestosci lub pewnosci tego zdarzenia.

Prawdopodobiefistwo w sensie matematycznym stuzy do modelowania
doswiadczen losowych poprzez przypisanie poszczegélnym zdarzeniom
losowym liczb, zwykle z przedziatu jednostkowego (czesto wyrazanych
procentowo: od 0 do 100%), wskazujacych szanse ich zajscia.
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Prawdopodobienstwo a statystyka

Prawdopodobieristwo — to czysto teoretyczne, niewymagajace zadnych
danych rozwazanie, jaka jest szansa na wystapienia pewnego zdarzenia.

Statystyka natomiast nie moze istnie¢ bez danych, ktére wykorzystuje do
odkrywania prawdopodobienstw, oraz dostarcza narzedzi do opisu danych.
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Prawdopodobienstwo a statystyka: rzut kosci

Mamy szescian. Chcemy dowiedzie¢ sie prawdopodobienstwo czwoérki.

Prawdopodobienstwo — zaktadamy, jaki jest szescian (nprz. uczciwy).
P(4) =1/6.
Statystyka: rzucamy szeScian duzo razy. Zaktadamy, ze

llogé czwérek

P(4) =

lloé¢ rzutéw
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Prawdopodobienstwo a statystyka: rzut kosci

Mamy szescian. Chcemy dowiedzie¢ sie:

P({liczba parzysta}) =7

Prawdopodobienstwo — zaktadamy, jaki jest szescian (model
matematyczny):

P({liczba parzysta}) = P(2) 4 P(4) + P(6)
Statystyka: rzucamy szescian duzy razy. Zaktadamy, ze

llos¢ jedynek

P(1) =
(1) llos¢ rzutéw

i td. Wtedy uzywany naszego modelu:

P({liczba parzysta}) = P(2) + P(4) + P(6)
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Prawdopodobienstwo

Oto kilka pytan na ktére mozna odpowiedzie¢ poprzez podania
prawdopodobienstwa:

Jaka jest szansa, ze w 10 uczciwych rzutach wypadnie 7 ortéw?
Jakie mam szansa na wygranie wyboréw?
Czy m¢j lot bedzie op6zniony?

Na ile mam pewnos¢, ze pewien produkt jest wadliwy?
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Matematyczne interpretacje

Istnieje wiele matematycznych interpretacji pojecia prawdopodobienstwa,
miedzy innymi tzw. :
obiektywne (czestosciowe), jako obiektywna czestos¢ zdarzenia w duzej
liczbie préb losowych,
subiektywne (bayesowskie, od nazwiska T. Bayesa), jako reprezentacje
subiektywnej pewnosci, uzyskanej na podstawie dotychczasowej wiedzy i
zaobserwowanych danych.
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Prawdopodobienstwo matematyczne: przyktad

Jaki jest prawdopodobienstwo, ze w jednym rzucie uczciwym wypadnie
reszka:
X = {wypadnie reszka}

P(X) = P({wypadnie reszka}) = 1/2 = 0.5(50%)
P({nie wypadnie reszka}) = 1/2 = 0.5(50%)
P({wypadnie reszka}) + P({nie wypadnie reszka}) =1
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Prawdopodobienstwo matematyczne: przyktad

Jaki jest prawdopodobienistwo, ze w trzech rzutach uczciwych wypadnie
doktadnie dwie reszki:

000
OOR
ORO
ORR
ROO
ROR
RRO
RRR

P({wypadnie doktadnie dwie reszki}) = 3/8
Uwaga!

P({wypadnie co najmniej dwie reszki}) = 4/8
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Szansa: przykfad

Szansa ze w rzucie uczciwym wypadnie reszka jest taka sam, jak ta, ze
ona nie wypadnie:

O(X) = O({wypadnie reszka}) = 1.
Szansa ze w trzech rzutach uczciwych wypadnie doktadnie dwie reszki jest

P({wypadnie doktadnie 2 reszki})
({wypadnie inna ilos¢ reszek niz 2})

O({wypadnie doktadnie 2 reszki}) = 5

P({wypadnie doktadnie 2 reszki}) ~  3/8 3 3/5
1 — P({wypadnie dokfadnie 2 reszki}) = 1—-3/8  8-3
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Szansa

_ P(X)
0X) = 1= P(X)

_ o)
P)=150600

Szansa jest uzyteczna w statystyce Bayes'a, a takze w regresjach
logarytmicznych z logarytmem szansy.
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Prawdopodobienstwo facznie 1

Dla zdarzeh A i B prawdopodobienstwo P(A oraz B) = P(AN B) nazywa sie
prawdopodobieristwom tacznym.

Jezeli zdarzenia A i B sa niezalezne, to
P(ANB) = P(A)- P(B).

Przyktad: rzucamy uczciwy szescian i uczciwg moneta:

P({czworka oraz reszka}) = % -12 = I
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Prawdopodobienstwo facznie 2

Dla zdarzen A i B prawdopodobienstwo P(A N B) nazywa sie
prawdopodobieristwom tacznym.

Jezeli zdarzenia A i B s3 niezalezne, to
P(ANB) = P(A) - P(B).

Przyktad (zdarzenia zalezne): rzucamy uczciwy szescian:

A = {liczba parzysta}, B = {2}
P(A)=1/3,P(B)=1/6
P(ANB)=1/6.
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Prawdopodobienstwo tacznie 3

Matematycznie zdarzenia A i B nazywaja sie niezaleznymi, jesli
P(AN B) = P(A) - P(B).
Przyktad: rzucamy uczciwy szescian:
A = {liczba parzysta}, B = {liczba, podzielna przez trzy}
P(A)=1/2,P(B)=1/3
P(AN B) = P({liczba parzysta, podzielna przez 3}) = P(6) = 1/6.

Zdarzenia s3 niezaleznymil
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Prawdopodobiernstwo alternatywne 1

Dla zdarzen A i B, zdarzenie A lub B nazywa sie sumg zdarzen, a
P(A lub B) = P(AU B) — prawdopodobieristwom sumy zdarzen lub
prawdopodobieristwom alternatywnym.

Jezeli zdarzenia sa wzajemne wykluczajacymi (P(A N B)=0), to
P(AUB) = P(A) + P(B).
Przyktad: rzucamy uczciwy szescian:
A={2},B={3}
P(A)=1/6,P(B)=1/6
P(2N3) =0.
P(2U3)=1/6+1/6=1/3.

Zdarzenia nie s3 niezaleznymi!
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Prawdopodobienstwo alternatywne 2

Dla zdarzen A i B, zdarzenie A lub B nazywa si¢ sumg zdarzen, a P(AU B) —
prawdopodobieristwom sumy zdarzen lub prawdopodobieristwom
alternatywnym.

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).
Przyktad: rzucamy uczciwy szescian:
A = {liczba parzysta}, B = {liczba, podzielna przez trzy}
P(A)=1/2,P(B)=1/3
P(AnN B) = P({liczba parzysta, podzielna przez 3}) = P(6) = 1/6.
P(AUB) = P({2,3,4,6}) =1/2+1/3—1/6 = 4/6 = 2/3.
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Prawdopodobienstwo alternatywne 3

Przyktad: rzucamy uczciwy szescian i uczciwg monet3:
A = {liczba parzysta na szescianie}, B = {reszka i dwdjka}
10,20,30,40,50,60,1R,2R,3R,4R,5R,6R
P(A)=1/2,P(B) =1/12
P(ANnB)=1/12.

P(AUB) =1/2.

Czy s3 niezalezne?
Czy sa wzajemnie wykluczajacymi?
A jezeli
B = {reszka i trojka}?
B = {reszka}
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