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Rozdziat 11. Redukcja wymiaru
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Woprowadzenie do metod redukcje wymiaru

Bazy danych zwykle uzywane w eksploracji danych moga zawiera¢ miliony
rekordéw i tysiace zmiennych. Jest mato prawdopodobne, aby wszystkie
zmienne byty niezalezne i nie mieli korelacje pomigdzy soba.
Metody redukcji wymiaréw maja na celu wykorzystanie struktury korelacji
wéréd zmiennych predykcyjnych, aby osiagnaé nastepujace cele:
zmniejszy¢ liczbe komponentéw predykcyjnych,
zapewni¢ niezaleznos¢ tych komponentéw,

zapewni¢ zasady dla interpretacji wynikéw.
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Metody redukcji wymiaréw:

Analiza sktadowych gtéwnych (PCA, ang. Principal Components Analysis)
Nieujemna faktoryzacja macierzy

Jadro PCA (Kernel PCA)

Jadro PCA oparte na grafach (Graph-based kernel PCA)

Liniowa analiza dyskryminacyjna (LDA, Linear discriminant analysis)

Uogdlniona analiza dyskryminacyjna (GDA, Generalized discriminant
analysis)

Nieliniowe skalowanie wielowymiarowe (Sammon Mapping)

Skalowanie wielowymiarowe Kruskalla (MDS, ang. Multidimensional
Scaling)
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Analiza skfadowych gtéwnych

Analiza gtéwnych skfadowych ma na celu wyjasnienie struktury korelacji
zestawu zmiennych predykcyjnych przy uzyciu mniejszego zestawu kombinacji
liniowych tych zmiennych. Te kombinacje liniowe nazywane sa komponentami.
Catkowita zmiennos¢ zbioru danych tworzona przez petny zestaw m zmiennych
czesto mozna wyjasni¢ przy pomocy mniejszego zbioru k kombinacji liniowych
tych zmiennych. Tzn., w sktadowych k znajduje sie prawie tyle samo informacji,
jak w oryginalnych zmiennych. Zatem w razie potrzeby analityk moze nastepnie
zastgpi¢ oryginalne m zmiennych k < m, co jest przydatne dla duzych zbioréw
danych. W takim razie nowy zbiér danych skalda sie z k liczbowych danych dla
kazdej z n obserwacje, zamiast m danych dla kazdej z n obserwacje.

Jako dane wejsciowe do algorytmu PCA podawana jest macierz zawierajaca
kolejne obserwacje, na podstawie ktérych beda wyznaczane gtéwne sktadowe
(wektory bazowe nowej przestrzeni). S3 one zwracane réwniez jako jedna
macierz.
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Algorytm PCA

Niech poczatkowe dane zapisane s3 w postaci macierze:

X7 X X2 ... Xim
X X3 Xo1 Xoz ... Xom
X;I,— X X2 ... Xom

Algorytm PCA sktada sie z nastepujacych krokéw:

1. Wyznaczenie srednich i wariancje dla kolumn
Jest to pierwsza czynnos$¢ konieczna do stworzenia macierzy kowariancji
macierzy wejSciowej. Matematycznie mozna ten krok zapisaé jako:

n
1
==Y X;
J n 4 UR]
i=1

Kolejne pozycje wektora srednich u przechowuja wiec srednie odpowiadajacych
kolumny. Obliczane s3 wiec $rednie wartosci kolejnych cech dla wszystkich

obserwacji.
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Algorytm PCA

2. Wyliczanie macierzy odchylen
Krok ten polega na odjeciu od macierzy wejsciowej srednich wyliczonych w
punkcie 1. Od kazdego elementu macierzy odejmujemy $rednia dla kolumny, w
ktérym sie znajduje:
By= 1Y
wj
3. Wyznaczenie macierzy kowariancji
W og6lnym przypadku macierz kowariancji wylicza sie ze wzoru:

c=lpB,
n
gdzie B = (Bjj) to macierz odchylen. W przypadku, gdy wartosci macierzy B sa

rzeczywiste, uzyte we wzorze sprzezenie hermitowskie (*) jest tozsame ze
zwykta transpozycja.
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Algorytm PCA

4. Obliczenie wartosci wtasnych macierzy kowariancji
Wyliczenie macierzy V wektoréw wtasnych znormalizowanych (V™! = V),
ktora spetnia:

v~icv =D,

gdzie D jest macierza diagonalng wartosci wtasnych C. Ten krok zazwyczaj
wymaga uzycia algorytmu komputerowego do obliczania wektoréw wtasnych i
wartosci whasnych.

Macierz D bedzie miata posta¢ macierzy diagonalnej m x m, gdzie
Dij =M\ for j=1i

jest i-tg wartoscia wiasng macierzy kowariancji C, oraz
D;j=0 for i #j.

Macierz V, réwniez o wymiarze m x m, zawiera m wektoréw kolumnowych,
kazdy o dtugosci m ktére reprezentuja wektory wtasne (prawe) macierzy
kowariancji C. Wartosci wtasne i wektory wtasne sa uporzadkowane i
sparowane. j-ta warto$¢ wtasna odpowiada j-temu wektorowi wtasnemu.
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Algorytm PCA

5. Zmiana ukfadu wektoréw wtasnych i wartosci wtasnych

Na tym etapie mozna dokona¢ zawezenia wymiaru przestrzeni. Z otrzymanych
wartosci whasnych wybieramy te najwieksze, co ma na celu minimalizacje straty
informacji podczas rzutowania danych na mniejsza liczbe wymiaréw. Im wyzsza
warto$¢ wtasna tym odpowiadajacy jej wektor wtasny jest stabiej skorelowany z
pozostatymi.

Kolumny macierzy wektoréw wtasnych V i macierzy wartosci wtasnych D trzeba
posortowac w kolejnosci malejacej wartosci wtasnej. Trzeba pamieta¢, zeby
zachowa¢ prawidtowe sparowanie pomiedzy kolumnami w kazdej macierzy.
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Algorytm PCA

6. Obliczenie skumulowanej zawartosci energii dla kazdego wektora wtasnego.
Wartosci wtasne reprezentuja rozktad energii danych zrédtowych wsréd kazdego
z wektoréw wtasnych, przy czym wektory wtasne stanowia baza przestrzeni
liniowej danych. Skumulowana zawartos¢ energii g dla j-tego wektora wtasnego
jest sumga zawartosci energii we wszystkich wartosciach wtasnych od 1 do j:

J
gf:ZDkk forj=1,...,m
k=1
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Algorytm PCA

7. Wybranie podzbioru wektoréw wtasnych jako wektoréw bazowych. Trzeba
wybra¢ L, L < m pierwszych kolumn macierzy V jako macierz W o pomiarach
mx L:

Wj=V; fori=1,....m j=1,...,L

Wektora g uzywa sie jako wskazéwka przy wyborze odpowiedniej wartosci L.
Celem jest wybranie jak najmniejszej wartosci L przy jednoczesnym osiggnieciu
stosunkowo duzej wartosci g w ujeciu procentowym, napr.

&L > 0.9,
gm
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Algorytm PCA

8. Rzut danych na nowa baza.
Rzutowane punkty danych to wiersze macierzy

T = BW,

Oznacza to, ze pierwsza kolumna T to rzut punktéw danych na pierwsza
sktadowa gtéwna, druga kolumna to rzut na druga sktadowa gtéwna itd.
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Przyktad: Python

import numpy as np

X = np.array([[1,2,3,4],[5,5,6,7],[1,4,2,31,[5,3,2,1],[8,1,2,2]1)
m = len(X.transpose())

n = len(X)

u =np.mean(X, axis=0)#0 - by column

w = np.array([(np.var(X[:,i]))**(1/2) for i in range(m)])

U = np.meshgrid(u,np.ones(n)) [0]

W = np.meshgrid(w,np.ones(n)) [0]

B=(X-U/W

print(B)

C = 0.2*B.transpose()@B

V = np.linalg.eig(C) [1]#eigenvectors
print (V)

print(np.linalg.eig(C) [0])#eigenvalues
D = np.linalg.inv(V)@CQV

print (D.round(2))

W=V[:,0:2]

T = BQW

print(T.round(2))
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Przyktad: Python
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Przyktad: Python pingwiny

import numpy as np
X = np.array([ [39.5, 40.3, 36.7, 38.9, 41.1],
[17.4, 18, 19.3, 17.8, 17.6],
[186, 195, 193, 181, 182],
[3.8, 3.25, 3.45, 3.625, 3.2]1).transpose()
= len(X.transpose())
= len(X)
=np.mean(X, axis=0)#0 - by column
= np.array([(np.var(X[:,i]))**(1/2) for i in range(m)])
np.meshgrid(u,np.ones(n)) [0]
= np.meshgrid(w,np.ones(n)) [0]
=& -W/Mw
= 0.2+B.transpose () @B
= np.linalg.eig(C) [1]#eigenvectors
print (V)
print(np.linalg.eig(C) [0])#eigenvalues
D = np.linalg.inv(V)@C@QV
print(D.round(2))
W =V[:,0:2]
T = BQW
print (T.round (2)) 16 /20
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Przyktad: Python, sklearn

import numpy as np
from sklearn.preprocessing import scale
from sklearn.decomposition import PCA

X = np.array([[1,2,3,4],[5,5,6,7],[1,4,2,3],[5,3,2,1]1,[8,1,2,2]1])
#X = np.array([ [39.5, 40.3, 36.7, 38.9, 41.1],[17.4, 18, 19.3, 17.8,
#[186, 195, 193, 181, 182],[3.8, 3.25, 3.45, 3.625, 3.2]]) .transpose()

pca = PCA(n_components=2)

pca.fit(scale(X))

print(pca.components_)#e.v

print (sum(pca.explained_variance_ratio_))#%of information
print(pca.transform(scale(X)) .round(2))
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Przyktad: Python, sklearn, dataframe pingwiny

from sklearn.preprocessing import scale
from sklearn.decomposition import PCA
import pandas as pd

data = pd.DataFrame ({
’D1_dz’: [39.5, 40.3, 36.7, 38.9, 41.1],
’Sz_dz’: [17.4, 18, 19.3, 17.8, 17.6],
’D1l_pl’: [186, 195, 193, 181, 182],
‘waga’: [3.8, 3.25, 3.45, 3.625, 3.2]

b

newdata = pd.DataFrame(scale(data), index=data.index,
columns=data.columns)

print (newdata)

pca = PCA(n_components=2)

pca.fit(newdata)

print(pca.components_)#e.v

print(sum(pca.explained_variance_ratio_))#%of information

print(pca.transform(newdata) .round(2))
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Przyktad: wszystkie pingwiny

import seaborn as sns
from sklearn.preprocessing import scale
from sklearn.decomposition import PCA
import pandas as pd
import matplotlib.pyplot as plt
data = sns.load_dataset("penguins") .dropna()
numdata = data[["bill_length_mm","bill_depth_mm",
"flipper_length_mm", "body_mass_g"]]
newdata = pd.DataFrame(scale(numdata), index=numdata.index,
columns=numdata.columns)
pca = PCA(n_components=2)
pca.fit(newdata)
print(sum(pca.explained_variance_ratio_))#%of information
transf = pca.transform(newdata).round(2)
print(transf)
df = datal[["species","island", "sex"]]
df [’First component’]=transf[:,0]
df [’Second component’]=transf[:,1]
sns.scatterplot(data=df, x="First component",
y="Second component", hue="sex", style = "species")
plt.show() 19 /20



Przyktad: wszystkie pingwiny

sex x
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