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Algorytm: wektory witasne

Szukamy A taki ze |A — M/| = 0. Szukamy wektory wiasne |A — A/|x = 0.

Znalez¢ wartosci i wektory wtasne macierzy

5 4 4
-3 -3 -5
1 2 4

(na tablice)
import sympy as sp

A = sp.Matrix([[5,4, 4],[-3, -3, -5],[1,2, 4]1)
X, ¥,z = sp.symbols(’x, y,z’)
X = sp.Matrix([[x], [y], [2]])
for i in 1,2,3:
print(sp.solve ([(A-i*sp.eye(3))*X],x,y,z,dict=True))
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Python

import numpy as np

A = np.array([[5,4, 41,[-3, -3, -51,[1,2, 411)
print(np.linalg.eig(A))

import sympy as sp
A = sp.Matrix([[5,4, 41,[-3, -3, -51,[1,2, 411)

print (A.eigenvects())
#(eigenvalue, algebraic_multiplicity, [eigenvectors])
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Czy zawsze istnieja wektory wtasne?

Macierz moze nie mie¢ wektoréw wiasnych. Rozwazmy macierz

0 -1
1 0)°
Aby znalez¢ wartosci wtasne, obliczamy wyznacznik:

-2 -1

0:‘1 -2

‘:A2+1.

Rozwigzah mozemy jednak szuka¢ wsréd liczb zespolonych:

A= +i, v:<:|i’).

Dopuszczajac liczby zespolone, zawsze bedziemy mieli co najmniej jeden wektor
wiasny.
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Uwagi

W zastosowaniach wygodnie jest mie¢ baze ztozona z wektoréw wtasnych
rozwazanej macierzy.

Wektory wtasne nalezace do réznych wartosci wtasnych s3 liniowo
niezalezne. Dlatego, gdy wszystkie wartosci wtasne sa rézne, istnieje baza
ztozona z wektoréw wtasnych.

W przypadku macierzy symetrycznej zawsze znajdziemy baze ztozona z
wektoréw wtasnych.

Czasem taka baza nie istnieje. Ale dla wigkszosci macierze — istnieje (<
macierz jest diagonalizowalna <& A = BDB™1).

0 1
0 0
wartosci wiasne moga by¢ tylko zerami (mozna to sprawdzi¢ metoda
zastosowana w zadaniach). Gdyby wektory wtasne u i v tworzyty baze, to dla
dowolnego wektora w mielibysmy:

Rozwazmy macierz M = . Dla tej macierzy mamy M? = 0, dlatego

Mw = M(au + bv) = aMu + bMv = 0.
Oznaczatoby to, ze M = 0, co jest sprzeczne z definicja macierzy M.
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Rozdziat 6. Regresja liniowa
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Regresja liniowa

Niech mamy dwie cechy x i y. Regresja jest metoda budowania krzywej
zaleznosci Y od X, na podstawie ich wartosci w probie, Xi, ..., X, oraz
Y1,..., Ya. Zatozenie modelu:

Yi = b1+ B Xi + €,

gdzie (31, B2 sa parametrami, a €; — wartos$¢ losowa btedu. Regresja liniowa —
metody oparte o liniowe kombinacje zmiennych i parametréw dopasowujacych
model do danych. Dopasowana linia lub krzywa regresji reprezentuje
oszacowana wartos¢ oczekiwana zmiennej y przy konkretnych wartosciach innej
zmiennej lub zmiennych x. W najprostszym przypadku dopasowana jest stata
lub funkcja liniowa, tzn. Ze regresja liniowa jest metoda wyznaczenia
parametréw najlepiej dopasowanej prostej

Yi =B+ B2 Xi, B1=7,p=?
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Regresja liniowa

L L
-20 -10 10 20 30 40 50 60

zrédto: https://en.wikipedia.org/wiki/Linear_regression
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https://en.wikipedia.org/wiki/Linear_regression

Regresja liniowa

Y= Bl +32Xi7 31 =?,Bz =7

Zmienna y jest tradycyjnie nazywana zmienna objasniang lub zalezna. Zmienne
X nazywa sie zmiennymi objasniajacymi lub niezaleznymi. Zaréwno zmienne
objasniane i objasniajace moga by¢ wielkosciami skalarnymi lub wektorami.
Niech (Xi, Y;),i =1,2,...,n — wartosci doswiadczalne (x; # x; dla i # j).
Szukamy y = B1 + fBax = f(x), ktéra by przechodzita mozliwie najblizej
wszystkich punktéw doswiadczalnych (X, Y;).
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Metoda najmniejszych kwadratéw 1

W przypadku metody najmniejszych kwadratéw dopasowanie polega na
minimalizacji sumy:

S(B1,82) = D _[Yi = FX)* = D Vi = (Bu + BX)P.

i=1 i=1

Wiadomo, ze funkcja wielu zmiennych ma minimum w punkcie, dla ktérego
pochodne czastkowe tej funkcji po wszystkich zmiennych s3 réwne zeru, a
zatem w tym przypadku musza by¢ spetnione warunki

95(h1,62) _
0B

85(1317ﬂ2) -0
0pB2
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Metoda najmniejszych kwadratéw 2

65 /8 7/8 : 5 )
%:0 —2Z(Yi—(ﬂl+52Xi))=0
o =1 o
95(B1, B2) _ =23 (Vi = (B + B2Xi))Xi =0
0P2 i=1

Bln-f—ﬂAzZXi :ZY,-
i=1 i=1

Blzxi +BzZX12 = ZXiYi
i—1 i—1 i—1
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Metoda najmniejszych kwadratéw 3

Skad wedtug Wzory Cramera (dla rozwiazania uktada réwnan przy pomocy
wyznacznikéw) dla B2 wynika:

B2

B = % (Z Y — B2 (ZX))
i—1 i—1

Oszacowana wartos¢ btedu w takim przypadku wynosi:

&= % (Z(Y" B+ Bzx,-)f)
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Twierdzenie Gaussa-Markowa

Jezeli préba posiada nastepujace wtasciwosci model danych jest poprawnie
okreslony, wtedy estymator najmniejszych kwadratéw jest najlepszym (tj.
majacym najmniejsza wariancje) estymatorem sposréd liniowych,
nieobcigzonych estymatoréw liniowego modelu regresji (ang. best linear
unbiased estimator, BLUE).
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Przyktad

Dane s3 w tablice. Obliczy¢ regresja liniowa.

Pojemnos¢ RAM | Cena
2 12
4 16
8 28
16 62
Dane RAM
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Rozwiazanie

~

i=1

_ 4(24 464 +224 +992) —30-118

B2 =
1676
T 460
oraz
B =

i=1

~ 3.643

HPOEEN)

i=1

1

4

(

4(340) — 900

1676
- . ~ 2.1
118 260 30) 7
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Python

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

RAM = np.array([2, 4, 8, 16])

price = np.array([12, 16, 28, 62])

n = len(RAM)

beta2 = (n*sum(RAM*price) - sum(RAM)*sum(price))/
(n*sum(RAM**2) - (sum(RAM))**2)

print (beta2)

betal = (sum(price)-beta2*sum(RAM))/n

print (betal)

x = np.linspace(0,20)

y = betal + x*beta2
plt.plot(x,y,’r’)
plt.plot(RAM, price,’o’)
plt.show()
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Python: stats

import numpy as np
from scipy import stats

RAM = np.array([2, 4, 8, 16])
price = np.array([12, 16, 28, 62])

print (np.polyfit (RAM,price,1))
#lub zaawansowane]

reg= stats.linregress(RAM, price)
print(reg)

Obrazek taki sam
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Wspétczynnik korelacje
Wspdtczynnik korelacji

— liczba okreslajaca, w jakim stopniu zmienne s3 wspoétzalezne. Jest to miara
korelacji dwéch (lub wiecej) zmiennych. Istnieje wiele réznych wzoréw
okreslanych jako wspétczynniki korelacji. Wiekszo$¢ z nich jest normalizowana
tak, zeby przybierata wartosci od —1 (zupetna korelacja ujemna), przez 0 (brak
korelacji) do +1 (zupetna korelacja dodatnia).

Najczesciej stosowany jest wspéfczynnik korelacji r Pearsona. W przypadku
rozktadu dalekiego od dwuwymiarowego normalnego lub istnienia w prébie
obserwacji odstajacych wspétczynnik korelacji Pearsona moze fatszywie
wskazywaé na nieistniejaca korelacje (zjawisko to wida¢ na przyktadzie
kwartetu Anscombe’a).
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Wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona

Wspétczynnik korelacji liniowej Pearsona (r) — wspétczynnik okreslajacy poziom
zaleznosci liniowej miedzy zmiennymi losowymi. Zostat opracowany przez Karla

Pearsona.
1.0 0.8 0.4 0.0

stworzony za pomoca Mathematica, Domena publiczna,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=3732359
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Wspétczynnik korelacji liniowej Pearsona: wzor

Niech x i y beda zmiennymi losowymi o dyskretnych rozktadach. x; i y;
oznaczaja wartosci préb losowych tych zmiennych (i =1,2,..., n), natomiast
X, ¥ — wartosci $rednie z tych préb, tj.

1< 1<
Y:;ZX{, y:;zy,
i=1 i=1
Wéwezas wspétczynnik korelacji liniowej definiuje sie nastepujaco:

_ 2 (xi = X)(yi —¥)
\/27:1 (xi — ?)2\/27:1 (yi—y)? ,

Ixy

gdzie r,, € [-1,1].
Ogodlnie wspdtczynnik korelacji liniowej dwéch zmiennych jest ilorazem
kowariancji i iloczynu odchylen standardowych tych zmiennych:

__cov(X,Y)
T oxoy
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Przyktad

Dane s3 w tablice. Obliczy¢ wspétczynnik korelacji liniowej

Pojemno$¢ RAM | Cena
2 12
4 16
8 28
16 62
Dane RAM

1 1<
X = ;Zx,-:rs, y= ;;y;:29.5.

Woéwezas wspétczynnik korelacji liniowej definiuje sie nastepujaco:
_ > (6 =X)(vi = ¥)

Vi = X2/ i — v

(—5.5)(—17.5) + (—3.5)(—13.5) + (0.5)(—1.5) + (8.5)(32.5)
V(=5.5)2 + (—3.5)2 + (0.5) + (8.5)2/(—17.5)2 + (—13.5)2 + (—1.5)2 + (8)2
419

0.99,
V115 % 1547.0

Ixy
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Python: numpy r

import numpy as np

RAM = np.array([2, 4, 8, 16])
price = np.array([12, 16, 28, 62])

mRAM = np.mean(RAM)

mprice = np.mean(price)

nRAM = RAM - np.mean(RAM)

nprice = price - np.mean(price)

r = sum(nRAM#nprice/ (sum(nRAM**2)*sum(nprice**2))*x0.5)
print(r)
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Python: stats r

import numpy as np
from scipy import stats

RAM = np.array([2, 4, 8, 16])
price = np.array([12, 16, 28, 62])

reg= stats.linregress(RAM, price)
print(reg.rvalue)
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Poziomy korelacji i ich interpretacja

Korelacje mozna interpretowaé jako silne, stabe, ujemne. Interpretacja taka jest
jednak arbitralna i nie mozemy jej traktowa¢ zbyt $cisle. Na przyktad
wspotczynnik réwny 0,9 dla socjologéw i ekonomistéw oznacza silng korelacje,
a dla fizykéw postugujacych sie wysokiej klasy pomiarami przy badaniu praw
przyrody oznacza korelacje staba.

Korelacje Ujemne Dodatnie
Stabe —0,5do 0,0 | 0,0do 0,5
Silne —1,0do —0,5 | 0,5do 1,0

Uwaga! Matematyczne skorelowane moga by¢ zjawiska, ktéry nie maja nic
wspélnego pomiedzy sobga, zobacz strong
https://www.tylervigen.com/spurious-correlations.
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Wspétczynnik determinacji oraz wspétczynnik zbieznosci

Wspdtczynnik determinacji R? jest zdefiniowane jako

S (% - VY
R*:="1—— >0,
2(Yi=Y)

i=1
gdzie:
Y; — i-ta obserwacja zmiennej Y,
Y; — wartoé¢ teoretyczna zmiennej objasnianej (na podstawie modelu),
y — $rednia arytmetyczna empirycznych wartosci zmiennej objasnianej.

Wspétczynnik zbieznosci definiuje sie jako

P =1- R
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Wspétczynnik determinacji oraz wspotczynnik korelacje Pearsona

2 2
R =r,

Dowéd: na tablice

26 /32



Przyktad

Dane s3 w tablice. Obliczy¢ wspétczynnik determinacji

Pojemno$¢ RAM | Cena
2 12
4 16
8 28
16 62
Dane RAM

y =217 + 3.643x
Y = [9.456,16.742,31.314,60.458]

X = %;x,-:7.5, y= %;yi=29~5~

Wéwezas wspétezynnik determinacji definiuje sie nastepujaco:
n ﬁ _ 7 s

R _ ,-:Zl( ) _ 20% +12.8% + 1.8 + 30.9° _ 1521.88 _
2”:(%’ ~vy (—17.5)2 + (—13.5)2 + (—1.5)2+ (8)>  /1547.0

i=1
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Python: numpy R2

import numpy as np

RAM = np.array([2, 4, 8, 16])

price = np.array([12, 16, 28, 62])

mprice = np.mean(price)

n = len(RAM)

beta2 = (n*sum(RAM*price) - sum(RAM)x*sum(price))/
(nxsum(RAM**2) - (sum(RAM))**2)

print (beta2)

betal = (sum(price)-beta2*sum(RAM))/n

print (betal)

pricehat = betal + RAM*beta2

R2 = sum((pricehat-mprice)**2)/sum((price-mprice)**2)

print (R2)

#0.9868244287681628

nRAM = RAM - np.mean(RAM)

nprice = price - np.mean(price)

r = sum(nRAM*nprice/ (sum(nRAM**2)*sum(nprice**2))**0.5)

print (r**2)

#0.9868244287681627 28/32



Python: stats R2

import numpy as np
from scipy import stats

RAM = np.array([2, 4, 8, 16])
price = np.array([12, 16, 28, 62])

reg= stats.linregress(RAM, price)

print(reg.rvalue**2)
#0.9868244287681629
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Kwartet Anscombe’a

Kwartet Anscombe'a to cztery zestawy danych o identycznych cechach
statystycznych, takich jak srednia arytmetyczna, wariancja, wspétczynnik
korelacji czy réwnanie regresji liniowej, jednoczesnie wygladajacych zgota réznie
przy przedstawieniu graficznym. Ukfad tych danych zostat stworzony w 1973
roku przez brytyjskiego statystyka Francisa Anscombe’a aby ukaza¢ znaczenie

graficznej reprezentacji danych przy okazji ich analizy statystyczne;j.

| 1 " v
X Y X Y X Y X Y
10.0 | 8.04 | 10.0 | 9.14 | 10.0 | 7.46 8.0 6.58
8.0 6.95 8.0 | 814 | 8.0 6.77 8.0 5.76
13.0 | 758 | 13.0 | 874 | 13.0 | 12.74 | 8.0 7.71
9.0 8.81 9.0 | 877 | 9.0 7.11 8.0 8.84
11.0 | 833 | 11.0 | 9.26 | 11.0 | 7.81 8.0 8.47
140 | 9.96 | 14.0 | 8.10 | 140 | 8.84 8.0 7.04
6.0 7.24 6.0 | 6.13 | 6.0 6.08 8.0 5.25
4.0 4.26 40 | 310 | 40 539 | 19.0 | 12.50
12.0 | 10.84 | 12.0 | 9.13 | 12.0 | 8.15 8.0 5.56
7.0 4.82 70 | 726 | 7.0 6.42 8.0 7.91
5.0 5.68 50 | 474 | 5.0 5.73 8.0 6.89

Kwartet Anscombe’a

30/32



Cechy uktadow

Cecha Wartosé Doktadnos¢
Srednia arytmetyczna zmiennej x 9 doktadnie
Wariancja zmiennej x 11 doktadnie
Srednia arytmetyczna zmiennej y 7.50 do 2 cyfr po przecinku
Wariancja zmiennej y 4.125 +0.003
Wspétczynnik korelacji

pomiedzy zmiennymi 0.816 do 3 cyfr po przecinku

do 2 i do 3 cyfr

Réwnanie regresji liniowej y = 3.00 + 0.500x po przecinku
Wspétczynnik determinacji* R* 0.67 do 2 cyfr po przecinku
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Kwartet Anscombe’a

zrédto: https://pl.wikipedia.org/wiki/Kwartet_Anscombe’E2%80%99a
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